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PREFACIO A LA
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Esta nueva edicion contiene ejemplos nuevos, 130 figuras nuevas y resultados obtenidos empleando cinco paquetes de
software representativos de los cientos o quiza miles de paquetes de software usados en estadistica. Todas las figuras
de la tercera edicién han sido sustituidas por figuras nuevas, un poco diferentes, creadas empleando estos cinco paque-
tes de software: EXCEL, MINITAB, SAS, SPSSy STATISTIX. Los ejemplos tienen una gran influencia de USA Today,
pues este periddico es una gran fuente de temas y ejemplos actuales de la estadistica.

Otros de los cambios que se encontraran en esta edicién son: el capitulo 18 sobre analisis de serie de tiempos fue
eliminado y el capitulo 19 sobre control estadistico de procesos y capacidad de procesos se convirtieron en el capitulo
18. Las respuestas a los ejercicios complementarios, al final de cada capitulo, se presentan ahora con mas detalle. En
todo el libro se analizan y emplean més los valores p.

RECONOCIMIENTOS

Dado que el software para estadistica es muy importante en este libro, quiero agradecer a las personas y empresas
siguientes por permitirme usar su software.

MINITAB: Laura Brown, coordinadora del Programa de Ayuda a los Autores, Minitab, Inc., 1829 Pine Hall Road,
State College, PA 16801. Yo soy miembro del programa de ayuda a los autores que practica Minitab, Inc. “Partes de
los datos y de los resultados que se encuentran en esta publicacidn/libro han sido impresas con la autorizacion de
Minitab, Inc. Todo este material, asi como los derechos de autor, son propiedad exclusiva de Minitab, Inc.” La direccion
de Minitab en la red es www.minitab.com.

SAS: Sandy Varner, directora de operaciones de mercadotecnia, SAS Publishing, Cary, NC. “Creado con el software
SAS. Copyright 2006. SAS Institute Inc., Cary, NC.” Se cita de su sitio en la red: “SAS es el lider en servicios y soft-
ware inteligente para negocios. A lo largo de sus 30 afios, SAS ha crecido —de siete empleados a casi 10 000 en todo
el mundo, de unos cuantos clientes a mas de 40 000— y todos estos afios ha sido rentable”. La direccion en la red de
SAS es www.sas.com.

SPSS: Jill Rietema, gerente de cuenta, Publicaciones, SPSS. Se cita de su sitio en la red: “SPSS Inc. es lider como
proveedor mundial de soluciones y software para analisis predictivo. Fundada en 1968, actualmente SPSS tiene mas
de 250 000 clientes en todo el mundo, atendidos por mas de 1 200 empleados en 60 paises.” La direccién en la Red de
SPSS es www.spss.com.

STATISTIX: Dr. Gerard Nimis, presidente, Analytical Software, P.O. Box (apartado postal) 12185, Tallahassee, FL
32317. Se toma de su sitio en la red: “Si se tiene que analizar datos y se es un investigador, pero no un especialista en
estadistica, STATISTIX esta disefiado para ello. No necesitara programar ni usar un manual. Este software facil de
aprender y de usar ahorrara valioso tiempo y dinero. STATISTIX combina, en un solo y econémico paquete, la esta-
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distica, tanto basica como avanzada, con las poderosas herramientas para la manipulacion de datos que se necesitan.”
La direccidn en la Red de Statistix es www.statistix.com.

EXCEL.: Se cuenta con Excel, de Microsoft, desde 1985. Cuentan con él casi todos los estudiantes universitarios. En
este libro se emplea ampliamente.

Deseo dar las gracias a Stanley Wileman por la asesoria informatica desinteresada que me proporciond en la crea-
cién de este libro. Quiero agradecer a mi esposa, Lana, por su comprensién durante los dias que dediqué a pensar en
la mejor manera de presentar algunos conceptos. Mi agradecimiento a Chuck Wall, Senior Adquisitions Editor, y a su
equipo de McGraw-Hill. Por Gltimo, quiero dar las gracias a Jeremy Toynbee, director de proyecto en Keyword
Publishing Services Ltd., Londres, Inglaterra, y a John Omiston, copy editor independiente, por su excelente trabajo
de produccion.

LARRY J. STEPHENS
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Al preparar esta tercera edicion de Estadistica, Serie Schaum, he reemplazado problemas antiguos por problemas que
reflejan los cambios tecnoldgicos y socioldgicos ocurridos desde que se publico la primera edicion en 1961. Por ejem-
plo, uno de los problemas en la segunda edicidn trata del tiempo de vida de los bulbos de radio. Como la mayoria de
las personas menores de treinta afios probablemente no sepan lo que es un bulbo de radio, este problema, lo mismo
gue muchos otros, fue sustituido por ejercicios que se refieren a temas actuales como el cuidado de la salud, el sida,
Intenet, los teléfonos celulares, entre otros. Los asuntos matematicos y estadisticos no han cambiado, sélo lo hicieron
las areas de aplicacion y los aspectos de calculo en estadistica.

Otra mejora es la introduccidn en el texto de software para estadistica. El desarrollo de software para estadistica,
como SAS, SPSS y Minitab, ha variado drasticamente las aplicaciones de la estadistica a problemas de la vida real. El
software para estadistica mas utilizado, tanto en el medio académico como en el industrial, es el Minitab. Quiero agra-
decer a Minitab Inc., por haberme otorgado el permiso para incluir, a lo largo de todo el libro, los resultados de Minitab.
Muchos de los textos modernos de estadistica traen, como parte del libro, resultados de algin paquete de software para
estadistica. En esta obra decidi emplear Minitab, ya que es muy utilizado y porque es muy amigable.

Una vez que el estudiante aprende las diversas estructuras de archivos de datos necesarios para utilizar Minitab, asi
como la estructura de comandos y subcomandos, puede transferir con facilidad ese conocimiento a otros paquetes de
software para estadistica. Gracias a la introduccién de menus como las cajas de dialogo, el software resulta muy ami-
gable. La obra adiciona tanto los ments como las cajas de dialogo que presenta Minitab. En muchos de los problemas
nuevos se discute el importante concepto de pruebas estadisticas. Cuando se publicé la primera edicién, en 1961, el
valor p no se utilizaba tan ampliamente como ahora, debido a que con frecuencia resulta dificil determinarlo sin la
ayuda de un software. En la actualidad, el software para estadistica da el valor p de manera rutinaria, puesto que, con
este apoyo, su célculo es a menudo un asunto trivial.

Un nuevo capitulo titulado “Control estadistico de procesos y capacidad de procesos” reemplazé al capitulo 19,
“Numeros indices”. Estos temas tienen gran aplicacién industrial, por lo que se agregaron al libro. La inclusion, en
los paquetes de software modernos, de técnicas de control estadistico de procesos y capacidad de procesos ha facili-
tado su utilizacién en nuevos campos industriales. El software lleva a cabo todos los calculos, que son bastante
laboriosos.

Quiero agradecer a mi esposa Lana por su comprension durante la preparacion de este libro; a mi amigo Stanley
Wileman, por la ayuda computacional que me brindd; y a Alan Hunt y su equipo de Keyword Publishing Service, en
Londres, por su minusioso trabajo de produccidn. Por Gltimo quiero agradecer al equipo de McGraw-Hill por su coope-
racion y ayuda.

LARRY J. STEPHENS
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La estadistica, o los métodos estadisticos, como se llaman algunas veces, desempefian un papel cada vez méas impor-
tante en casi todas las areas del quehacer humano. Aunque en un principio tenia que ver solamente con asuntos de
Estado, a lo que debe su nombre, en la actualidad la influencia de la estadistica se ha extendido a la agricultura, la
biologia, el comercio, la quimica, la comunicacion, la economia, la educacién, la electrénica, la medicina, la fisica, las
ciencias politicas, la psicologia, la sociologia y a muchos otros campos de la ciencia y la ingenieria.

El propdsito de esta obra es presentar una introduccion a los principios generales de la estadistica, que seré til a
todos los individuos sin importar su campo de especializacion. Se disefié para usarse ya sea como consulta para todos
los textos estdndar modernos o como un libro para un curso formal de estadistica. Serd también de gran valor como
referencia para todos aquellos que estén aplicando la estadistica en su campo de investigacion particular.

Cada capitulo empieza con una presentacion clara de las definiciones correspondientes, los teoremas y principios,
junto con algunos materiales ilustrativos y descriptivos. A esto le sigue un conjunto de problemas resueltos y comple-
mentarios, que en muchos casos usan datos de situaciones estadisticas reales. Los problemas resueltos sirven para
ilustrar y ampliar la teoria, hacen énfasis en aquellos pequefios puntos importantes sin los cuales el estudiante se sen-
tiria continuamente inseguro; ademas, proporciona una repeticion de los principios basicos, aspecto que es vital para
una ensefianza eficiente. En los problemas resueltos se incluyen numerosas deducciones de formulas. La cantidad de
problemas complementarios con respuestas constituyen una revision completa del material de cada capitulo.

Los Unicos conocimientos matematicos necesarios para la comprension de todo el libro son la aritmética y el alge-
bra elemental. En el capitulo 1 viene una revision de los conceptos matematicos importantes, que se pueden leer al
principio del curso o después, cuando la necesidad se presente.

Los primeros capitulos se ocupan del analisis de las distribuciones de frecuencia y de las correspondientes medidas
de tendencia central, dispersion, sesgo y curtosis. Lo anterior lleva, de manera natural, a una discusién de la teoria de
probabilidad elemental y sus aplicaciones, lo que prepara el camino para el estudio de la teoria del muestreo. De entra-
da, se abordan las técnicas de las muestras grandes, que comprenden la distribucion normal, asi como las aplicaciones
a la estimacion estadistica y las pruebas de hipétesis y de significancia. La teoria de las muestras pequefias, que com-
prende la distribucion t de Student, la distribucion ji cuadrada y la distribucion F, junto con sus aplicaciones, aparecen
en un capitulo posterior. Otro capitulo sobre ajuste de curvas y el método de minimos cuadrados lleva, de manera
I6gica, a los temas de correlacion y regresion que involucran dos variables. La correlacién mdltiple y la parcial, que
involucran mas de dos variables, son tratadas en un capitulo aparte. A este tema le siguen capitulos sobre el analisis de
varianza y métodos no paramétricos, que son nuevos en esta segunda edicion. Dos capitulos finales tratan de series de
tiempo y numero indice, en ese orden. Ademas, se ha incluido méas material del que se alcanza a cubrir en un primer
curso. El objetivo es hacer el libro mas flexible para proporcionar una obra de referencia mas Gtil y estimular un pos-
terior interés en estos temas. La obra permite cambiar el orden de muchos de los ultimos capitulos u omitir algunos sin
dificultad. Por ejemplo, los capitulos 13 a 15y 18 y 19 pueden ser introducidos, en su mayor parte, inmediatamente
después del capitulo 5, si se desea tratar correlacion, regresion, series de tiempo y nimeros indice antes de la teoria del
muestreo. De igual manera, dejar de lado la mayor parte del capitulo 6, si no se desea dedicar mucho tiempo a proba-
bilidad. En un primer curso, en ocasiones el capitulo 15 se ignora en su totalidad. El orden se plantea debido a que en
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los cursos modernos hay una tendencia creciente a introducir teoria del muestreo y la inferencia estadistica tan pronto
como sea posible.

Quiero agradecer a varias instituciones, tanto pdblicas como privadas, su cooperacion al proporcionar datos para
tablas. A lo largo del libro se dan las referencias apropiadas para esas fuentes. En particular, agradezco al profesor sir
Roland A. Fisher, F.R.S., Cambrige; al doctor Frank Yates, F.R.S., Rothamster; y a Messrs. Oliver and Bond Ltd.,
Ediburgh, por haber otorgado el permiso para utilizar los datos de la tabla I11 de su libro Statistical Tables for Biological,
Agricultural, and Medical Research. También quiero agradecer a Esther y a Meyer Scher, su apoyo, y al equipo de
McGraw-Hill, su cooperacion.
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V ARIABLES
Y GRAFICAS

ESTADISTICA

La estadistica se ocupa de los métodos cientificos que se utilizan para recolectar, organizar, resumir, presentar y ana-
lizar datos asi como para obtener conclusiones validas y tomar decisiones razonables con base en este analisis.

El término estadistica también se usa para denotar los datos o los nimeros que se obtienen de esos datos; por
ejemplo, los promedios. Asi, se habla de estadisticas de empleo, estadisticas de accidentes, etcétera.

POBLACION Y MUESTRA; IE’STADiSTICA INDUCTIVA
(O INFERENCIAL) Y ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Cuando se recolectan datos sobre las caracteristicas de un grupo de individuos o de objetos, por ejemplo, estatura y
peso de los estudiantes de una universidad o cantidad de pernos defectuosos y no defectuosos producidos en determi-
nado dia en una fabrica, suele ser imposible o poco practico observar todo el grupo, en especial si se trata de un grupo
grande. En vez de examinar todo el grupo, al que se le conoce como poblacién o universo, se examina solo una peque-
fia parte del grupo, al que se le llama muestra.

Las poblaciones pueden ser finitas o infinitas. Por ejemplo, la poblacién que consta de todos los pernos producidos
determinado dia en una fabrica es finita, en tanto que la poblacion que consta de todos los resultados (cara o cruz) que
se pueden obtener lanzando una y otra vez una moneda es infinita.

Si la muestra es representativa de la poblacion, el analisis de la muestra permite inferir conclusiones validas acerca
de la poblacion. A la parte de la estadistica que se ocupa de las condiciones bajo la cuales tales inferencias son validas
se le llama estadistica inductiva o inferencial. Como estas inferencias no pueden ser absolutamente ciertas, para pre-
sentar estas conclusiones se emplea el lenguaje de la probabilidad.

A la parte de la estadistica que Unicamente trata de describir y analizar un grupo dado, sin sacar ninguna conclusion
ni hacer inferencia alguna acerca de un grupo mas grande, se le conoce como estadistica descriptiva o deductiva.

Antes de proceder al estudio de la estadistica, se analizaran algunos conceptos matematicos importantes.

VARIABLES: DISCRETAS Y CONTINUAS

Una variable es un simbolo; por ejemplo, X, Y, H, X 0 B, que puede tomar cualquiera de los valores de determinado con-
junto al que se le conoce como dominio de la variable. A una variable que s6lo puede tomar un valor se le llama cons-
tante.

Una variable que puede tomar cualquiera de los valores entre dos nimeros dados es una variable continua; de lo
contrario es una variable discreta.

EJEMPLO 1 La cantidad N de hijos que tiene una familia puede tomar los valores 0, 1, 2, 3,..., pero no puede tomar valores
como 2.5 0 3.842; ésta es una variable discreta.
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EJEMPLO 2 Laestatura H de una persona que puede ser 62 pulgadas (in), 63.8 in 0 65.8341 in, dependiendo de la exactitud con
que se mida, es una variable continua.

Los datos descritos mediante una variable discreta son datos discretos y los datos descritos mediante una variable
continua son datos continuos. Un ejemplo de datos discretos es la cantidad de hijos que tiene cada una de 1 000 fami-
lias, en tanto que un ejemplo de datos continuos son las estaturas de 100 estudiantes universitarios. En general, una
medicidn proporciona datos continuos; en cambio, una enumeracion o un conteo proporciona datos discretos.

Es atil ampliar el concepto de variable a entidades no numéricas; por ejemplo, en el arco iris, color C es una varia-
ble que puede tomar los “valores” rojo, anaranjado, amarillo, verde, azul, indigo o violeta. Estas variables se pueden
reemplazar por nimeros; por ejemplo, se puede denotar rojo con 1, anaranjado con 2, etcétera.

REDONDEO DE CANTIDADES NUMERICAS

El resultado de redondear un nimero por ejemplo 72.8 a la unidad més cercana es 73 debido a que 72.8 estd mas cerca
de 73 que de 72. De igual manera, 72.8146 redondeado a la centésima més cercana (0 a dos lugares decimales) es 72.81,
ya que 72.8146 estd mas cerca de 72.81 que de 72.82.

Sin embargo, para redondear 72.465 a la centésima mas cercana, ocurre un dilema debido a que 72.465 se encuen-
tra precisamente a la mitad entre 72.46 y 72.47. En estos casos, lo que se acostumbra hacer es redondear al entero par
antes del 5. Asi, 72.465 se redondea a 72.46, 183.575 se redondea a 183.58 y 116 500 000, redondeado al millén méas
cercano, es 116 000 000. Hacer esto es especialmente util cuando se realiza una gran cantidad de operaciones para
minimizar, asi, el error de redondeo acumulado (ver problema 1.4).

NOTACION CIENTIFICA

Al escribir nimeros, en especial aquellos en los que hay muchos ceros antes o después del punto decimal, es conve-
niente usar la notacion cientifica empleando potencias de 10.

EJEMPLO 3 10'= 10, 10 = 10 x 10 = 100, 10° = 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 100 000 y 108 = 100 000 000.
EJEMPLO4 10°=1,10"1=.100.1;1072=.0100.01;y 10~°> = .00001 0 0.00001.
EJEMPLO 5 864 000 000 = 8.64 x 10%y 0.00003416 = 3.416 x 10~°.

Obsérvese que el efecto de multiplicar un nimero, por ejemplo, por 102, es recorrer el punto decimal del nimero
ocho lugares a la derecha. El efecto de multiplicar un nimero por 10~ es recorrer el punto decimal del nimero seis
lugares a la izquierda.

Con frecuencia, para hacer énfasis en que no se ha omitido un nidmero distinto de cero antes del punto decimal, se
escribe 0.1253 en lugar de .1253. Sin embargo, en casos en los que no pueda haber lugar a confusion, como en tablas,
el cero antes del punto decimal puede omitirse.

Para indicar la multiplicacion de dos 0 mas nimeros se acostumbra usar paréntesis o puntos. Asi (5)(3) =5 -3 =
5 x 3 =15,y (10)(10)(10) =10 - 10 - 10 = 10 x 10 x 10 = 1 000. Cuando se utilizan letras para representar nime-
ros suelen omitirse los paréntesis y los puntos; por ejemplo, ab = (a)(b) =a-b=a x h.

La notacion cientifica es Gtil al hacer calculos, en especial para localizar el punto decimal. Entonces se hace uso de
las reglas siguientes:

(10P)(109) = 10P*4 107 = 10P¢
109
donde p y g son nimeros cualesquiera.
En 10P, p es el exponente y 10 es la base.
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EJEMPLO 6 (10°)(10%) =1 000 x 100 = 100 000 = 10° es decir, 10*™

10° 1000 000

o — 100 = 102 i 1064
0 10000 00 0 es decir, 10

EJEMPLO 7 (4 000 000)(0.0000000002) = (4 x 10°)(2 x 107'%) = (4)(2)(10°)(107'%) = 8 x 10°'°
=8x107* =0.0008

EJEMPLO 8 = 1

(0.006)(80 000) (6 x 107°)(8 x 10%) 48 x 10" /48 « 10—
0.04 4102 C4x1072

=12 x 10° = 12 000

CIFRAS SIGNIFICATIVAS

Si se anota la estatura de una persona como 65.4 in, esto significa que la estatura verdadera estara entre 65.35 y 65.45
in. Los digitos exactos, fuera de los ceros necesarios para localizar el punto decimal, son los digitos significativos o
cifras significativas del nimero.
EJEMPLO 9 65.4 tiene tres cifras significativas.
EJEMPLO 10 4.5300 tiene cinco cifras significativas.
EJEMPLO 11 .0018 = 0.0018 = 1.8 x 10~ tiene dos cifras significativas.
EJEMPLO 12 .001800 = 0.001800 = 1.800 x 102 tiene cuatro cifras significativas.

Los nimeros obtenidos de enumeraciones (o conteos), a diferencia de los obtenidos de mediciones, por supuesto
son exactos y por lo tanto tienen un ndmero ilimitado de cifras significativas. Sin embargo, en algunos de estos casos
puede ser dificil decidir, sin mas informacion, cuales cifras son significativas. Por ejemplo, el nimero 186 000 000

puede tener 3, 4,..., 9 cifras significativas. Si se sabe que tiene cinco cifras significativas puede ser mas adecuado
escribirlo como 186.00 millones o como 1.8600 x 10°.

CALCULOS

Al realizar célculos en los que intervienen multiplicaciones, divisiones o raices de nimeros, el resultado final no puede
tener més cifras significativas que el nimero con menos cifras significativas (ver problema 1.9).

EJEMPLO 13 73.24 x 4.53 = (73.24)(4.52) = 331
EJEMPLO 14 1.648/0.023 =72

EJEMPLO 15 V38.7 = 6.22

EJEMPLO 16 (8.416)(50) = 420.8 (si 50 es exacto)

Cuando se suman o restan nimeros, el resultado final no puede tener més cifras significativas después del punto
decimal que los nimeros con menos cifras significativas después del punto decimal (ver problema 1.10).

EJEMPLO 17 3.16 +2.7=59
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EJEMPLO 18 8342 —72=11
EJEMPLO 19 47.816 — 25 = 22.816 (si 25 es exacto)

La regla anterior para la suma y la resta puede extenderse (ver problema 1.11).

FUNCIONES

Si a cada valor que puede tomar la variable X le corresponde un valor de una variable Y, se dice que Y es funcion de X
y se escribe Y = F(X) (se lee “Y es igual a F de X ™) para indicar esta dependencia funcional. En lugar de F también
pueden usarse otras letras (G, ¢, etcétera).

La variable X es la variable independiente y la variable Y es la variable dependiente.

Si a cada valor de X le corresponde Unicamente un valor de Y, se dice que Y es una funcion univaluada de X; de lo
contrario, se dice que es una funcidon multivaluada de X.

EJEMPLO 20 La poblacién P de Estados Unidos es funcion del tiempo t, lo que se escribe P = F(t).

EJEMPLO 21 El estiramiento S de un resorte vertical es funcion del peso W que hay en el extremo del resorte, es decir,
S = G(W).

La dependencia (o correspondencia) funcional entre variables puede describirse mediante una tabla. Pero también
puede indicarse mediante una ecuacion que relaciona las variables, por ejemplo, Y = 2X — 3, a partir de la cual puede
determinarse el valor de Y que corresponde a los diversos valores de X.

Si Y = F(X), F(3) denota “el valor de Y cuando X = 3", F(10) denota “el valor de Y cuando X = 107, etc. Asi, si
Y = F(X) = X?, entonces, F(3) = 3% = 9 es el valor de Y cuando X = 3.

El concepto de funcién puede ampliarse a dos 0 mas variables (ver problema 1.17).

COORDENADAS RECTANGULARES

En la figura 1-1 se muestra un diagrama de dispersion de EXCEL con cuatro puntos. Este diagrama de dispersion esta
formado por dos rectas mutuamente perpendiculares llamadas ejes X y Y. El eje X es horizontal y el eje Y es vertical.
Estos dos ejes se cortan en un punto Ilamado origen. Estas dos rectas dividen al plano XY en cuatro regiones que se
denotan I, I, I 'y IV, a las que se les conoce como primero, segundo, tercero y cuarto cuadrantes. En la figura 1-1 se
muestran cuatro puntos. El punto (2, 3) esta en el primer cuadrante y se grafica avanzando, desde el origen, 2 unidades
a la derecha sobre el eje X y desde ahi, 3 unidades hacia arriba. El punto (—2.3, 4.5) esta en el segundo cuadrante y se
grafica avanzando, desde el origen, 2.3 unidades a la izquierda sobre el eje X y desde ahi, 4.5 unidades hacia arriba. El
punto (—4, —3) esta en el tercer cuadrante y se grafica avanzando, desde el origen, 4 unidades a la izquierda sobre el
eje X, y desde ahi 3 unidades hacia abajo. El punto (3.5, —4) esta en el cuarto cuadrante y se grafica avanzando 3.5
unidades a la derecha sobre el eje X, y desde ahi 4 unidades hacia abajo. EI primer nimero de cada uno de estos pares
es la abscisa del punto y el segundo nimero es la ordenada del punto. La abscisa y la ordenada, juntas, son las coor-
denadas del punto.

Las ideas anteriores pueden ampliarse construyendo un eje Z a través del origen y perpendicular al plano XY. En
este caso las coordenadas de cada punto se denotan (X, Y, 2).

GRAFICAS

Una grafica es una representacion visual de la relacion entre las variables. En estadistica, dependiendo de la naturale-
za de los datos y del propdsito que se persiga, se emplean distintos tipos de graficas: graficas de barras, de pastel,
pictogramas, etc. A las graficas también se les suele llamar cartas o diagramas. Asi, se habla de cartas de barras,
diagramas de pastel, etc. (ver los problemas 1.23, 1.24, 1.25, 1.26 y 1.27).
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*-23,45

31 *2,3

[=>]

.4, -3 -3 4

-4 *35, -4

Figura 1-1 EXCEL, gréfica de puntos en los cuatro cuadrantes.

ECUACIONES

Las ecuaciones son expresiones de la forma A = B, donde A es el miembro (o lado) izquierdo de la ecuacion y B es el
miembro (o lado) derecho. Si se aplican las mismas operaciones a ambos lados de una ecuacion se obtienen ecuaciones
equivalentes. Asi, si a ambos miembros de una ecuacién se suma o resta un mismo nimero se obtiene una ecuacion
equivalente; también, si ambos lados se multiplican por un mismo nimero o se dividen entre un mismo nimero, con
excepcion de la division entre cero que no es valida, se obtiene una ecuacion equivalente.

EJEMPLO 22 Dada la ecuacion 2X + 3 = 9, se resta 3 a ambos miembros: 2X +3 — 3 =9 — 3 0 2X = 6. Se dividen ambos
miembros entre 2: 2X/2 = 6/2 0 X = 3. Este valor de X es una solucion de la ecuacion dada, como se puede ver sustituyendo X por
3, con lo que se obtiene 2(3) + 3 =9, 0 9 = 9, que es una identidad. Al proceso de obtener las soluciones de una ecuacion se le
conoce como resolver la ecuacion.

Las ideas anteriores pueden extenderse a hallar soluciones de dos ecuaciones en dos incdgnitas, de tres ecuaciones
en tres incognitas, etc. A tales ecuaciones se les conoce como ecuaciones simultaneas (ver problema 1.30).

DESIGUALDADES

Los simbolos < y > significan “menor que” y “mayor que”, respectivamente. Los simbolos <y > significan “menor
o igual a” y “mayor o igual a”, respectivamente. Todos estos simbolos se conocen como signos de desigualdad.

EJEMPLO 23 3 < 5 se lee “3 es menor que 5”.
EJEMPLO 24 5 > 3se lee “5 es mayor que 3”.

EJEMPLO 25 X < 8se lee “X es menor que 8”.
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EJEMPLO 26 X > 10 se lee “X es mayor o igual a 10”.

EJEMPLO 27 4 <Y <6selee“4esmenorque Yy Y esmenoroigual a6” o “Y estaentre 4y 6, excluyendo al 4 e incluyendo
al 6” 0 “Y es mayor que 4 y menor o igual a 6”.

A las relaciones en las que intervienen signos de desigualdad se les llana desigualdades. Asi como se habla de
miembros de una ecuacion, también se habla de miembros de una desigualdad. Por lo tanto, en la desigualdad 4 < Y
< 6, los miembros son 4, Yy 6.

Una desigualdad valida sigue siendo valida si:

1. Acada miembro de la desigualdad se le suma o se le resta un mismo ndmero.
EJEMPLO 28 Como 15 > 12,15 + 3 > 12 + 3 (es decir, 18 > 15) y 15 — 3 > 12 — 3 (es decir, 12 > 9).

2. Cada miembro de la desigualdad se multiplica por un mismo ndmero positivo o se divide entre un mismo nimero
positivo.

EJEMPLO 29 Como 15 > 12, (15)(3) > (12)(3) (es decir, 45 > 36) y 15/3 > 12/3 (es decir, 5 > 4).

3. Cada miembro se multiplica o se divide por un mismo nimero negativo, lo que indica que los simbolos de la de-
sigualdad son invertidos.

EJEMPLO 30 Como 15 > 12, (15)(—3) < (12)(—3) (es decir, —45 < —36) y 15/(—3) < 12/(—3) (es decir, =5 < —4).

LOGARITMOS

Six>0,b>0yb #1,y=Ilog,xsiyso6losilog b¥=x. Un logaritmo es un exponente. Es la potencia a la que hay
que elevar la base b para obtener el nimero del que se busca el logaritmo. Las dos bases mas utilizadas son el 10y la
e, que es igual a 2.71828182... A los logaritmos base 10 se les llama logaritmos comunes y se escriben log;ox 0 sim-
plemente log(x). A los logaritmos base e se les llama logaritmos naturales y se escriben In(x).

EJEMPLO 31 Encuentre los siguientes logaritmos y después encuéntrelos usando EXCEL: log, 8, logs 25 y log,, 1 000. La
potencia a la que hay que elevar al 2 para obtener 8 es tres, asi log, 8 = 3. La potencia a la que hay que elevar al 5 para obtener 25
es dos, asi logs 25 = 2. La potencia a la que hay que elevar al 10 para obtener 1 000 es tres, asi log;; 1 000 = 3. EXCEL tiene tres
funciones para calcular logaritmos. La funcién LN calcula logaritmos naturales, la funcién LOG10 calcula logaritmos comunes y
la funciéon LOG(x,b) calcula el logaritmo de x base b. =LOG(8,2) da 3, =LOG(25,5) da 2, =LOG10(1 000) da 3.

EJEMPLO 32 Calcule los logaritmos naturales de los nimeros del 1 al 5 usando EXCEL. Los nimeros 1 a 5 se ingresan en las
celdas B1:F1y en la celda B2 se ingresa la expresion =LN(B1), se hace clic y se arrastra desde B2 hasta F2. EXCEL proporciona
el siguiente resultado.
X 1 2 3 4 5
LN(x) 0 0.693147 1.098612 1.386294 1.609438

EJEMPLO 33 Muestre que las respuestas del ejemplo 32 son correctas mostrando que "® da el valor x. Los logaritmos se
ingresan en B1:F1 y la expresion e""®, que esté representada por =EXP(B1) se ingresa en B2, se hace clic y se arrastra de B2 a F2.
EXCEL da los resultados siguientes. Los nimeros en D2 y E2 difieren de 3 y 4 debido a error de redondeo.

LN(X) 0 0.693147 1.098612 1.386294 1.609438
x=EXP(LN(x)) 1 2 2.999999 3.999999 5

El ejemplo 33 ilustra que si se tiene el logaritmo de un ndmero (log,,(x)) se puede volver a obtener el nimero x usando la relacién
B0gs() —
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EJEMPLO 34 EI nimero e puede definirse como un limite. La cantidad (1 + (1/x))* se va acercando a e a medida que x va
creciendo. Obsérvense las evaluaciones de EXCEL de (1 + (1/x))* para x = 1, 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000 y 1 000 000.

X 1 10 100 1 000 10000 100000 1000 000
(2+1/x)"x 2 2593742 2.704814 2.716924 2.718146 2.718268  2.71828

Los nimeros 1, 10, 100, 1 000, 10 000, 100 000 y 1 000 000 se ingresan en B1:H1y la expresion = (1 + 1/B1)"B1
se ingresa en B2, se hace clic y se arrastra de B2 a H2. Esto se expresa matematicamente mediante la expresion
lim, (1 + (1/X) =e.

EJEMPLO 35 El saldo de una cuenta que gana interés compuesto n veces por afio esta dado por A(t) = P(1 + (r/n))™ donde P
es el capital, r es la tasa de interés, t es el tiempo en afios y n es el nimero de periodos compuestos por afio. El saldo de una cuenta
que gana interés continuo esta dado por A(t) = Pe™. Para comparar el crecimiento de $1 000 a interés continuo con el de $1 000 a
interés compuesto trimestralmente, después de 1, 2, 3, 4 y 5 afios, ambos a una tasa de interés de 5%, se usa EXCEL. Los resultados
son:

Afos 1 2 3 4 5
Trimestralmente 1050.95 110449 1160.75 1219.89 1282.04
Continuamente 1051.27 1105.17 1161.83 12214 1284.03

Se ingresan los tiempos 1, 2, 3,4y 5 en B1:F1; en B2 se ingresa la expresion de EXCEL =1 000*(1.0125)"(4*B1),
se hace clic y se arrastra desde B2 hasta F2. En B3 se ingresa la expresion =1 000*EXP(0.05*B1), se hace clic y se
arrastra desde B3 hasta F3. El interés continuo compuesto da resultados ligeramente mejores.

PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

Las propiedades mas importantes de los logaritmos son las siguientes:

1. log, MN = log, M + logy, N
2. log, M/N = log, M — log, N
3. log, MP =plog, M

EJEMPLO 36 Escriba log,(xy*/z%) como suma o diferencia de logaritmos de x, y y z.
xy
logy, i logy, xyt — logy, 2> propiedad 2
xy* s s
logy, 7 logy X + logpy™ — log,z”  propiedad 1

4
X
logy, ZyT = logy X +4log,y —3log,z propiedad 3

ECUACIONES LOGARITMICAS

Para resolver ecuaciones logaritmicas:

Todos los logaritmos se aislan en un lado de la ecuacion.

Las sumas o diferencias de logaritmos se expresan como un solo logaritmo.
La ecuacidn obtenida en el paso 2 se expresa en forma exponencial.

Se resuelve la ecuacion obtenida en el paso 3.

Se verifican las soluciones.

gD
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EJEMPLO 37 Solucione la siguiente ecuacion logaritmica: log,(x + 5) = 3. Primero, se expresa esta ecuacion en forma expo-
nencial como x + 5 = 4% = 64. A continuacion se despeja x como sigue, x = 64 — 5 = 59. Por (ltimo se verifica la solucion. log,(59
+ 5) = log,(64) = 3 ya que 4° = 64.

EJEMPLO 38 Resuelva la ecuacion logaritmica siguiente: log(6y — 7) + logy = log(5). La suma de logaritmos se reemplaza
como el logaritmo del producto, log(6y — 7)y = log(5). Se igualan (6y — 7)y y 5. El resultado es 6y? — 7y = 5 0 6y> — 7y — 5 = 0.
Se factoriza esta ecuacién cuadratica como (3y — 5)(2y + 1) = 0. Las soluciones sony =5/3yy = —1/2. El —1/2 se descarta
como solucién, ya que los logaritmos de nimeros negativos no estan definidos. y = 5/3 demuestra ser una solucion cuando se
sustituye en la ecuacion original. Por lo tanto, la Gnica solucién esy = 5/3.

EJEMPLO 39 Resuelva la ecuacion logaritmica siguiente:
In(5x) — In(4x +2) =4
La diferencia de logaritmos se convierte en el logaritmo del cociente, In(5x/(4x + 2)) = 4. Aplicando la definicion
de logaritmo: 5x/(4x + 2) = e* = 54.59815. Despejando x de la ecuacion 5x = 218.39260x + 109.19630 se obtiene

x = —0.5117. Sin embargo, esta respuesta no satisface la ecuacion In(5x) — In(4x + 2) = 4, ya que la funcién log no
esta definida para nimeros negativos. La ecuacion In(5x) — In(4x + 2) = 4 no tiene solucién.
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PROBLEMAS RESUELTOS

VARIABLES

11

1.2

En cada uno de los casos siguientes indiquese si se trata de datos continuos o de datos discretos:

a) Cantidad de acciones que se venden diariamente en la bolsa de valores.
b) Temperatura registrada cada media hora en un observatorio.

¢) Vida media de los cinescopios producidos por una empresa.

d) Ingreso anual de los profesores universitarios.

e) Longitud de 100 pernos producidos en una fabrica

SOLUCION

a) Discreta; b)continua; c)continua; d) discreta; ) continua.

Dar el dominio de cada una de las variables siguiente e indicar si es una variable continua o discreta.

a) Cantidad G de galones (gal) de agua en una lavadora.

b) Cantidad B de libros en un anaquel.

¢) Suma S de la cantidad de puntos que se obtienen al lanzar un par de dados.
d) Diametro D de una esfera.

e) Pais C en Europa.

SOLUCION

a) Dominio: Cualquier valor desde 0 gal hasta la capacidad de la maquina. Variable: continua.
b) Dominio: 0, 1, 2, 3,... hasta la mayor cantidad de libros que se quepan en el anaquel. Variable: discreta.

9

¢) Dominio: Con un solo dado se pueden obtener 1, 2, 3, 4, 5 0 6 puntos. Por lo tanto, la suma de puntos en un par de

dados puede ser 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, 10, 11y 12, los cuales constituyen el dominio de S. Variable: discreta.

d) Dominio: Si se considera un punto como una esfera de diametro cero, el dominio de D son todos los valores desde

cero en adelante. Variable: continua.

e) Dominio: Inglaterra, Francia, Alemania, etc., que pueden representarse por medio de los nimeros 1, 2, 3, etc. Variable:

discreta.

REDONDEO DE CANTIDADES NUMERICAS

13

Redondear cada uno de los nimeros siguientes como se indica:

a) 48.6 a la unidad mas cercana f) 143.95 a la décima mas cercana

b) 136.5 a la unidad mas cercana g) 368 a la centena mas cercana
c) 2.484 a la centésima més cercana h) 24448 al millar més cercano

d) 0.0435 a la milésima mas cercana i) 5.56500 alacentésima mas cercana
e) 4.50001 alaunidad mas cercana j) 5.56501 alacentésima mas cercana
SOLUCION

a) 49; b)136; c)2.48; d)0.044; e)5; f)144.0; g)400; h)24000; i)556; j)5.57
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14

Sumar los nimeros 4.35, 8.65, 2.95, 12.45, 6.65, 7.55 y 9.75: a) directamente, b) redondeando a la décima méas
cercana de acuerdo con la convencidn del “entero par” y c) redondeando de manera que se incremente el digi-
to antes del 5.

SOLUCION
a) 4.35 b) 44 C) 44
8.65 8.6 8.7
2.95 3.0 3.0
12.45 12.4 12.5
6.65 6.6 6.7
7.55 7.6 7.6
975 98 98
Total 52.35 Total 52.4 Total 52.7

Obsérvese que el procedimiento b) es mejor que el procedimiento c) debido a que en el procedimiento b) se minimi-
za la acumulacién de errores de redondeo.

NOTACION CIENTIFICAY CIFRAS SIGNIFICATIVAS

15

1.6

1.7

Expresar cada uno de los nimeros siguiente sin utilizar potencias de 10.

a) 4.823 x 10’ c) 3.8x1077 e) 300 x 108
b) 8.4 x10°° d) 1.86 x 10° f) 70000 x 10710
SOLUCION

a) Serecorre el punto decimal siete lugares a la derecha y se obtiene 48 230 000; b) se recorre el punto decimal seis
lugares a la izquierda y se obtiene 0.0000084; c) 0.000380; d) 186 000; e) 30 000 000 000; f) 0.0000070000.

En cada inciso diga cuantas cifras significativas hay, entendiéndose que los nimeros se han dado exactamente.

a) 149.8in d) 0.00280 m g) 9casas

b) 149.80in e) 1.00280 m h) 4.0 x 10° libras (Ib)
c) 0.0028 metros (m) f) 9 gramos (g) i) 7.58400 x 10~° dinas
SOLUCION

a) Cuatro; b)cinco; c)dos; d)tres; e)seis; f)una; g)ilimitadas; h)dos; i) seis.

¢Cuél es el error maximo en cada una de las mediciones siguientes, entendiéndose que se han registrado exac-
tamente?

a) 73.854in b) 0.09800 pies cubicos (ft%) c) 3.867 x 108 kilémetros (km)

SOLUCION

a) Estamedida puede variar desde 73.8535 hasta 73.8545 in; por lo tanto, el error maximo es 0.0005 in. Hay cinco cifras
significativas.

b) La cantidad de pies ctbicos puede variar desde 0.097995 hasta 0.098005 pies cubicos; por lo tanto, el error maximo
es 0.0005 ft®. Hay cuatro cifras significativas.

¢) Elverdadero nimero de kilémetros es mayor que 3.8665 x 10%, pero menor que 3.8675 x 10%; por lo tanto, el error
méximo es 0.0005 x 102, 0 50 000 km. Hay cuatro cifras significativas.
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1.8 Escribir cada nimero empleando la notacion cientifica. A menos que se indique otra cosa, supdngase que todas
las cifras son significativas.
a) 24380 000 (cuatro cifras significativas) c) 7300 000 000 (cinco cifras significativas)
b) 0.000009851 d) 0.00018400
SOLUCION
a) 2.438 x 107; h)9.851 x 1075, c¢) 7.30000 x 10% d)1.8400 x 1074

CALCULOS

1.9  Mostrar que el producto de los nimeros 5.74 y 3.8, entendiéndose que tienen tres y dos cifras significativas,
respectivamente, no puede ser exacto a mas de dos cifras significativas.
SOLUCION
Primer método
5.74 x 3.8 = 21.812, pero en este producto no todas las cifras son significativas. Para determinar cuantas cifras son signi-
ficativas, obsérvese que 5.74 representa algin nimero entre 5.735 y 5.745, y 3.8 representa algin nimero entre 3.75y 3.85.
Por lo tanto, el menor valor que puede tener este producto es 5.735 x 3.75 = 21.50625 y el mayor valor que puede tener
es 5.745 x 3.85 = 22.11825.

Dado que este intervalo de valores es 21.50625 a 22.11825, es claro que s6lo los dos primeros digitos del producto
son significativos y el resultado se escribe como 22. Nétese que el nimero 22 se determina para cualquier nimero entre
215y 22.5.

Segundo método
Imprimiendo en cursivas las cifras dudosas, este producto se puede calcular como sigue:
5.74
38
4592
1722
21812
En el resultado no se debe conservar mas de una cifra dudosa, por lo que el resultado es 22 a dos cifras significativas.
Obsérvese que no es necesario trabajar con mas cifras significativas que las presentes en el factor menos exacto; por lo
tanto, si 5.74 se redondea a 5.7, el producto serd 5.7 x 3.8 = 21.66 = 22, a dos cifras significativas, lo cual coincide con
el resultado obtenido antes.

Cuando los célculos se hacen sin calculadora, se puede ahorrar trabajo si no se conserva mas de una o dos cifras mas
de las que tiene el factor menos exacto y se redondea el resultado al nimero adecuado de cifras significativas. Cuando se
usa una computadora, que puede dar muchos digitos, hay que tener cuidado de no creer que todos los digitos son significa-
tivos.

1.10 Sume los nimeros 4.19355, 15.28, 5.9561, 12.3 y 8.472, entendiéndose que todas las cifras son significa-

tivas.

SOLUCION

En el célculo a), que se presenta en la pagina siguiente, las cifras dudosas estan en cursivas. El resultado final con no méas
de una cifra dudosa es 46.2
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a) 4.19355 by 4.19
15.28 15.28
5.9561 5.96

12.3 12.3
8.472 8.47
46.20165 46.20

Se puede ahorrar un poco de trabajo si se hacen los calculos como en el inciso b), donde Gnicamente se ha conservado un
lugar decimal mas de los que tiene el nimero menos exacto. El resultado final se redondea a 46.2, que coincide con el
resultado en el inciso a).

Calcular 475 000 000 + 12 684 000 — 1 372 410 si estos numeros tienen tres, cinco y siete cifras significativas,
respectivamente.

SOLUCION

En el calculo a) que se muestra abajo, se conservan todas las cifras y se redondea el resultado final. En el calculo se usa un
método similar al del problema 1.10 b). En ambos casos las cifras dudosas aparecen en cursivas.

a) 475000 000 487 684 000 b) 475000 000 487 700 000
+ 12 684 000 — 1372410 -+ 12700 000 — 1400 000
487 684 000 486 311 590 487 700 000 486 300 000

El resultado final se redondea a 486 000 000; o mejor adn, para indicar que hay tres cifras significativas, se escribe
486 millones 0 4.86 x 108.

Realizar las operaciones siguientes

(1.47562 — 1.47322)(4 895.36)

48.0 x 94
%) 48.0x943 0.000159180

4.38)>  (5.482)
b) 8.35/98 f) Silos denominadores 5 y 6 son exactos, ( 5 ) +( G )
o) (28)(4 193)(182) g 3.1416 V71.35

(526.7)(0.001280)
0.000034921

d) h)y  V128.5 —89.24
SOLUCION

a) 48.0 x 943 = (48.0)(943) = 45 300
b) 8.35/98 = 0.085
c) (28)(4193)(182) = (2.8 x 10%)(4.193 x 10°%)(1.82 x 10%)
= (2.8)(4.193)(1.82) x 101372 =21 x 10° = 2.1 = 10’

Lo que también puede escribirse como 21 millones, para indicar que hay dos cifras significativas.

(526.7)(0.001280)  (5.267 x 10%)(1.280 x 10*)  (5.267)(1.280)  (10*)(107?)

d) = - = e
0.000034921 3.4921 x 103 3.4921 105
2-3 —1
— 1931 % 031 0
10 10

=1.931 x 107" = 1.931 x 10*

Lo que también se puede escribir como 19.31 miles, para indicar que hay cuatro cifras significativas.
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(1.47562 — 1.47322)(4 895.36)  (0.00240)(4 895.36)  (2.40 x 107°)(4.89536 x 10°)

e = =
) 0.000159180 0.000159180 1.59180 x 104
(2.40)(4.89536)  (107%)(10°) 10° 4
= =738 x ——=738x 10
159180 104 “ 104 .

Lo que también se puede escribir como 73.8 miles para indicar que hay tres cifras significativas. Obsérvese que aunque
originalmente en todos los nimeros habia seis cifras significativas, al sustraer 1.47322 de 1.47562 algunas de estas
cifras significativas se perdieron.

438)F  (5.482)

= 3.84 +5.009 = 8.85
5 6 *

f) Silos denominadores 5y 6 son exactos,

g) 3.1416V71.35 = (3.1416)(8.447) = 26.54
h) V128.5 —89.24 = V393 = 6.27

Evaluar cada una de las expresiones siguientes, con X =3, Y = —5, A =4y B = —7, donde todos los nimeros
Se supone que son exactos:

X2 -Y?

a) 2X —3Y fy —~——

) ) A2 -B2+1
b) 4Y —8X +28 g) V2X2-Y2_3A24+4B2+3

o AX +BY h @+g

BX — AY X Y

d) X?—-3XYy —2v°?
e) 2(X +3Y)—4(3X —2Y)

SOLUCION

a) 2X —3Y =2(3)—-3(=5)=6+15=21

b) 4Y —8X +28 =4(—5) —8(3) +28 = —20 — 24+ 28 = —16
AX+ BY  (4)(3)+(=7)(=5) 12435 47

9 BX—AY (7)) - @)(=5) 21120 —1°
d) X2—3XY —2Y2=(3)? =3(3)(=5) —2(=5)> =9 +45—-50 =4

&) 2(X 4+3Y) —4(3X —2Y) =2[(3) +3(=5)] — 4[3(3) — 2(=5)]

=2(3—15) —4(9 4 10) = 2(—12) — 4(19) = —24 — 76 = —100

—47

2
2
Otro método

2(X 4+3Y) —4(3X —2Y) =2X 4+ 6Y — 12X +8Y = —10X + 14Y = —10(3) = 14(-5)

=-30—-70=-100

f X*-Y% (3P (=57  9-25 _-le 1
A2—B2+1 (47— (=7 +1 16—-494+1 -32 2

0) V2X? - Y? 347+ 4B7+3 = \/2(3)2 — (=52 =3(4)* +4(-7)* +3
= VI8 25— 48+ 196 +3 =144 =12

64> 2B [6(4) 2(-=7)> 96 98 .
h) 7+7— 3 + — = 7+_—5—\/12.4_3.52 aproximadamente

=05

FUNCIONES Y GRAFICAS

1.14

En la tabla 1.1 se presentan las cantidades de bushels (bu) de trigo y de maiz producidas en una granja en los
afios 2002, 2003, 2004, 2005 y 2006. De acuerdo con esta tabla, determinar el afio o los afios en los que: a) se
produjeron menos bushels de trigo, b) se produjo la mayor cantidad de bushels de maiz, ¢) hubo la mayor dis-
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1.15

1.16

Tabla 1.1 Produccidn de trigo y maiz desde 2002 hasta 2006

Afo Bushels de trigo Bushels de maiz
2002 205 80
2003 215 105
2004 190 110
2005 205 115
2006 225 120

minucién en la produccion de trigo, d) se produjo una misma cantidad de trigo, €) la suma de las produccién
de trigo y maiz fue maxima.

SOLUCION

a) 2004; b) 2006; ¢) 2004; d) 2002 y 2005; €) 2006

Sean Wy C, respectivamente, las cantidades de bushels de trigo y maiz producidas en el afio t en la granja del
problema 1.14. Es claro que W'y C son funciones de t; esto se indica como W = F(t) y C = G(t).

a) Encontrar W para t = 2004. g) ¢Cual es el dominio de la variable t?

b) Encontrar C parat = 2002. h) ¢Es W una funcién univaluada de t?

¢) Encontrart para W = 205. i) ¢Estfuncion de W?

d) Encontrar F(2005). j)  ¢Es C funcién de W?

e) Encontrar G(2005). k) ¢Cudl es una variable independiente, t o W?
f) Encontrar C para W = 190.

SOLUCION

a) 190

b) 80

c) 2002y 2005

d) 205

e) 115

f) 110

g) Todos los afios, desde el 2002 hasta el 2006.

h) Si, ya que a cada uno de los valores que puede tomar t le corresponde uno y sélo un valor de W.

i)  Si, paraindicar que t es funcion de W se puede escribir t = H(W).

j) Sl

k) Fisicamente, suele considerarse que W esta determinada por t y no que t esta determinada por W. Por lo tanto, t es la

variable dependiente y W es la variable independiente. Sin embargo, matematicamente, en algunos casos, cualquiera
de las dos variables puede considerarse como la variable independiente y la otra variable como la variable dependien-
te. La variable independiente es a la que se le pueden asignar diversos valores, y la otra variable cuyos valores depen-
den de los valores asignados es la variable dependiente.

Una variable Y esta determinada por otra variable X de acuerdo con la ecuacién Y = 2X -3, donde el 2 y el 3
son exactos.

a)
b)
c)
d)
e)

Encontrar Y para X = 3, -2y 1.5.

Construir una tabla en la que se den los valores de Y para X = -2, —1,0,1, 2,3y 4.
Si'Y = F(X) denota que Y depende de X, determinar F(2.4) y F(0.8).

¢Cudl es el valor de X que corresponde a Y = 15?

¢Puede expresarse X como funcion de Y?
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f) ¢Es Y una funcion univaluada de X?
g) ¢Es X una funcién univaluada de Y?

SOLUCION
a) ParaX=3Y=2X-3=28)-3=6-3=3ParaX=-2Y=2X—-3=2(-2)—-3=-4—-3=-T.
ParaX =15, Y=2X—-3=2(15)—3=3-3=0.

b) Enlatabla 1.2 se presentan los valores de Y obtenidos en el inciso a). Obsérvese que se pueden construir muchas tablas
usando otros valores de X. La relacion expresada por Y = 2X — 3 es equivalente a la coleccion de todas esas tablas.

Tabla 1.2

X -2 -1 0 1 2 3 4

Y -7 -5 -3 -1 1 3 5

c) F(4)=224)—3=48-3=18yF(0.8)=2(08)—-3=16—-3=-14
d) EnY =2X-3sesustituye Y = 15. Estoda 15 =2X-3,2X =18y X =09.
e) Si.YaqueY=2X-3,Y+3=2XyX=23Y + 3).Asi, X queda expresada explicitamente como funcién de Y.

f) Si. Ya que para cada uno de los valores que puede tomar X (que es una cantidad infinita) hay uno y sélo un valor
de .

g) Si. Ya que de acuerdo con el inciso ) X = %(Y + 3), de manera que para cada uno de los valores que puede tomar Y
hay uno y sélo un valor de X.

SiZ =16 4+ 4X - 3Y, hallar el valor de Z que correspondaa:a) X =2,Y =5;b) X =—-3,Y = —7;¢c) X = —4,
Y =2.

SOLUCION

a) Z=164+4(2)-3(5)=16+8—-15=9
by Z=16+4(-3)-3(-7)=16—12+21=25
) Z=16+4(-4)-32)=16—-16—-6=—6
Avalores dados de Xy Y, les corresponde un valor de Z. Para denotar que Z depende de Xy de Y se escribe Z = F(X,
Y) (que se lee “Z es funcion de Xy Y”). F(2, 5) denota el valor de Z para X =2y Y = 5 que, de acuerdo con el inciso a),

es 9. De igual manera, F(—3, —7) = 25y F(—4, 2)= —6, de acuerdo con los incisos b) y c), respectivamente.
Las variables X y Y son las variables independientes y la variable Z es la variable dependiente.

Los gastos fijos de una empresa son de $1 000 por dia y los costos de produccién de cada articulo son de
$25.

a) Escribir una ecuacion que exprese el costo total de produccion de x unidades por dia.

b) Usando EXCEL, elaborar una tabla en la que se den los costos de produccién de 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35,
40, 45 y 50 unidades por dia.

c) Evaluar e interpretar f (100).

SOLUCION

a) f(x)=1000 + 25x.
b) Los nimeros 5, 10,..., 50 se ingresan en B1:K1, la expresion = 1 000 + 25*B1 se ingresa en B2, se da clic y se
arrastra desde B2 hasta K2 para obtener el resultado siguiente:

X 5 10 15 20 25 30 35 40 45
f(x) 1025 1050 1075 1100 1125 1150 1175 1200 1225

c) f(100) = 1000 + 25(100) = 1 000 + 2 500 = 3 500. Fabricar x = 100 unidades en un dia cuesta 3 500.
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1.19

1.20

El ancho de un rectangulo es x y el largo es x + 10.

a) Escribir una funcién, A(x), que exprese el area en funcion de x.

b) Usar EXCEL para elaborar una tabla que dé el valor de A(x) parax =0, 1,..., 5.
c¢) Escribir una funcion, P(x), que exprese el perimetro en funcion de x.

d) Usar EXCEL para elaborar una tabla que dé el valor de P(x) parax=0, 1,..., 5.

SOLUCION

a)  A(X) = x(x + 10) = x> + 10x
b) En las celdas B1:G1 se ingresan los nimeros 0, 1, 2, 3, 4 y 5; en la celda B2 se ingresa la expresion =B172+10*B1,
se da clic y se arrastra desde B2 hasta G2 con lo que se obtiene:
X 0 1 2 3 4 5
A(X) 0 11 24 39 56 75

c) PX) =x+ (x+10) +x+ (x + 10) = 4x + 20.
d) En las celdas B1:G1 se ingresan los nimeros 0, 1, 2, 3, 4 y 5; en la celda B2 se ingresa la expresion =4*B1+20, se
da clic y se arrastra desde B2 hasta G2 con lo que se obtiene:
X 0 1 2 3 4 5
P(x) 20 24 28 32 36 40

En un sistema de coordenadas rectangulares localizar los puntos que tienen como coordenadas: a) (5, 2), b) (2,
5),¢) (-=5,1),d) (1, —=3),e) (3, —4),f) (—2.5, —4.8), 9) (0, —2.5) y h) (4, 0). Usar MAPLE para graficar estos
puntos.

SOLUCION

Véase la figura 1-2. A continuacion se da el comando de MAPLE para graficar estos ocho puntos. Cada punto esta repre-
sentado por un circulo.

L: =[5 2], [2, 5], [-5, 1], [1, —3], [3, —4], [-2.5, —4.8], [0, —2.5], [4, O];
pointplot (L, font = [TIMES, BOLD, 14], symbol = circle);

5.0 — o)
2.5
. o)
O -

L B B B B B Ay B B B B B B
e L 1 2 3 4 5
-25 4
- ©)

. o)
O

Figura1-2 Grafica MAPLE de puntos.
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Graficar la ecuacion Y = 4X — 4 usando MINITAB.

SOLUCION

Obsérvese que la gréfica se extiende indefinidamente tanto en direccion positiva como en direccion negativa del eje X. Aqui
se decidio, arbitrariamente, graficar sélo desde —5 hasta 5. En la figura 1-3 se muestra el diagrama de larectaY = 4X — 4
obtenida con MINITAB. De la barra de herramientas se selecciona la secuencia “Graph = Scatterplots” para activar scat-
ter plots (gréafica de dispersion). Los puntos sobre la recta se obtienen ingresando los enteros desde —5 hasta 5 y usando la
calculadora de MINITAB para calcular los valores correspondientes de Y. Los valores de X y Y son los siguientes:

X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Y -24 -20 -16 -12 -8 —4 0 4 8 12 16

Los puntos se han unido para dar una idea de como se ve la grafica de la ecuacion Y = 4X — 4.

Y
20 A
10
01 Origen
_10 4
_20 4
—30 T T T T T
-5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0

Figura 1-3 Grafica MINITAB de una funcion lineal.

Grafique la ecuacién Y = 2X? - 3X — 9 usando EXCEL.

SOLUCION

Tabla 1.3 Valores de una funcion cuadratica generados con EXCEL

X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Y 56 35 18 5 —4 -9 -10 -7 0 11 26

Se us6 EXCEL para elaborar esta tabla que da los valores de Y para los valores de X igual a -5, —4,..., 5. Se ingresa la
expresion =2*B172-3*B1-9 en la celda B2, se da clic y se arrastra desde B2 hasta L2. Para obtener la grafica que se
muestra en la figura 1-4 se usa el asistente para gréaficos de EXCEL. Esta es una funcién cuadratica. Las raices (puntos en
los que la gréfica cruza el eje x) de esta funcion cuadrética estan una en X = 3y la otra entre —2 y —1. Haciendo clic sobre
el asistente para graficos de EXCEL, se muestran las diversas graficas que es posible hacer. Obsérvese que a medida que
X toma valores cada vez mas grandes, tanto positivos como negativos, la gréafica de esta funcion cuadrética va hacia el
infinito positivo. Obsérvese también que la gréafica toma su valor mas bajo cuando X esta entre 0 y 1.

La tabla 1.4 muestra el aumento de la cantidad de diabéticos desde 1997 hasta 2005. Grafique estos datos.

Tabla 1.4 Cantidad de nuevos diabéticos

Afio 1977 1998 [ 1999 | 2000 2001 2002 | 2003 | 2004 2005
Millones 0.88 0.90 1.01 1.10 1.20 1.25 1.28 1.36 1.41
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ejey

eje X

Figura 1-4 Diagrama EXCEL de una curva llamada parabola.

SOLUCION

Primer método

La primer gréfica que se muestra en la figura 1-5 es la grafica de una serie de tiempos. En este diagrama se presentan los
nuevos casos de diabetes desde 1997 hasta 2005. Se muestra que durante este periodo la cantidad de nuevos casos ha ido
aumentando.

Segundo método

A la figura 1-6 se le conoce como gréfica de barras, carta de barras o diagrama de barras. El ancho de las barras, que en
todas es el mismo, no tiene ningln significado en este caso y pueden ser de cualquier tamafio en tanto no se traslapen.

Millones
—
[}

1

—_
—_
1

1.0 A

0.9 1

1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Afo

Figura 1-5 MINITAB, serie de tiempos de nuevos casos de diabetes por afio.
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1.0 A ]

0.8

Millones

0.6

0.4

0.2 1
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1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Afo

Figura1-6 MINITAB, gréfica de barras de los nuevos casos de diabetes por afio.

Tercer método

En la figura 1-7 se muestra una grafica de barras en la que las barras son horizontales en vez de verticales.

1997 - |

1998 1 |

1999 A |

2000 A |

o
< 2001 A |

2002 A |

2003 A |

2004 - |

2005 A |

T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
Millones

Figura 1-7 MINITAB, gréfica de barras horizontales de nuevos casos de diabetes por afio.

1.24  Grafique los datos del problema 1.14 usando una grafica de MINITAB para serie de tiempos, una grafica de
barras agrupadas con efecto tridimensional (3-D) de EXCEL y una grafica de barras apiladas con efecto 3-D
de EXCEL.

SOLUCION

Las soluciones se dan en las figuras 1-8, 1-9 y 1-10.
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1.25

240 4 Variable
—e— Bushels de trigo
220 A —=®— Bushels de maiz

200 1
180

160 -

Datos

140 A

120 A ———

100 - —~

80 1=

2002 2003 2004 2005 2006
Afo

Figura 1-8 MINITAB, serie de tiempos de la produccion (2002 a 2006) de trigo y maiz.

250

200

150

O Bushels de trigo
0O Bushels de maiz

Bushels

100 A

2002 2003 2004 2005 2006
Ano

Figura1-9 EXCEL, barras agrupadas con efecto 3-D.

a) Expresar las cantidades anuales de bushels de trigo y de maiz, presentadas en la tabla 1.1 del problema 1.4,
como porcentajes de la produccion anual total.
b) Graficar los porcentajes obtenidos en el inciso a).

SOLUCION

a) El porcentaje de trigo correspondiente al 2002 es = 205/(205 + 80) = 71.9% y porcentaje de maiz = 100% — 71.9%
= 28.1%, etc. Estos porcentajes se muestran en la tabla 1.5.

b) Las columnas apiladas 100% comparan los porcentajes con la contribucion de cada valor al total de cada categoria
(figura 1-11).
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O Bushels de maiz

O Bushels de trigo

Figura 1-10 EXCEL, barras apiladas con efecto 3-D.

Tabla 1.5 Produccion de trigo y maiz desde 2002 hasta 2006

Afio Trigo (%) Maiz (%)

2002 71.9 28.1

2003 67.2 328

2004 63.3 36.7

2005 64.1 35.9

2006 65.2 34.8
100
90
80
704 [ L
60 ] L
50 O Maiz (%)

O Trigo (%)
40 A
30
20 A
10 -
0 T T
2002 2003 2004 2005 2006
Afo

Figura 1-11 EXCEL, columnas 100% apiladas.
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1.26  Enun ndmero reciente de USA Today, una nota titulada “Peligro en linea”, informa de un estudio realizado en
1 500 nifios entre 10 y 17 afios de edad. Presentar la informacion de la tabla 1.6 en una gréafica de barras agru-
padas y en una gréfica de barras apiladas.

Tabla 1.6
Prostitucion Contacto con la pornografia Aco0s0
2000 19% 25% 6%
2005 13% 34% 9%

SOLUCION

En la figura 1-12 se muestra la grafica de barras con columnas agrupadas y en la figura 1-13 la grafica de barras con colum-
nas apiladas obtenida con esta informacion.

40

35 1

30 1

25 A

0 2000
@ 2005

20 A

Porcentaje

15 A

10 A

Prostitucion Contacto con Acoso
la pornografia

Figura 1-12 EXCEL, grafica de barras con columnas agrupadas.

70

60

50 A

40 1
02005

2000

Porcentaje

30 A

20 A

Prostitucion Contacto con Acoso
la pornografia

Figura 1-13 EXCEL, gréfica de barras con columnas apiladas.
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1.27 Enuna nota reciente de USA Today titulada “;,Donde estan los estudiantes universitarios?”, se informé que en
Estados Unidos hay mas de 17.5 millones de universitarios que estudian en mas de 6 400 escuelas. En la tabla
1.7 se da la matricula de acuerdo al tipo de escuela.

Tabla 1.7 ¢Ddénde estan los estudiantes universitarios?

Tipo de escuela Porcentaje
Puablica de 2 afios 43
Publica de 4 afios 32
Privada no lucrativa de 4 afios 15

Privada de 2 y 4 afios
Privada de menos de 4 afios
Otras

= W o

Con la informacion de la tabla 1.7 construya una gréfica de barras 3-D usando EXCEL y una gréafica de barras usando
MINITAB.

SOLUCION

Las figuras 1-14 y 1-15 dan las gréficas pedidas.

45 ~
40 -
35 -
30 -
25 -
20 -
15 -
10 -

Porcentaje

Publica de Publica d
2 afios v IS 29 privada .
4 aflos . Privada .
no lucrativa Privada
de 2 Otras
de 4 afios 4 afios de menos
y de 4 afios

Figura 1-14 EXCEL, gréfica de barras 3-D con los datos de la tabla 1.7.

40

Porcentaje
—_ ) W
(=} (=} o (=}
1 1 1
C,

T
$ o
& S S S P o &
0 N & & > &8 S
¥ ¥ N 4 PN
S S S v )
o S & ¥ ,@b ¥
I Q@ (\4’2’ A‘Z’Sb RN
<

Tipo de escuela

Figura 1-15 MINITAB, gréfica de barras con los datos de la tabla 1.7.
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1.28 Los estadounidenses tienen en promedio 2.8 televisores por hogar. Con los datos de la tabla 1.8 elabore una
gréafica de pastel usando EXCEL.

Tabla 1.8 Televisores por hogar

Televisores Porcentaje
Ninguno 2
Uno 15
Dos 29
Tres 26
Cuatro 16
Mas de cinco 12

SOLUCION

En la figura 1-16 se presenta la gréfica de pastel obtenida con EXCEL para los datos de la tabla 1.8.

Mis de cinco Ninguna
12% 2%

Una
15%

Cuatro
16%

Dos
29%

Tres
26%

Figura 1-16 EXCEL, grafica de pastel con la informacion de la tabla 1.8.

ECUACIONES

1.29 Resuelva las siguientes ecuaciones:

a) 4a—20=38 c) 18—5b=3(b+8)+10
b) 3X +4— 24— 2X d) Y%ZHZYE
SOLUCION

a) Sumar 20 a ambos miembros: 4a — 20 + 20 = 8 + 20 o bien 4a = 28.
Dividir ambos lados entre 4: 4a/4 = 28/4ya=7.
Verificacion: 4(7) —20=8,28 —20=8y 8 =38.
b) Restar 4 de ambos miembros: 3X + 4 — 4 = 24 — 2X — 4 0 bien 3X = 20 — 2X.
Sumar 2X a ambos lados: 3X + 2X = 20 — 2X + 2X o0 bien 5X = 20.
Dividir ambos lados entre 5: 5X/5 =20/5y X = 4.
Verificacion: 3(4) +4 =24 — 2(4),12 + 4 =24 — 8y 16 = 16.
Este resultado se puede obtener mucho méas rapidamente si se observa que todos los términos se pueden pasar
o trasponer de un miembro a otro de la ecuacion cambiandoles simplemente el signo. Asi, se puede escribir

3X + 4 =24 — 2X 3X+2X=24—4 5X = 20 X=4
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c) 18—-5b=3b+24+10y18 — 5b=34.
Transponiendo, —5b — 3b = 34 — 18 0 bien —8b = 16.
Dividiendo entre —8, —8b/(—8) =16/(—8)y b = — 2.
Verificacion: 18 — 5(—2) = 3(—2 + 8) + 10, 18 + 10 = 3(6) + 10y 28 = 28.
d) Primero se multiplican ambos miembros por 6, que es el minimo comdn denominador.

Y +2 Y Y +2 6Y
6(T+1> _6<5) 6<T) +6(1) == 2(Y +2) +6=3Y
2Y +44+6=3Y 2Y +10 =3Y 10 =3Y —-2Y Y =10
Verificacion: 10+2+1:12—0,13—24—1:12—0,44—1:5y5 =3.

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones simultaneas:

a) 3a—2b=11 b) 5X +14Y =78 c) 3a+2b+5c=15
5a+7b =39 X +3Y =-7 7a—3b+2c=752
S5a+b—4c=2
SOLUCION
a) Multiplicando la primera ecuacion por 7: 2la—14b = 77
Multiplicando la segunda ecuacion por 2: 10a+ 14b = 78
Sumando: 3la =155
Dividiendo entre 31: a=>5

25

)
@

Obsérvese que multiplicando cada una de las ecuaciones dadas por un nimero adecuado, se obtienen las ecua-

ciones equivalentes (1) y (2), en las que los coeficientes de la variable b son numéricamente iguales. Después, sum
do las dos ecuaciones se elimina la incognita b y se encuentra a.

Sustituyendo a = 5 en la primera ecuacion: 3(5) — 2b =11, —2b = —4y b = 2. Por lo tanto,a=5y b = 2.
Verificacion: 3(5) — 2(2) = 11,15 — 4 =11y 11 = 11; 5(5) + 7(2) = 39, 25 + 14 =39y 39 = 39.

b)  Multiplicando la primera ecuacion por 3: 15X +42Y =234
Multiplicando la segunda ecuacion por —14: —98X —42Y = 98
Sumando: —83X =332
Dividiendo entre —83: X =—-4

Sustituyendo X = —4 en la primera ecuacion: 5(—4) + 14Y =78,14Y =98,y Y = 7.
Porlotanto, X = —-4yY =7.
Verificacion: 5(—4) + 14(7) =78, —20+ 98 =78y 78 =78; 7(—4) + 3(7) = -7, -28 + 21 = -7y -7 = 7.

c) Multiplicando la primera ecuacion por 2: 6a+ 4b+10c= 30
Multiplicando la segunda ecuacion por —5: —35a+ 15b — 10c = —260
Sumando: —29a + 19b = -230
Multiplicando la segunda ecuacion por 2: l4a— 6b+ 4c= 104
Repitiendo la tercera ecuacion: Sa+ b— 4c= 2
Sumando: 19a— 5b = 106

an-

©)
4)

®)

(6)

De esta manera se ha eliminado c y quedan dos ecuaciones (5) y (6), que deben resolverse simultdneamente para

encontrar ay b.

Multiplicando la ecuacion (5) por 5: —145a+95b = —1150
Multiplicando la ecuacion (6) por 19: 36la—95b = 2014
Sumando: 216a = 864
Dividiendo entre 216: a=4

Sustituyendo a = 4 en la ecuacion (5) o bien (6), se encuentra que b = —6.
Sustituyendo a = 4 y b = —6 en cualquiera de las ecuaciones dadas, se obtiene ¢ = 3.
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Porlo tanto,a=4,b=—-6yc=3.
Verificacion: 3(4) + 2(—6) + 5(3) = 15y 15 = 15; 7(4) — 3(—6) + 2(3) =52y 52 = 52; 5(4) + (—6) —4(3) =2y
2=2.

DESIGUALDADES

131

1.32

1.33

1.34

Expresar con palabras el significado de:
a) N>30 b) X<12 c) 0<p<1 d) p—-2t<X<p+2t

SOLUCION

a) Nes mayor que 30.

b) Xesmenoroigual al2.

C) pes mayor que ceroy menor o igual a 1.

d) Xesmayor que x — 2t pero menor que u + 2t.

Traducir a simbolos lo siguiente:

a) Lavariable X toma valores entre 2 y 5 inclusive.

b) La media aritmética X es mayor que 28.42 y menor que 31.56.
C) mes un ndmero positivo menor o igual a 10.

d) P esun ndmero no negativo.

SOLUCION
a)2<X <5;b)2842< X <31.56;¢c)0<m<10;d)P >0.

Empleando los signos de desigualdad, ordenar los nimeros 3.42, -0.6, —2.1, 1.45y -3 en a) en orden crecien-
te de magnitud y en b) en orden decreciente de magnitud.

SOLUCION

a) —3<-21<-0.6<1.45<342
b) 3.42>145>-0.6>-2.1>-3

Obsérvese que cuando estos puntos se grafican como puntos en la linea (ver problema 1.18), aumentan de izquierda a
derecha.

Resolver cada una de las desigualdades siguientes (es decir, despejar X):
3-2X
a) 2X <6 c) 6—4X <=2 e) —1< 5 <7
by 3X —8>4 d) —3<¥<3
SOLUCION

a) Dividiendo ambos lados entre 2 se obtiene X < 3.

b) Sumando 8 a ambos lados, 3X > 12; dividiendo ambos lados entre 3, X > 4.

c) Sumando —6 aambos lados, —4X < —8; dividiendo ambos lados entre —4, X > 2. Obsérvese que como ocurre en las
ecuaciones, también en una desigualdad se puede transponer un término de un lado a otro de la desigualdad cambian-
do simplemente el signo del término; por ejemplo, en el inciso b), 3X > 8 + 4.

d) Multiplicando por 2, —6 < X — 5<6; sumando 5, —1 < X < 11.

e) Multiplicando por 5, — 5 < 3 -2X < 35; sumando —3, —8 < —2X < 32; dividiendo entre —2, 4 > X > —16, o bien
—16 < X < 4.
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LOGARITMOS Y PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

1.35

1.36

1.37

Utilizar la definicion y = log,x para hallar los logaritmos siguientes y después usar EXCEL para verificar la
respuesta. (Obsérvese que y = log,x significa que bY = x.

a) Encontrar el log de base 2 de 32.

b) Encontrar el log de base 4 de 64.

c) Encontrar el log de base 6 de 216.

d) Encontrar el log de base 8 de 4 096.
e) Encontrar el log de base 10 de 10 000.

SOLUCION

a)5 b)3; ¢3; d)4;, e
La expresion de EXCEL =L0OG(32,2) da 5, =LOG(64,4) da 3, =L0OG(216,6) da 3, =LOG(4 096,8) da 4 y =LOG(10 000,
10) da 4.

Empleando las propiedades de los logaritmos, volver a escribir los logaritmos siguientes como sumas y dife-

rencias de logaritmos.

2,3 213

X7y z ab c)
1 1

a) n(ab) b) 0g<yz
Empleando las propiedades de los logaritmos, reescribir los logaritmos siguientes como un solo logaritmo.
c) In(5) + In(10) — 2 In(5) d) 2log(5) — 3log(5) + 5 log(5)
SOLUCION

a) 2In(x)+31In(y) +In(z) — In(a) — In(b)

b) 2log(a) + 3log(b) + log(c) — log(y) — log(z)
c) In(2)

d) log(625)

Usando SAS y SPSS, graficar y = In(x).

SOLUCION

Las soluciones se muestran en las figuras 1-17 y 1-18.

3.00

2.00 *

1.00 *

g 0.00 - *

—1.00 A

-2.00 A

-3.00 A

T T T T
8.00 10.00 12.00 14.00

X
Figura 1-17 Gréafica SPSS de y = In(x).

T T T T
0.00 2.00 4.00 6.00
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-3 4

Figura 1-18 Grafica SAS de y = In(x).

Las figuras 1-17 y 1-18 muestran una grafica de la curvay = In(x). A medida que x se aproxima a 0, los valores
de In(x) se aproximan cada vez mas a —oc. A medida que x crece, los valores de In(x) se aproximan
a +oo.

ECUACIONES LOGARITMICAS

1.38

1.39

1.40

Resolver la ecuacion logaritmica In(x) = 10.

SOLUCION

Empleando la definicion de logaritmo, x = e® = 22026.47. Como verificacion se saca el logaritmo natural de 22026.47 y
se obtiene 10.00000019.

Resolver la ecuacion logaritmica log(x + 2) + log(x — 2) = log(5).

SOLUCION

El lado izquierdo se puede escribir como log[(x + 2)(x — 2)]. Se obtiene la ecuacion log(x 4+ 2)(x — 2) = log(5), de la cual
(X + 2)(x — 2) = (5). A partir de la cual sigue la ecuacion x> — 4 =5 o bien x> = 9 0 bien x = —3 0 bien 3. Cuando estos
valores se verifican en la ecuacién original, x = —3 debe descartarse como solucion porque el logaritmo de nimeros nega-
tivos no esta definido. Si en la ecuacién original se sustituye x = 3, se tiene log(5) + log(1) = log(5), ya que log(1) = 0.
Resuelva la ecuacion logaritmica log(a + 4) — log(a — 2) = 1.

SOLUCION

Esta ecuacion se puede escribir como log((a + 4)/(a — 2)) = 1. Aplicando la definicion de logaritmo, se tiene
(a+4)/(a — 2) = 10 o bien a + 4 = 10a — 20. Despejando a, a = 24/9 = 2.6 (siendo el 6 periddico). Sustituyendo en
la ecuacion original a por 2.6667, se tiene 0.8239 — (—0.1761) = 1. La Unica solucidn es 2.6667.
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1.42

1.43

1.44
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Resolver la ecuacion logaritmica In(x)> — 1 = 0.

SOLUCION

Esta ecuacion se puede factorizar como [In(x) -+ 1][In(x) — 1] = 0. Haciendo el factor In(x) + 1 = 0, se obtiene In(x) = —1
0 bien x = e~! = 0.3678. Haciendo el segundo factor In(x) — 1 = 0, se tiene In(x) = 1 o bien x = e! = 2.7183. Ambos
valores son solucion de la ecuacion.

En la ecuacion logaritmica siguiente, despejar x: 2log(x + 1) — 3log(x + 1) = 2.

SOLUCION

Esta ecuacion se puede escribir como log[(x + 1)%/(x + 1)*] = 2 o bien log[1/(x + 1)] = 2 0 bien log(1) — log(x + 1)] = 2
0 bien 0 — log(x 4+ 1) = 2 o bien log(x + 1) = —2 0 bien x + 1 = 102 0 bien x = —0.99. Sustituyendo en la ecuacién
original, se encuentra 2 log(0.01) — 3 log(0.01) = 2. Por lo tanto, la solucion satisface la ecuacion.

Para resolver ecuaciones logaritmicas que no son faciles de resolver a mano, se puede usar el paquete de soft-
ware MAPLE. Resolver la ecuacion siguiente usando MAPLE.

log(x + 2) — In(x?) = 4
SOLUCION

El comando de MAPLE para resolver la ecuacion es “solve(log10(x + 2) — In(x"2) = 4);” la solucion dada es —0.154594.
Obsérvese que MAPLE usa log10 para el logaritmo comdn.
Para comprobar que la solucion es correcta, sustituyendo en la ecuacion original se tiene log(1.845406) — In(0.023899)
que es igual a 4.00001059.

EXCEL también se puede usar para resolver ecuaciones logaritmicas. Resolver la siguiente ecuacién logarit-
mica usando EXCEL: log(x + 4) + In(x + 5) = 1.

SOLUCION

En la figura 1-19 se da la hoja de calculo de EXCEL.

-3 -0.30685 LOG10(A1+4)+LN(A1+5)"1
-2 0.399642
-1 0.863416
1.211498
1.490729
1.724061
1.92454
2.100315
2.256828

gabhwNEFEO

-3 -0.30685 LOG10(A11+4)+LN(A11+5)L

-2.9 -0.21667
-2.8 -0.13236
-2.7 -0.05315
-2.6  0.021597
-2.5 0.092382
-2.4 0.159631
-2.3 0.223701
-2.2 0.284892
-2.1 0.343464

-2 0.399642

Figura 1-19 EXCEL, hoja de trabajo para el problema 1.44
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Se puede usar la técnica iterativa que se muestra antes. La mitad superior encuentra que la raiz de log(x + 4) -+ In(x + 5)
— lestaentre —3y —2. La mitad inferior encuentra que la raiz estd entre —2.7 y —2.6. Para dar la raiz con la exactitud que
se desee, solo hace falta continuar con este proceso. Al usar esta técnica se emplea la de clic y arrastre.

1.45 Encuentre la solucion al problema 1.44 usando MAPLE.
SOLUCION
El comando de MAPLE “> solve(log 10(x + 4) + In(x + 5) = 1);” da como solucién —2.62947285. Compare este resul-
tado con el obtenido en el problema 1.44.
PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS
VARIABLES
1.46  Cuales de los datos siguientes son datos discretos y cuales son datos continuos.
a) Precipitacion pluvial, en pulgadas, en una ciudad, en diversos meses del afio.
b) \elocidad de un automavil, en millas por hora.
c) Cantidad de billetes de $20 que circulan en Estados Unidos en determinado momento.
d) Valor total diario de las acciones vendidas en la bolsa.
e) Cantidad de estudiantes inscritos anualmente en una universidad.
1.47  Dar el dominio de cada una de las variables siguientes e indicar si es una variable discreta o continua.

a) Cantidad anual W de bushels de trigo por acre que se producen en una granja.
b) Cantidad N de individuos en una familia.

c) Estado civil de un individuo.

d) Tiempo T de vuelo de un misil.

e)  Numero P de pétalos que tiene una flor.

REDONDEO DE CANTIDADES NUMERICAS, NOTACION CIENTIFICAY CIFRAS SIGNIFICATIVAS

1.48

1.49

Redondear cada uno de los nimeros siguientes como se indica.

a) 3256 a la centena mas cercana

b) 5.781 a la décima mas cercana

c) 0.0045 a la milésima mas cercana

d) 46.7385 a la centésima mas cercana
e) 125.9995 a dos lugares decimales

f) 3502378 al millén més cercano

g) 148.475 a la unidad mas cercana

h) 0.000098501 a la millonésima mas cercana
i) 2184.73 a la decena més cercana

j)  43.87500 a la centésima mas cercana

Expresar cada ndmero sin usar potencias de 10.
a) 132.5 x 10 d) 7300 x 10°

b) 418.72 x 10°° e) 3.487 x107*
c) 280x 1077 f) 0.0001850 x 10°
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1.50 ¢Cuantas cifras significativas hay en cada una de las cantidades siguientes entendiendo que se han registrado exactamente?
a) 254cm g) 3780z
b)  0.004500 yd h) 4.50 x 10~3km
c) 3510000 bu i) 500.8 x 10° kg
d) 3.51 millones de bu j)  100.00 mi
e) 10.000100 ft
f) 378 personas
151  ;Cual es el error maximo en cada una de las mediciones siguientes, entendiéndose que han sido registradas exactamente?
En cada caso dar el nimero de cifras significativas.
a) 7.20 millones bu c) 5280ft e) 186000 mi/s
b) 0.00004835 cm d) 35x10®m f) 186 mil mi/s
1.52  Escribir cada uno de los nimeros siguientes en notacion cientifica. Supdngase que todas las cifras son significativas a menos
que se indique otra cosa.
a) 0.000317 d) 0.000009810
b) 428 000 000 (cuatro cifras significativas) e) 732 mil
c) 21600.00 f) 18.0 diezmilésimas
CALCULOS
1.53  Mostrar que: a) el producto y b) el cociente de los nimeros 72.48 y 5.16, considerando que tienen cuatro y tres cifras sig-
nificativas, respectivamente, no puede ser exacto a mas de tres cifras significativas. Escribir el producto y el cociente
exactos.
154  Realizar cada una de las operaciones indicadas. A menos que se indique otra cosa, supéngase que los nimeros se han regis-
trado exactamente.
a) 0.36 x 781.4 g) 14.8641 4 4.48 — 8.168 + 0.36125
873.00
b) el h) 4173000 — 170 264 + 1 820 470 — 78 320
’ (estos nimeros son exactos a cuatro, seis, seis y cinco
¢) 5.78 x 2700 x 16.00 cifras significativas, respectivamente)
0.00480 x 2 300 _ 7(4.386)* — 3(6.47)°
d) 02084 )] \/ 3 (el 3, el 6y el 7 son exactos)
. 3.1416[(9.483)* — (5.075)%]
VIS 0
e) V120 x 0.5386 x 0.4614 (120 exactos) D 4.120 00001950
f) (416 000)(0.000187)
Vv73.84
1.55  Evaluar cada una de las expresiones siguientes, siU = -2, V = % W=3X=-4Y=9yZ-= % donde se entien-

de que todos los nimeros son exactos.

Q) 4U 16V —2W d) 3(U—-X)*+Y
XYZ
XYZ VUZ 20V +W
b o e) VU220V +W
0 2X —3Y f) 3X(4Y 4+3Z)—2Y (6X —52)—25

UW + XV
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W -2 (Y =5 R 2
9 \/ i ) X3 45X2—6X -8
X -3 UV
h) )] W[UV(W“‘X)}

VY =42+ (U + 57

FUNCIONES, TABLAS Y GRAFICAS

1.56

1.57

1.58

1.59

1.60

1.61

1.62

1.63

1.64

1.65

1.66

Una variable Y esta determinada por una variable X de acuerdo con la ecuacion Y = 10 — 4X.

a) Encontrar el valor de Y para X = -3, =2, —1,0, 1, 2, 3, 4y 5 y presentar los resultados en una tabla.
b) Encontrar el valor de Y para X = —2.4, —1.6, —0.8, 1.8,2.7, 3.5y 4.6.

c) SiY = F(X) denota que Y depende de X, hallar F(2.8), F(—5), F(v/2) y F(—n).

d) Dar el valor de X que correspondeaY = —2, 6, —10, 1.6, 16, 0 y 10.

e) Expresar X explicitamente como funcién de Y.

Si Z = X? - Y2, encontrar el valor de Z para: a) X = —2, Y =3y b) X =1, Y = 5. ¢) Si se usa la notacién funcional
Z = F(X,Y), encontrar F(—3, —1).

Si W = 3XZ - 4Y? 4 2XY, encontrar el valor de W para: a) X =1,Y = —2,Z=4yb) X = —5,Y = —2,Z = 0. ¢) Si se usa
la notacidn funcional W = F(X, Y, Z), encontrar F(3, 1, —2).

En un sistema de coordenadas rectangulares, localizar los puntos cuyas coordenadas son: a) (3, 2), b) (2, 3), ¢) (—4, 4),

Grafique las ecuaciones: a) Y = 10 — 4X (ver problema 1.56), b) Y = 2X + 5,¢) ¥ = (X —6),d) 2X + 3Y =12y
e) 3X — 2Y =6.

Graficar las ecuaciones: a) Y = 2X%2 4+ X — 10y h) Y =6 — 3X — X2,
Graficar Y = X% — 4X? + 12X — 6.

En la tabla 1.9 se presenta la cantidad de gimnasios y la cantidad de sus miembros en millones para los afios desde 2000
hasta 2005. Emplear un paquete de software para trazar una grafica de serie de tiempos para los gimnasios y otra para sus
miembros.

Tabla 1.9

Afio 2000 2001 2002 2003 2004 2005

Gimnasios 13 000 13225 | 15000 | 20000 | 25500 | 28500
Miembros 325 35.0 36.5 39.0 41.0 41.3

Emplear un paquete de software para trazar, con los datos de la tabla 1.9, una grafica de barras de los gimnasios y de los
miembros.

Emplear EXCEL para trazar, con los datos de la tabla 1.9, un diagrama de dispersion de los gimnasios y de los miembros.

En la tabla 1.10 se da la mortalidad infantil por 1 000 nacidos vivos, para blancos y para no blancos, desde el afio 2000
hasta el 2005. Usar una grafica adecuada para representar estos datos.
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Tabla 1.10
Afio 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Blancos 6.6 6.3 6.1 6.0 5.9 5.7
No blancos 7.6 75 7.3 7.2 7.1 6.8

1.67 Enlatabla1.11 se dan las velocidades orbitales de los planetas de nuestro sistema solar. Graficar estos datos.

Tabla 1.11
Planeta Mercurio | Venus | Tierra | Marte | Japiter | Saturno | Urano | Neptuno | Pluton
Velocidad | 97 | 218 | 185 | 150 | 81 6.0 42 3.4 3.0
(mi/s)

1.68  Enlatabla 1.12 se da la matricula (en miles) de las escuelas publicas en los niveles kinder a grado 8, grado 9 a grado 12, y
universidad, de 2000 a 2006. Graficar estos datos usando graficas de linea, de barras y de columna apilada.

1.69  Graficar los datos de la tabla 1.12 en una gréafica de columnas 100% apiladas.

Tabla 1.12
Afio 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Kinder a grado 8 33852 34 029 34 098 34 065 33882 33680 33507
Grados 9a 12 13 804 13 862 14 004 14 169 14 483 14 818 15021
Universidad 12 091 12 225 12 319 12 420 12 531 12 646 12 768

Fuente: U.S. National Center for Educational Statistics and Projections of Education Statistic, annual.

1.70  Enlatabla 1.13 se muestra el estado civil de varones y mujeres (18 afios 0 mayores) en Estados Unidos en 1995. Graficar
estos datos en: a) graficas de pastel de un mismo didmetro y b) una grafica a elegir.

Tabla 1.13

Varones Mujeres
Estado civil (porcentaje del total) | (porcentaje del total)
Solteros 26.8 19.4
Casados 62.7 59.2
Viudos 25 11.1
Divorciados 8.0 10.3

Fuente: U.S. Bureau of Census—Current Population Reports.

1.71  Enlatabla 1.14 se da la cantidad de reclusos menores de 18 afios en las prisiones estatales de Estados Unidos, de 2001 a
2005. Graficar estos datos en el tipo adecuado de gréaficas.

Tabla 1.14

Afio 2001 2002 2003 2004 2005

Cantidad 3147 3038 2741 2485 2 266
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1.72  Enlatabla 1.15 se da la cantidad (en millones) de visitas al Insituto Smithsoniano, del 2001 al 2005. Con estos datos,
construir una grafica de barras.
Tabla 1.15
Afio 2001 2002 2003 2004 2005
Cantidad 32 26 24 20 24
1.73  Enlatabla 1.16 se presentan las poblaciones de los siete paises mas poblados del mundo en 1997. Con estos datos, elaborar
una gréfica de pastel.
Tabla 1.16
Estados
Pais China India Unidos | Indonesia | Brasil Rusia Pakistan
Poblacion 1222 968 268 210 165 148 132
(millones)
Fuente: U.S. Bureau of the Census, International database.
1.74  Undiagrama de Pareto es una grafica de barras ordenadas de mayor a menor, de izquierda a derecha. Con los datos de la
tabla 1.16, construir un diagrama de Pareto.
1.75 Enlatabla 1.17 se dan las areas, en millones de millas cuadradas, de los océanos del mundo. Graficar estos datos en una
grafica: a) de barras, b) de pastel.
Tabla 1.17
Océano Pacifico | Atlantico indico | Antéartico | Avrtico
Area (millones de 63.8 315 28.4 7.6 48
millas cuadradas)
Fuente: Naciones Unidas.
ECUACIONES
1.76  Resolver las ecuaciones siguientes:
a) 16—-5c=36 ) 4X =3)—11=15-2(X +4) g) 32X 4+1)—4]=10-5(4—2X)
by 2Y —6=4-3Y d) 3QU+1)=5B3-U)+3U-2) f) 2(12+Y)=6-1(9-Y)
1.77  Resolver las siguientes ecuaciones simultaneas:

a) 2a+b=10 e) 2a + b—c=2
7a — 3b=9 3a —4b + 2c=4
b) 3a + 5bh =124 4a + 3b — 5c = -8
2a +3b=14 f) 5X +2Y +3Z =-5
c) 8 —3Y =2 2X —3Y —6Z =1
3X 4+ 7Y = -9 X +5Y — 42 =22
d) 5A —9B=-10 g) 3U -5V +6W =7
3A —4B =16 5U 43V —2W =—1

4U -8V +10W =11
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a) Graficar las ecuaciones 5X + 2Y = 4y 7X — 3Y = 23 en el mismo conjunto de ejes coordenados.
b) A partir de la grafica, determinar la solucién de estas dos ecuaciones simultaneas.

€) Usar los procedimientos de los incisos a) y b) para obtener las soluciones de las ecuaciones simultaneas a) a d) del
problema 1.77.

a) Usar la grafica del problema 1.61a) para resolver la ecuacién 2X2 + X — 10 = 0. (Sugerencia: Encontrar los valores
de X en los que la parabola cruza el eje X: es decir, en los que Y vale 0.)

b) Emplear el método del inciso a) para resolver 3X? — 4X — 5 =0.

Las soluciones de una ecuacion cuadrética aX? + bX + ¢ = 0 se obtienen mediante la férmula cuadratica:

w - h=E Vb? — 4ac
2a

Empleando esta formula, encontrar las soluciones de: a) 3X? — 4X —5=10,b) 2X> — X — 10 =0,¢) 5X? + 10X =7y
d) X2+ 8X+25=0.

DESIGUALDADES

181

1.82

1.83

Utilizando los simbolos de desigualdad, ordenar los nimeros —4.3, —6.15, 2.37, 1.52 y —1.5 en: a) en orden creciente, b)
en orden decreciente de magnitud.

Usar los simbolos de desigualdad para expresar cada una de las afirmaciones siguientes.

a) Elntmero N de nifios esta entre 30 y 50 inclusive.

b) Elnimero S de puntos en un par de dados no es menor a 7.
c) Xesmayor oigual a —4y menor que 3.

d) Pvalealomuchob5.

e) X es mayor que Y aumentada en 2.

Resolver cada una de las desigualdades siguientes:

a) 3X >12 d) 345 -2)<7-3(4-Y) 9) —2<3+3i(@a-12)<8
b) 4X <5X -3 ) —3<iX+1)<3
¢) 2N +15>10+3N f) 0<i(15-5N)<12

LOGARITMOS Y PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

1.84

1.85

1.86

Encontrar los logaritmos comunes:
a) log(10) b) log(100) ¢) log(1000) d) log(0.1) e) log(0.01)

Encontrar los logaritmos naturales de los siguientes nimeros a cuatro lugares decimales:
a) In(e) b) In(10) ¢) In(100) d) In(1000) e) In(0.1)

Encontrar los logaritmos:
a) log,4 b) logs25 c) logg216 d) log,2 401 e) logg32 768
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1.87

1.88

1.89

1.90

191

1.92

Usar EXCEL para hallar los logaritmos siguientes. Dar la respuesta y los comandos.

a) log,5 b) logs24 c) logg215 d) log,8 e) logg9
Repetir el problema 1.87 usando MAPLE. Dar la respuesta y los comandos de MAPLE.

Emplear las propiedades de los logaritmos para escribir la expresion siguiente en forma de sumas y diferencias de logarit-
mos: In((@®h%)/c®)

Emplear las propiedades de los logaritmos para escribir la expresion siguiente en forma de sumas y diferencias de logarit-
mos: log((xyz)/w®)

Transformar la siguiente expresion en una expresion que contenga un solo logaritmo: 5 In(a) — 4 In(b) + In(c) + In(d)

Transformar la siguiente expresion en una expresion que contenga un solo logaritmo: log(u) + log(v) + log(w) — 2 log(x)
— 3 log(y) — 4 log(2).

ECUACIONES LOGARITMICAS

1.93

1.94

1.95

1.96

1.97

1.98

1.99

1.100

Encontrar la solucion de log(3x — 4) = 2

Encontrar la solucion de In(3x? — x) = In(10)

Encontrar la solucion de log(w — 2) — log(2w + 7) = log(w + 2)

Encontrar la solucion de In(3x + 5) + In(2x — 5) = 12

Usar MAPLE o EXCEL para encontrar la solucion de In(2x) + log(3x — 1) = 10
Usar MAPLE o EXCEL para encontrar la solucion de log(2x) + In(3x — 1) = 10
Usar MAPLE o EXCEL para encontrar la solucion de In(3x) — log(x) = log,3

Usar MAPLE o EXCEL para encontrar la solucion de log,(3x) — log(x) = In(3)



DISTRIBUCIONES
DE FRECUENCIAS

DATOS EN BRUTO

Los datos en bruto son los datos recolectados que ain no se han organizado. Por ejemplo, las estaturas de 100 estu-
diantes tomados de la lista alfabética de una universidad.

ORDENACIONES

Ordenacion se le llama a los datos numéricos en bruto dispuestos en orden creciente o decreciente de magnitud. A la
diferencia entre el nimero mayor y el nimero menor se le conoce como el rango de los datos. Por ejemplo, si la esta-
tura mayor en los 100 estudiantes es 74 pulgadas (in) y la menor es 60 in, el rango es 74 — 60 = 14 pulgadas (in).

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIA

Al organizar una gran cantidad de datos en bruto, suele resultar Gtil distribuirlos en clases o categorias y determinar
la cantidad de datos que pertenece a cada clase; esta cantidad se conoce como la frecuencia de clase. A la disposicion
tabular de los datos en clases con sus respectivas frecuencias de clase se le conoce como distribucion de frecuencias
o tabla de frecuencias. La tabla 2.1 es una distribucion de frecuencias de las estaturas (registradas a la pulgada mas
cercana) de 100 estudiantes de la universidad XYZ.

Tabla 2.1 Estaturas de 100 estudiantes
de la universidad XYZ

Estatura Cantidad de

(in) estudiantes
60-62 5
63-65 18
66-68 42
69-71 27
72-74 8

Total 100

La primera clase (o categoria), por ejemplo, consta de las estaturas que van desde 60 hasta 62 pulgadas y queda
identificada por el simbolo 60-62. Como hay cinco estudiantes cuyas estaturas pertenecen a esta clase, la frecuencia
de clase correspondiente es 5.

37
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A los datos organizados y resumidos como en la distribucion de frecuencias anterior se les llama datos agrupados.
Aunque al agrupar los datos se pierden muchos de los detalles originales de los datos, esto tiene la ventaja de que se
obtiene una vision general clara y se hacen evidentes las relaciones.

INTERVALOS DE CLASE Y LIMITES DE CLASE

Al simbolo que representa una clase, como 60-62 en la tabla 2.1, se le conoce como intervalo de clase. A los nimeros
de los extremos, 60 y 62, se les conoce como limites de clase; el nimero menor (60) es el limite inferior de clase, y el
namero mayor (62) es el limite superior de clase. Los términos clase e intervalo de clase se suelen usar indistintamen-
te, aunque el intervalo de clase en realidad es un simbolo para la clase.

Un intervalo de clase que, por lo menos teéricamente, no tenga indicado el limite de clase superior o el limite de
clase inferior, se conoce como intervalo de clase abierto. Por ejemplo, al considerar grupos de edades de personas, un
intervalo que sea “65 afios 0 mayores” es un intervalo de clase abierto.

FRONTERAS DE CLASE

Si las estaturas se registran a la pulgada mas cercana, el intervalo de clase 60-62 comprende teéricamente todas las
mediciones desde 59.5000 hasta 62.5000 in. Estos nimeros que se indican brevemente mediante los nimeros exactos
59.5y 62.5 son las fronteras de clase o los limites de clase reales; el menor de los nimeros (59.5) es la frontera infe-
rior de clase y el nimero mayor (62.5) es la frontera superior de clase.

En la préactica, las fronteras de clase se obtienen sumando el limite superior de un intervalo de clase al limite infe-
rior del intervalo de clase inmediato superior y dividiendo entre 2.

Algunas veces, las fronteras de clase se usan para representar a las clases. Por ejemplo, las clases de la tabla 2.1
pueden indicarse como 59.5-62.5, 62.5-65.5, etc. Para evitar ambigiedades cuando se usa esta notacion, las fronteras
de clase no deben coincidir con las observaciones. Por lo tanto, si una observacién es 62.5, no es posible decidir si
pertenece al intervalo 59.5-62.5 o al intervalo 62.5-65.5

TAMARNO O AMPLITUD DE UN INTERVALO DE CLASE

El tamafio, o la amplitud, de un intervalo de clase es la diferencia entre sus fronteras superior e inferior y se le conoce
también como amplitud de clase, tamafio de clase o longitud de clase. Si en una distribucion de frecuencia todos los
intervalos de clase tienen la misma amplitud, esta amplitud comun se denota c. En este caso, ¢ es igual a la diferencia
entre dos limites inferiores de clases sucesivas o entre dos limites superiores de clases sucesivas. Por ejemplo, en los
datos de la tabla 2.1, el intervalo de clase es ¢ = 62.5 — 59.5 = 65.5 — 62.5 = 3.

LA MARCADE CLASE

La marca de clase es el punto medio del intervalo de clase y se obtiene sumando los limites de clase inferior y superior
y dividiendo entre 2. Asi, la marca de clase del intervalo 60-62 es (60 + 62)/2 = 61. A la marca de clase también se
le conoce como punto medio de clase.

Para los analisis matematicos posteriores, se supone que todas las observaciones que pertenecen a un intervalo de
clase dado coinciden con la marca de clase. Asi, se considera que todas las estaturas en el intervalo de clase 60-62 in
son de 61 in.

REGLAS GENERALES PARA FORMAR UNA
DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

1. En el conjunto de los datos en bruto, se determina el nimero mayor y el nimero menor y se halla, asi, el rango (la
diferencia entre los nimeros mayor y menor).
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Se divide el rango en una cantidad adecuada de intervalos de clase de una misma amplitud. Si esto no es posible,
se usan intervalos de clase de diferentes amplitudes o intervalos de clase abiertos (ver problema 2.12). La cantidad
de intervalos suele ser de 5 a 20, dependiendo de los datos. Los intervalos de clase también suelen elegirse de
manera que las marcas de clase (o puntos medios de clase) coincidan con datos observados. Esto tiende a disminuir
el llamado error de agrupamiento en los analisis matematicos subsiguientes. En cambio, las fronteras de clase no
deben coincidir con datos observados.

Se determina la cantidad de observaciones que caen dentro de cada intervalo de clase; es decir, se encuentran las
frecuencias de clase. La mejor manera de hacer esto es utilizando una hoja de conteo (ver problema 2.8).

HISTOGRAMAS Y POLIGONOS DE FRECUENCIAS

Los histogramas y los poligonos de frecuencias son dos representaciones gréaficas de las distribuciones de frecuencias.

1.

Un histograma o histograma de frecuencias consiste en un conjunto de rectangulos que tienen: a) sus bases sobre
un eje horizontal (el eje X ), con sus centros coincidiendo con las marcas de clase de longitudes iguales a la ampli-
tud del intervalo de clase, y b) areas proporcionales a las frecuencias de clase.

Un poligono de frecuencias es una gréafica de linea que presenta las frecuencias de clase graficadas contra las mar-
cas de clase. Se puede obtener conectando los puntos medios de las partes superiores de los rectangulos de un
histograma.

En las figuras 2.1y 2.2 se muestran el histograma y el poligono de frecuencias correspondientes a la distribucion

de frecuencias de las estaturas presentada en la tabla 2.1.
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Figura2-1 MINITAB, histograma que muestra los puntos medios y las frecuencias de clase.

Obsérvese en la figura 2.2 como el poligono de frecuencias se ha anclado por sus extremos, es decir, en 58 'y 76.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS RELATIVAS

La frecuencia relativa de una clase es la frecuencia de la clase dividida entre la suma de las frecuencias de todas las
clases y generalmente se expresa como porcentaje. Por ejemplo, en la tabla 2.1, la frecuencia relativa de la clase 66-68
es 42/100 = 42%. Por supuesto, la suma de las frecuencias relativas de todas las clases es 1, 0 100%.

Si en la tabla 2.1 las frecuencias se sustituyen por frecuencias relativas, la tabla que se obtiene es una distribucion

de frecuencias relativas, distribucion porcentual o tabla de frecuencias relativas.

Las representaciones graficas de las distribuciones de frecuencias relativas se obtienen a partir de los histogramas

o0 poligonos de frecuencias, cambiando Gnicamente, en la escala vertical, las frecuencias por las frecuencias relativas y
conservando la grafica exactamente igual. A las graficas que se obtienen se les llama histogramas de frecuencias rela-
tivas (o histogramas porcentuales) y poligonos de frecuencias relativas (o poligonos porcentuales), respectivamente.
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DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS Y OJIVAS

Ala suma de todas las frecuencias menores que la frontera superior de un intervalo de clase dado se le llama frecuen-
cia acumulada hasta ese intervalo de clase inclusive. Por ejemplo, en la tabla 2.1, la frecuencia acumulada hasta el
intervalo de clase 66-68 inclusive es 5 + 18 + 42 = 65, lo que significa que 65 estudiantes tienen una estatura menor
a68.5in.

40 1
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58 61 64 67 70 73 76
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Figura2-2 MINITAB, poligono de frecuencias de las estaturas de los estudiantes.

A unatabla en la que se presentan las frecuencias acumuladas se le llama distribucion de frecuencias acumuladas,
tabla de frecuencias acumuladas o simplemente distribucién acumulada, y se presenta en la tabla 2.2 para la distribu-
cidn de las estaturas de los estudiantes de la tabla 2.1.

Tabla 2.2
Estatura (in) Cantidad de estudiantes
Menos de 59.5 0
Menos de 62.5 5
Menos de 65.5 23
Menos de 68.5 65
Menos de 71.5 92
Menos de 74.5 100

Una gréfica que muestra las frecuencias acumuladas menores de cada frontera superior de clase respecto a cada
frontera superior de clase se le conoce como grafica de frecuencias acumuladas u ojiva. En algunas ocasiones se desea
considerar distribuciones de frecuencias mayores o iguales que la frontera inferior de cada intervalo de clase. Como
en ese caso se consideran las estaturas de 59.5 in 0 més, de 62.5 in 0 mas, etc., a estas distribuciones se les suele llamar
distribuciones acumuladas “0 mas que”, en tanto que las distribuciones consideradas antes son distribuciones acumu-
ladas ““0 menos que”. Una puede obtenerse facilmente de la otra. A las ojivas correspondientes se les llama ojivas “mas
que” y ojivas “menos que”. Aqui, siempre que se hable de distribuciones acumuladas o de ojivas, sin mas, se tratara
del tipo “menos que”.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS
RELATIVAS Y OJIVAS PORCENTUALES

La frecuencia acumulada relativa o frecuencia acumulada porcentual es la frecuencia acumulada dividida entre la
suma de todas las frecuencias (frecuencia total). Por ejemplo, la frecuencia acumulada relativa de las estaturas meno-
res que 68.5 in es 65/100 = 0.65 0 65%, lo que significa que 65% de los estudiantes tienen estaturas menores a
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68.5 in. Si en la tabla 2.2 se emplean las frecuencias acumuladas relativas en lugar de las frecuencias acumuladas, se
obtiene una distribucidn de frecuencias acumuladas relativas (o distribucion acumulada porcentual) y una grafica de
frecuencias acumuladas relativas (u ojiva porcentual), respectivamente.

CURVAS DE FRECUENCIAS Y OJIVAS SUAVIZADAS

Suele considerarse que los datos recolectados pertenecen a una muestra obtenida de una poblacién grande. Como de
esta poblacion se pueden obtener muchas observaciones, teéricamente es posible (si son datos continuos) elegir inter-
valos de clase muy pequefios y, a pesar de eso, tener un nimero adecuado de observaciones que caigan en cada clase.
De esta manera, cuando se tienen poblaciones grandes puede esperarse que los poligonos de frecuencias, o los poligo-
nos de frecuencias relativas, correspondientes a estas poblaciones estén formados por una gran cantidad de pequefios
segmentos de recta de manera que sus formas se aproximen a las de unas curvas, a las cuales se les llama curvas de
frecuencias o curvas de frecuencias relativas, respectivamente.

Es razonable esperar que estas curvas tedricas puedan ser aproximadas suavizando los poligonos de frecuencias o
los poligonos de frecuencias relativas de la muestra; esta aproximacion mejorara a medida que aumenta el tamafo de
la muestra. Esta es la razon por la que a las curvas de frecuencias se les suele llamar poligonos de frecuencias suavi-
zados.

De igual manera, suavizando las graficas de frecuencias acumuladas u ojivas, se obtienen ojivas suavizadas. Por
lo general, es mas facil suavizar una ojiva que un poligono de frecuencias.

TIPOS DE CURVAS DE FRECUENCIAS

Las curvas de frecuencias que surgen en la practica toman ciertas formas caracteristicas, como las que se muestran en
la figura 2-3.

Simétrica o en forma de campana Sesgada a la derecha

Sesgada a la izquierda Uniforme

Figura 2-3 Cuatro distribuciones que se encuentran con por lo comun.

1. Las curvas simétricas o en forma de campana se caracterizan porque las observaciones equidistantes del maximo
central tienen la misma frecuencia. Las estaturas tanto de hombres como de mujeres adultos tienen distribuciones
en forma de campana.

2. Las curvas que tienen colas hacia la izquierda se dice que son sesgadas a la izquierda. Las curvas de la cantidad
de afios que viven hombres y mujeres son sesgadas a la izquierda. Pocos mueren jovenes y la mayoria muere entre
los 60 y los 80 afios. En general, las mujeres viven en promedio diez afios mas que los hombres.

3. Las curvas que tienen colas hacia la derecha se dice que son sesgadas a la derecha. Las curvas de las edades a las
gue se casan tanto hombres como mujeres son sesgadas a la derecha. La mayoria se casa entre los veinte y treinta
afios y pocos se casan alrededor de cuarenta, cincuenta, sesenta o setenta afios.

4. Las curvas que tienen aproximadamente las mismas frecuencias para todos sus valores se dice que son curvas
distribuidas uniformemente. Por ejemplo, las maquinas dispensadoras de refresco lo hacen de manera uniforme
entre 15.9y 16.1 onzas.

5. Las curvas de frecuencias en forma de J o en forma de J inversa son curvas en las que el maximo se presenta en

uno de sus extremos.

Las curvas de frecuencias en forma de U son curvas que tienen un maximo en cada extremo y un minimo en medio.

Las curvas bimodales son curvas que tienen dos maximos.

8. Las curvas multimodales tienen mas de dos maximos.

~No
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ORDENACIONES

2.1 a) Disponer los nimeros 17, 45, 38, 27, 6, 48, 11, 57, 34 y 22 en una ordenacion.
b) Determinar el rango de estos nimeros.

SOLUCION

a) En orden ascendente de magnitud, la ordenacion es: 6, 11, 17, 22, 27, 34, 38, 45, 48, 57. En orden descendente de
magnitud, la ordenacion es: 57, 48, 45, 38, 34, 27, 22, 17, 11, 6.

b) Como el nimero mayor es 57 y el nimero menor es 6, el rango es 57 — 6 = 51.

2.2 Enlatabla siguiente se presentan las calificaciones finales que obtuvieron en matematica 80 alumnos de una
universidad.

68 84 75 82 68 90 62 88 76 93
73 79 88 73 60 93 71 59 85 75
61 65 75 87 74 62 95 78 63 72
66 78 82 75 94 77 69 74 68 60
96 78 89 61 75 95 60 79 83 71
79 62 67 97 78 85 76 65 71 75
65 80 73 57 88 78 62 76 53 74
86 67 73 81 72 63 76 75 85 77

De acuerdo con esta tabla, encontrar:

a) Lacalificacion mas alta.

b) La calificacion mas baja.

c) Elrango.

d) Las calificaciones de los cinco mejores estudiantes.

e) Las calificaciones de los cinco peores estudiantes.

f) La calificacion del alumno que tiene el décimo lugar entre las mejores calificaciones.

g) El ndmero de estudiantes que obtuvieron 75 0 mas.

h) El nimero de estudiantes que obtuvieron 85 0 menos.

i) El porcentaje de los estudiantes que obtuvieron calificaciones mayores a 65 pero no mayores a 85.
j) Las calificaciones que no aparecen en esta tabla.

SOLUCION

Como algunas de estas preguntas son tan minuciosas, es mejor construir primero una ordenacion. Esto se hace dividiendo
los datos, de manera adecuada, en clases y colocando cada ndmero de la tabla en su clase correspondiente, como se ve en
la tabla 2.3, llamada tabla de entradas. Después, los nimeros de cada clase se disponen en una ordenacion, como se mues-
tra en la tabla 2.4, con lo que se obtiene la ordenacion deseada. Consultando la tabla 2.4 es relativamente facil responder a
las preguntas anteriores.

a) Lacalificacion mas alta es 97.

b) La calificacion més baja es 53.

c) Elrangoes97 —53 =44

d) Las calificaciones de los cinco mejores estudiantes son 97, 96, 95, 95y 94.
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Tabla 2.3
50-54 53
55-59 59, 57
60-64 62, 60, 61, 62, 63, 60, 61, 60, 62, 62, 63
65-69 68, 68, 65, 66, 69, 68, 67, 65, 65, 67
70-74 73, 73,71, 74,72, 74, 71, 71, 73, 74, 73, 72
75-79 75,76, 179, 75, 75, 78, 78, 75, 77, 78, 75, 79, 79, 78, 76, 75, 78, 76, 76, 75, 77
80-84 84, 82, 82, 83, 80, 81
85-89 88, 88, 85, 87, 89, 85, 88, 86, 85
90-94 90, 93, 93, 94
95-99 95, 96, 95, 97
Tabla 2.4
50-54 53
55-59 57, 59
60-64 60, 60, 60, 61, 61, 62, 62, 62, 62, 63, 63
65-69 65, 65, 65, 66, 67, 67, 68, 68, 68, 69
70-74 71,71, 71, 72, 72, 73, 73, 73, 73, 74, 74, 74
75-79 75,75, 75,75, 75, 75, 75, 76, 76, 76, 76, 77, 77, 78, 78, 78, 78, 78, 79, 79, 79
80-84 80, 81, 82, 82, 83, 84
85-89 85, 85, 85, 86, 87, 88, 88, 88, 89
90-94 90, 93, 93, 94
95-99 95, 95, 96, 97
e) Las calificaciones de los cinco peores estudiantes son 53, 57, 59, 60 y 60.
f) La calificacion del alumno que tiene el décimo lugar entre las mejores calificaciones es 88.
g) Lacantidad de estudiantes que obtuvieron 75 0 mas es 44.
h) Lacantidad de estudiantes que obtuvieron menos de 85 es 63.
i)  El porcentaje de estudiantes que obtuvieron calificaciones mayores a 65 pero no mayores a 85 es 49/80 = 61.2%.
j)  Las calificaciones que no aparecen en esta tabla son desde 0 hasta 52, 54, 55, 56, 58, 64, 70, 91, 92, 98, 99 y 100.

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS, HISTOGRAMAS
Y POLIGONOS DE FRECUENCIAS

2.3

La tabla 2.5 muestra una distribucion de frecuencias de los salarios semanales de 65 empleados de la empresa
P&R. Con los datos de esta tabla, determinar:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

El limite inferior de la sexta clase.

El limite superior de la cuarta clase.

La marca de clase (o punto medio de clase) de la tercera clase.
Las fronteras de clase de la quinta clase.

La amplitud del intervalo de la quinta clase.

La frecuencia de la tercera clase.

La frecuencia relativa de la tercera clase.

El intervalo de clase de mayor frecuencia. A este intervalo se le suele llamar intervalo de clase modal y a
su frecuencia se le conoce como frecuencia de la clase modal.
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Tabla 2.5

NUmero de

Salarios empleados
$250.00-$259.99 8
$260.00-$269.99 10
$270.00-$279.99 16
$280.00-$289.99 14
$290.00-$299.99 10
$300.00-$309.99 5
$310.00-$319.99 2
Total 65

i) El porcentaje de empleados que gana menos de $280.00 por semana.

j) El porcentaje de empleados que gana menos de $300.00 por semana, pero por lo menos $260.00 por
semana.

SOLUCION

a) $300.00.

b) $289.99.

c) Lamarca de clase (o punto medio de clase) de la tercera clase = %($270.00 + $279.99) = $274.995. Para propositos
practicos, esta cantidad se redondea a $275.00.

d) La frontera inferior de la quinta clase = %($290.00 + $289.99) = $289.995. La frontera superior de la quinta clase
= 1($299.99 + $300.00) = $299.995.

e) Laamplitud del intervalo de la quinta clase = frontera superior de la quinta clase — frontera inferior de la quinta clase
= $299.995 — $289.985 = $10.00. En este caso, todos los intervalos de clase son del mismo tamafio: $10.00.

f) 16.

g) 16/65 = 0.246 = 24.6%.

h) $270.00 — $279.99.

i) El ndmero total de empleados que gana menos de $280 por semana = 16 + 10 + 8 = 34. El porcentaje de empleados
que gana menos de $280 por semana = 34/65 = 52.3%.

j)  El nimero de empleados que gana menos de $300 por semana pero mas de $260 por semana = 10 + 14 + 16 + 10

= 50. El porcentaje de empleados que gana menos de $300 por semana, pero por lo menos $260 por semana = 50,65
= 76.9%.

Si las marcas de clase en una distribucion de frecuencias de pesos de estudiantes son 128, 137, 146, 155, 164,
173 y 182 libras, encuentre: a) la amplitud del intervalo de clase, b) las fronteras de clase y c) los limites de
clase, suponiendo que los pesos se hayan redondeado a la libra mas cercana.

SOLUCION

a)

b)

La amplitud del intervalo de clase = diferencia entre marcas sucesivas de clase = 137 — 128 = 146 — 137 = etc. =
9 1b.

Como todos los intervalos de clase tienen la misma amplitud, las fronteras de clase estan a medio camino entre dos
marcas de clase y por lo tanto se tienen los valores

1(128 +137),1 (137 4 146),...,5 (173 4 182) o0 bien 132.5,141.5,150.5,...,177,5 b
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La frontera de la primera clase es 132.5 — 9 = 123.5 y la frontera de la Gltima clase es 177.5 + 9 = 186.5, ya
que la amplitud comun de los intervalos de clase es 9 Ib. Por lo tanto, todas las fronteras de clase son:

123.5, 132.5, 141.5, 150.5, 159.5, 168.5, 177.5, 186.5 Ib
c) Como los limites de clase son enteros, se eligen éstos como los enteros mas cercanos a las fronteras de clase, es decir,
123, 124, 132, 133, 141, 142... Asi, los limites de la primera clase son 124-132, de la siguiente, 133-141, etcétera.

Se toma una muestra de la cantidad de tiempo, en horas por semana, que los estudiantes universitarios usan su
celular. Usando SPSS, la secuencia “Analyze = Descripive Statistics = Frequencies” da el resultado mos-

trado en la figura 2-4.

Tiempo

Porcentajes
Frecuencias Porcentajes | Porcentajes validos acumulados
Vélido 3.00 3 6.0 6.0 6.0
4.00 3 6.0 6.0 12.0
5.00 5 10.0 10.0 22.0
6.00 3 6.0 6.0 28.0
7.00 4 8.0 8.0 36.0
8.00 4 8.0 8.0 44.0
9.00 3 6.0 6.0 50.0
10.00 4 8.0 8.0 58.0
11.00 2 4.0 4.0 62.0
12.00 2 4.0 4.0 66.0
13.00 3 6.0 6.0 72.0
14.00 1 2.0 2.0 74.0
15.00 2 4.0 4.0 78.0
16.00 5 10.0 10.0 88.0
17.00 2 4.0 4.0 92.0
18.00 1 2.0 2.0 94.0
19.00 2 4.0 4.0 98.0
20.00 1 2.0 2.0 100.0

Total 50 100.0 100.0

Figura 2-4 SPSS, resultados para el problema 2.5.

a) ¢Qué porcentaje usa su celular 15 o menos horas por semana?
b) ¢Qué porcentaje usa su celular 10 0 mas horas por semana?

SOLUCION

a) El porcentaje acumulado correspondiente a 15 horas es 78%. Es decir, 78% usa su celular 15 horas 0 menos por
semana.

b) El porcentaje acumulado correspondiente a 10 horas es 58%. Es decir, 58% usa su celular 10 horas 0 menos por sema-
na. Por lo tanto, 42% usa su celular mas de 10 horas por semana.

De 150 mediciones, la menor es 5.18 in y la mayor es 7.44 in. Determinar un conjunto adecuado: a) de inter-
valos de clase, b) de fronteras de clase y ¢) de marcas de clase que se pueda usar para elaborar una distribucién
de frecuencias con estas mediciones.

SOLUCION

El rango es 7.44 — 5.18 = 226 in. Para un minimo de cinco intervalos de clases, la amplitud del intervalo de clase es
2.26/5 = 0.45, aproximadamente, y para un maximo de 20 intervalos de clase, la amplitud del intervalo de clase es 2.26,/20
= 0.11, aproximadamente. Las amplitudes adecuadas para el intervalo de clase, entre 0.11 y 0.45, podrian ser 0.20,
0.30 0 0.40.
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2.7

a) Enlascolumnas I, Il'y Il de la tabla siguiente se presentan intervalos de clase de amplitud 0.20, 0.30 y 0.40, respec-
tivamente.

I II I
5.10-5.29 5.10-5.39 5.10-5.49
5.30-5.49 5.40-5.69 5.50-5.89
5.50-5.69 5.70-5.99 5.90-6.29
5.70-5.89 6.00-6.29 6.30-6.69
5.90-6.09 6.30-6.59 6.70-7.09
6.10-6.29 6.60-6.89 7.10-7.49
6.30-6.49 6.90-7.19
6.50-6.69 7.20-7.49
6.70-6.89
6.90-7.09
7.10-7.29
7.30-7.49

Obsérvese que el limite inferior de cada una de las primeras clases puede ser también distinto a 5.10. Por ejemplo, si
en la columna | se empieza con 5.15 como limite inferior, el primer intervalo de clase sera 5.15-5.34.

b) Las fronteras de clase correspondientes a las columnas I, 11 'y 111 del inciso a) son:

I 5.095-5.295, 5.295-5.495, 5.495-5.695, ..., 7.295-7.495
1 5.095-5.395, 5.395-5.695, 5.695-5.995, ..., 7.195-7.495
I 5.095-5.495, 5.495-5.895, 5.895-6.295, ..., 7.095-7.495

Obsérvese que estas fronteras de clase son adecuadas, ya que no coinciden con las mediciones observadas.
c) Acontinuacion se dan las marcas de clase correspondientes a las columnas I, 11 y 111 del inciso a).

I 5.195,5.395,...,7.395 I 5.245,5.545,...,7.345 I 5.295, 5.695, ..., 7.295

Estas marcas de clase tienen la desventaja de no coincidir con mediciones observadas

Al resolver el problema 2.6a), un estudiante elige como intervalos de clase 5.10-5.40, 5.40-5.70, ..., 6.90-7.20
y 7.20-7.50. ¢Hay algun problema con esta eleccién?

SOLUCION

Estos intervalos de clase se traslapan en 5.40, 5.70,..., 7.20. De esta manera, una medicién que se registre, por ejemplo
como 5.40, podréa colocarse en cualquiera de los dos primeros intervalos de clases. Algunos justifican esto acordando colo-
car la mitad de los casos ambiguos en una de las clases y la otra mitad en la otra.

Esta ambigiiedad se elimina escribiendo los intervalos de clase como de 5.10 hasta menos de 5.40, de 5.40 hasta
menos de 5.70, etc. En este caso, los limites de clase coinciden con las fronteras de clase y las marcas de clase pueden
coincidir con datos observados.

En general, siempre que sea posible, se desea evitar que los intervalos de clase se superpongan y escogerlos de
manera que las fronteras de clase sean valores que no coincidan con datos observados. Por ejemplo, los intervalos de clase
del problema 2.6 pueden ser 5.095-5.395, 5.395-5.695, etc., sin que haya ambigiedad. La desventaja de este caso particu-
lar es que las marcas de clase no coincidiran con datos observados.
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En la tabla siguiente se presentan los pesos, dados a la libra méas cercana, de 40 estudiantes de una universidad.
Elaborar una distribucion de frecuencias.

SOLUCION

138 164 150 132 144 125 149 157
146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 119 154 165
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

El peso mayor es 176 Ib y el peso menor es 119 Ib, de manera que el rango es 176 — 119 = 57 Ib. Si se emplean cinco
intervalos de clase, la amplitud del intervalo de clase serd 57/5 = 11, aproximadamente; si se usan 20 intervalos de clase,
la amplitud de cada intervalo de clase serd 57,/20 = 3, aproximadamente.

Una amplitud adecuada para los intervalos de clase es 5 Ib. También es conveniente que las marcas de clase sean
120, 125, 130, 135,..., Ib. Por lo tanto, los intervalos de clase seran 118-122, 123-127, 128-132,... Y entonces las fronte-
ras de clase seran 117.5, 122.5, 127.5, ..., las cuales no coinciden con datos observados.

La distribucion de frecuencias buscada se muestra en la tabla 2.6. La columna central, llamada hoja de conteo, se
usa para tabular las frecuencias de clase a partir de los datos en bruto y suele omitirse en la presentacion final de una dis-
tribucién de frecuencias. No es necesario hacer una ordenacion, pero si se cuenta con ella, se puede usar para tabular las

frecuencias.

Otro método

Por supuesto, hay otras posibles distribuciones de frecuencias. En la tabla 7.2, por ejemplo, se muestra una distribucion de

frecuencias que tiene solo siete clases y en la que el intervalo de clase es de 9 Ib.

Tabla 2.6 Tabla 2.7
Peso (1b) Conteo Frecuencias Peso (1b) Conteo Frecuencias

118-122 / 1 118-126 Y/ 3
123-127 / 2 127-135 Vi 5
128-132 // 2 136-144 Vi 9
133-137 /4 4 145-153 Vi 12
138-142 W/ 6 154-162 W 5
143-147 WL 8 163-171 /4 4
148-152 s 5 172-180 / 2
153-157 /4 4 Total 40
158-162 // 2
163-167 /) 3
168-172 / 1
173-177 / 2

Total 40

Se toman las estaturas de 45 estudiantes del sexo femenino de una universidad; a continuacién se presentan
estas estaturas registradas a la pulgada mas cercana. Para elaborar un histograma, usar el paquete STATISTIX
para estadistica.

67 67 64 64 74 61 68 71 69 61 65 64 62 63 59
70 66 66 63 59 64 67 70 65 66 66 56 65 67 69
64 67 68 67 67 65 74 64 62 68 65 65 65 66 67
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SOLUCION

Después de ingresar los datos en la hoja de céalculo de STATISTIX, la secuencia “Statistics = Summary Statistics =
Histogram” produce el histograma que se muestra en la figura 2-5.

Frecuencias

27 A

—_
o]
1

(U

55

59

63

67

Estatura (in)

71

75

Figura2-5 STATISTIX, histograma de las estaturas de 45 estudiantes universitarias.

2.10 Enlatabla 2.8 se dan las distancias, en millas, que recorren 50 estudiantes del Metropolitan College de su casa
a la universidad.

Tabla 2.8 Distancias al Metropolitan College (millas)

4.3
6.5
7.2
7.7
5.0

7.0
8.7
8.8
24
10.3

8.0
0.9
7.8
8.0
12.3

3.9
0.9
4.9
8.0
3.8

3.7
12.6
2.0
4.6
3.8

8.4
4.0
3.0
1.4
6.6

2.6
10.3
4.2
2.2
2.0

1.0
10.0
3.3
1.9
1.6

15.7
6.2
4.8
3.2
44

3.9
11
4.4
4.8
4.3

En la figura 2.6 se muestra el histograma obtenido con SPSS con las distancias de la tabla 2.8. Obsérvese que
lasclasesson0a2,2a4,4a6,6a8,8a10,10a12,12a14y 14 a 16. Las frecuencias 7, 13,11, 7,6, 3,2y
1. Un namero que cae en el limite inferior de clase se cuenta dentro de esa clase, pero los que caen en el limite
superior, se cuentan dentro de la clase siguiente.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)
h)

¢Cudles son los valores que pertenecen a la primera clase?
¢Cuéles son los valores que pertenecen a la segunda clase?
¢Cuéles son los valores que pertenecen a la tercera clase?
¢Cudles son los valores que pertenecen a la cuarta clase?

¢ Cuéles son los valores que pertenecen a la quinta clase?
¢Cuéles son los valores que pertenecen a la sexta clase?
¢Cudles son los valores que pertenecen a la séptima clase?
¢Cuéles son los valores que pertenecen a la octava clase?
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Figura2-6 SPSS, histograma de las distancias al Metropolitan College.

SOLUCION

a)
b)
<)
d)
e)
f)
9
h)

0.9, 0.9, 1.0, 1.1, 1.4, 1.6, 1.9
2.0,2.0,22,2.4,26,3.0,3.2,33,3.7,3.8,3.8,3.9, 3.9
4.0,4.2,43,43,4.4,44,46,48,48,49,5.0

6.2, 6.5, 6.6,7.0,7.2, 7.7, 7.8

8.0, 8.0, 8.0, 8.4, 8.7, 8.8

10.0, 10.3, 10.3

12.3, 12,6

15.7

En la figura 2-7 se muestra un histograma obtenido con SAS, con las distancias de la tabla 2.8. Se muestran los
puntos medios (marcas de clase) de los intervalos de clase. Las clases son 0 a 2.5,2.5a5.0,5.0a7.5,75a
10.0, 10 a 12,5, 12.5 a 15.0, 15.0 a 17.5, 17.5 a 20.0. Los ntimeros que caen en el limite inferior de clase se
cuentan dentro de esa clase, pero si caen en el limite superior se cuentan dentro de la clase siguiente.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

¢Cudles son los valores (de la tabla 2.8) que pertenecen a la primera clase?
¢Cuéles son los valores que pertenecen a la segunda clase?

¢Cudles son los valores que pertenecen a la tercera clase?

¢Cudles son los valores que pertenecen a la cuarta clase?

¢Cuéles son los valores que pertenecen a la quinta clase?

¢Cudles son los valores que pertenecen a la sexta clase?

¢Cudles son los valores que pertenecen a la séptima clase?

SOLUCION

a)
b)
©)
d)

0.9, 0.9, 1.0, 1.1, 1.4, 1.6, 1.9, 2.0, 2.0, 2.2, 2.4
2.6,3.0,3.2,33,3.7,3.8,3.8,3.9,3.9, 4.0, 42,43, 43, 4.4, 4.4, 4.6, 48, 4.8, 4.9
5.0, 6.2, 6.5, 6.6, 7.0, 7.2

7.7,7.8, 8.0, 8.0, 8.0, 8.4, 8.7, 8.8
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Figura 2-7 SAS, histograma con las distancias al Metropolitan College.

e) 100,10.3,10.3,12.3
f) 126
g 157

2.12 Laempresa P&R (problema 2.3) contrata cinco empleados nuevos, cuyos salarios semanales son $285.34,

$316.83, $335.78, $356.21 y $374.50. Construir una distribucion de frecuencias con los salarios de los 70
empleados.

SOLUCION

En las tablas 2.9, a) y b), se presentan varias distribuciones de frecuencias posibles.

Tabla 2.9a) Tabla 2.9b)
Salarios Frecuencias Salarios Frecuencias
$250.00-$259.99 8 $250.00-$259.99 8
260.00-269.99 10 260.00-269.99 10
270.00-279.99 16 270.00-279.99 16
280.00-289.99 15 280.00-289.99 15
290.00-299.99 10 290.00-299.99 10
300.00-309.99 5 300.00-309.99 5
310.00-319.99 3 310.00-319.99 3
320.00-329.99 0 320.00 y més 3
330.00-339.99 1 Total 70
340.00-349.99 0
350.00-359.99 1
360.00-369.99 0
370.00-379.99 1
Total 70
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Tabla 2.9c) Tabla 2.9d)
Salarios Frecuencias Salarios Frecuencias

$250.00-$269.99 18 $250.00-$259.99 8
270.00-289.99 31 260.00-269.99 10
290.00-309.99 15 270.00-279.99 16
310.00-329.99 3 280.00-289.99 15
330.00-349.99 1 290.00-299.99 10
350.00-369.99 1 300.00-319.99 8
370.00-389.99 1 320.00-379.99 3
Total 70 Total 70

En la tabla 2.9a) se conserva una misma amplitud de intervalo de clase, $10.00. Esto da por resultado que haya
demasiadas clases vacias y que sea demasiado detallada en la parte superior de la escala de los salarios.

En la tabla 2.9b) se han evitado las clases vacias y el excesivo detalle empleando el intervalo abierto “$320 y mas”.
La desventaja es que esta tabla no es (til para realizar ciertos calculos matematicos. Por ejemplo, no se puede determinar
cual es la cantidad total pagada como salarios semanalmente, ya que en “mas de $320.00” puede haber individuos que ganen
hasta $1 400.00 por semana.

En la tabla 2.9c) se emplea $20.00 como amplitud del intervalo de clase. La desventaja es que en el extremo inferior
de la escala de salarios se pierde mucha informacion, en tanto que en el extremo superior de la escala, la tabla sigue siendo
demasiado detallada.

En la tabla 2.9d) se emplean amplitudes desiguales de intervalos de clase. La desventaja es que se complican ciertos
céalculos que puede desearse hacer después, lo que no ocurre cuando los intervalos de clase son de la misma amplitud.
También, cuanto mayor sea la amplitud del intervalo de clase, mayor sera el error de agrupamiento.

En la figura 2-8 se muestra un histograma, obtenido con EXCEL, con las distancias de la tabla 2.8. Las clases
son0a3,3a6,6a9,9a12 12a15y 15a18. Los nimeros que caigan en el limite superior de clase se cuen-
tan dentro de esa clase, pero si caen en el limite inferior se cuentan dentro de la clase anterior.

a) ¢Cuales son los valores (de la tabla 2.8) que pertenecen a la primera clase?
b) ¢Cudles son los valores que pertenecen a la segunda clase?
c) ¢Cuales son los valores que pertenecen a la tercera clase?

18

16 T

14T 13 13
12 +

10 +

Frecuencias

8 +
6_-

4T 3

2
0

Distancia (millas)

Figura 2-8 EXCEL, histograma con las distancias al Metropolitan College.



52 CapriTuLo 2 DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

d) ¢Cuales son los valores que pertenecen a la cuarta clase?
e) ¢Cuales son los valores que pertenecen a la quinta clase?
f) ¢Cuales son los valores que pertenecen a la sexta clase?

SOLUCION

a) 09,09, 1.0, 1.1, 1.4, 1.6, 1.9, 2.0, 2.0, 2.2, 2.4, 2.6, 3.0

b) 3.2,3.3,3.7,38,3.8,3.9,3.9,4.0,42, 43,43, 44, 4.4, 4.6, 4.8, 48,49, 5.0
€) 62,6.5,6.6,7.0,72,7.7, 7.8, 8.0, 8.0, 8.0, 8.4, 8.7, 8.8

d) 10.0, 10.3, 10.3

e) 123,126

f) 157

DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS ACUMULADAS Y OJIVAS

2.14 A partir de la distribucion de frecuencias dada en la tabla 2.5 del problema 2.3, construir: a) una distribucion
de frecuencias acumuladas, b) una distribucion acumulada porcentual, ¢) una ojiva 'y d) una ojiva porcentual.

Tabla 2.10

Distribucioén

Frecuencias acumulada

Salarios acumuladas porcentual
Menos de $250.00 0 0.0
Menos de $260.00 8 12.3
Menos de $270.00 18 21.7
Menos de $280.00 34 52.3
Menos de $290.00 48 73.8
Menos de $300.00 58 89.2
Menos de $310.00 63 96.9
Menos de $320.00 65 100.0

SOLUCION

a) y b) En la tabla 2.10 se muestran la distribucion de frecuencias acumuladas y la distribucion de frecuencia porcentual (o
distribucion de frecuencias acumuladas relativas).

Obsérvese que las entradas de la columna 2 se obtienen sumando las entradas sucesivas de la columna 2 de la tabla
2.5,asi,18 =8 + 10, 34 = 8 + 10 + 16, etcétera.

Las entradas de la columna 3 se obtienen dividiendo cada una de las entradas de la columna anterior entre 65, la suma
de todas las frecuencias, y expresando el resultado como porcentaje. Asi, 34/65 = 0.523, 0 52.3%. Las entradas en esta
columna también pueden obtenerse afiadiendo entradas sucesivas de la columna 2 de la tabla 2.8. Asi, 27.7 = 12.3 + 15.4,
52.3 = 12.3 4 15.4 + 24.6, etcétera.

c) y d) En la figura 2-9a) se muestra la ojiva (grafica de frecuencias acumuladas porcentuales), y en la figura 2-9b)
se presenta la ojiva porcentual (grafica de frecuencias acumuladas relativas). Ambas son gréaficas generadas con Minitab.
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b) Salarios

250 260 270 280 290 300 310 320
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Salarios, frecuencias acumuladas* Salarios, frecuencias acumuladas porcentuales™*
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250 260 270 280 290 300 310 320
a) Salarios

Figura2-9 MINITAB, a) grafica de frecuencias acumuladas y b) grafica de frecuencias acumuladas porcentuales.

2.15

2.16

A partir de la distribucion de frecuencias dada en la tabla 2.5 del problema 2.3, construir: a) una distribucion
de frecuencias “o mas” y b) una ojiva “o0 mas”.

SOLUCION

a) Enlatabla2.11, obsérvese que cada entrada de la columna 2 se obtiene sumando las entradas sucesivas de la columna
2 de la tabla 2.5, empezando en la parte inferior de la tabla 2.5; asi, 7 =2 + 5, 17 = 2 + 5 + 10, etc. Estas entradas
también pueden obtenerse restando las entradas en la columna 2 de la tabla 2.10 del total de las frecuencias, 65; asi,
57 = 65 -8, 47 = 65 — 18, etcétera.

b) Enlafigura 2.10 se muestra la ojiva “o mas”.

Tabla 2.11
Frecuencias acumuladas
Salarios “0 mas”
$250.00 0 més 65
$260.00 0 mas 57
$270.00 0 méas 47
$280.00 0 més 31
$290.00 0 mas 17

$300.00 0 méas
$310.00 0 més
$320.00 0 més

o N N

A partir de las ojivas de las figuras 2-9 'y 2-10 (problemas 2.14 y 2.15, respectivamente), estimar la cantidad de
empleados que ganan: a) menos de $288.00 por semana, b) $296.00 o mas por semana, c¢) por lo menos $263.00
por semana, pero menos de $275.00 por semana.

SOLUCION

a) En laojiva “menos de” de la figura 2-9 se traza una recta vertical que cruce la recta de los salarios en $288.00. Este
punto cruza la ojiva en un punto cuyas coordenadas son (288, 45); por lo tanto, la cantidad de empleados que gana
menos de $288.00 por semana es 45.

b) Enlaojiva“o mas” de la figura 2-10 se traza una recta vertical en $296.00. Esta recta cruza la ojiva en el punto (296,
11); por lo tanto, la cantidad de empleados que gana $296.00 o méas por semana es 11 empleados.
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Figura 2-10 EXCEL, gréfica de frecuencias acumuladas “o mas”

Esto también puede obtenerse a partir de la ojiva “menos de” de la figura 2-9. Trazando una recta en $296.00,
se encuentra que 54 empleados ganan menos de $296.00 por semana; por lo tanto, 65 — 54 = 11 empleados ganan

$296.00 0 més por semana.

¢) Utilizando la ojiva “menos de” de la figura 2-9, se tiene: cantidad de empleados buscada = cantidad de empleados que
gana menos de $275.00 por semana — cantidad de empleados que gana menos de $263.00 por semana = 26 — 11

=15.

Obsérvese que los resultados anteriores también pueden obtenerse mediante interpolacion en la tabla de fre-
cuencias acumuladas. Para el inciso a), por ejemplo, ya que $288.00 estd a 8/10 o 4/5 entre $280.00 y $290.00, la
cantidad de empleados buscada debe estar a 4/5 entre 34 y 48 (ver tabla 2.10). Y 4/5 entre 34 y 48 es 4/5(48 — 34)

= 11. Por lo tanto, el nimero de empleados buscado es 3 + 11 = 45.

Se lanzan cinco monedas 1 000 veces y en cada lanzamiento se anota el nimero de caras que se obtiene. En la
tabla 2.12 se muestran la cantidades 0, 1, 2, 3, 4 y 5 de caras que se obtuvieron.

a) Graficar los datos de la tabla 2.12.

b) Elaborar una tabla en la que se dé el porcentaje de los lanzamientos en los que se obtuvo menos de 0, 1, 2,

3,4,5y 6 caras.

c) Graficar los datos de la tabla del inciso b).

Tabla 2.12

Cantidad de caras

Cantidad de lanzamientos
(frecuencias)

a b~ w N -

38
144
342
287
164

25

Total 1000
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SOLUCION

a)

b)

c)

Estos datos se pueden mostrar graficamente, ya sea como en la figura 2-11 o como en la figura 2-12.
Al parecer es mas natural usar la figura 2-11, ya que la cantidad de caras no puede ser, por ejemplo, 1.5 0 3.2.
A esta grafica se le llama grafica de puntos y se usa cuando los datos son discretos.

Caras

Cada simbolo (punto) representa hasta 9 observaciones.

Figura2-11 MINITAB, gréafica de puntos con la cantidad de caras.

350

300

250 A

200

150 +

Frecuencias

100 A

50 A

Caras

Figura 2-12 MINITAB, histograma de la cantidad de caras.

En la figura 2-12 se presenta un histograma de los datos. Obsérvese que toda el area del histograma correspon-
de a la frecuencia total, 1 000, como debe ser. Cuando se usa un histograma o el correspondiente poligono de frecuen-
cias, se esta tratando a los datos como si fueran continuos. Esto, como se vera mas tarde, resulta util. Obsérvese que
ya en el problema 2.10 se uso6 un histograma y un poligono de frecuencias para datos discretos.

La tabla 2.13 es la requerida. Obsérvese que en esta tabla simplemente se da una distribucion de las frecuencias acu-
muladas y una distribucion de las frecuencias acumuladas porcentuales de la cantidad de caras. Hay que notar que las
entradas “Menor de 17, “Menor de 2”, etc., también podrian haber sido “Menor o igual a 0”, “Menor o igual a 1”,
etcétera.
La gréafica pedida se puede representar como en la figura 2-13 o la figura 2-14.

La figura 2-13 es mas natural para representar datos discretos, ya que el porcentaje de lanzamientos en el que
se obtienen dos caras es igual al porcentaje en el que habra menos de 1.75, 1.56 o 1.23 caras, es decir, es un mismo
porcentaje (18.2%) el que corresponde a todos estos valores (lo que se indica por la linea horizontal).
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Tabla 2.13
Cantidades porcentuales
de lanzamientos
Numero de lanzamientos (frecuencias acumuladas
Numero de caras (frecuencias acumuladas) porcentuales)

Menos de 0 0 0.0
Menos de 1 38 3.8
Menos de 2 182 18.2
Menos de 3 524 52.4
Menos de 4 811 81.1
Menos de 5 975 97.5
Menos de 6 1000 100.0

En la figura 2-14 se presenta la gréafica de frecuencias acumuladas, u ojiva; los datos se tratan como si fueran
continuos.
Obsérvese que las figuras 2-13 y 2-14 corresponden, respectivamente, a las figuras 2-11 y 2-12 del inciso a).

100 - - —

80 A

60

40 A

Porcentajes acumulados

20 A

0 1 2 3 4 5 6 7
Caras

Figura 2-13 MINITAB, funcién escalonada.
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Figura2-14 MINITAB, gréfica de frecuencias acumuladas.
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CURVAS DE FRECUENCIAS Y OJIVAS SUAVIZADAS

2.18

Las muestras de poblaciones tienen histogramas y poligonos de frecuencias con ciertas formas. Si las muestras
son muy grandes, los histogramas y los poligonos de frecuencias se aproximan a la distribucion de la poblacion.
Considérense dos distribuciones de frecuencias poblacionales. a) Considérese una maquina que llena unifor-
memente envases de refresco con una cantidad entre 15.9 y 16.1 onzas. Trazar la curva de frecuencias y deter-
minar qué porcentaje de los envases tiene mas de 15.95 onzas. b) Considérense estaturas de mujeres. Estas
estaturas tienen una distribucion de frecuencias poblacional que es simétrica o en forma de campana, en la que
el promedio es igual a 65 in y la desviacion estandar es igual a 3 in. (La desviacion estandar se estudia en un
capitulo posterior.) ;Qué porcentaje de las estaturas se encuentran entre 62 y 68 in, es decir, estan a no mas de
una desviacién estandar de la media? ;Qué porcentaje se encuentra a no mas de dos desviaciones estandar de
la media? ¢ Qué porcentaje se encuentra a no mas de tres desviaciones estandar de la media?

SOLUCION

En la figura 2-15 se muestra una curva de frecuencias uniforme. La region sombreada corresponde a los envases con mas
de 15.95 onzas. Obsérvese que la region abarcada por la curva de frecuencias tiene forma de rectangulo. El area bajo la
curva de frecuencias esta dada por largo x ancho, es decir (16.10 — 15.90) x 5 = 1. El &rea de la regién sombreada es
(16.10 — 15.95) x 5 = 0.75. Esto se interpreta como que 75% de los envases llenados tiene mas de 15.95 onzas.

En la figura 2-16 se muestra una curva de frecuencias en forma de campana o simétrica. En esta figura se muestran
en una region sombreada las estaturas a no mas de una desviacion estandar. Para calcular esta area es necesario hacer uso

Frecuencias
W

0 XXX '.
15.90 15.95 16.00 16.05 16.10
Lleno (onzas)

Figura2-15 MINITAB, curva de frecuencias uniforme que muestra llenado a mas de 15.95 onzas.
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0.08 1
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Altura (in)
Figura2-16 MINITAB, curva de frecuencias en forma de campana que muestra la altura
entre 62 y 68 in y sus frecuencias.
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del calculo. El area comprendida a no mas de una desviacién estandar es aproximadamente 68% de toda el area bajo la
curva. El area a no mas de dos desviaciones estandar es aproximadamente 95% de toda el area bajo la curva. El area a no
mas de tres desviaciones estandar es aproximadamente 99.7% de toda el area bajo la curva.

En capitulos posteriores se vera mas acerca de como encontrar areas bajo estas curvas.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

a) Disponga los nimeros 12, 56, 42, 21, 5, 18, 10, 3, 61, 34, 65 y 24 en una ordenacion, y b) determine el rango.

En la tabla 2.14 se presenta una distribucién de frecuencias de la cantidad de minutos por semana que ven television 400
estudiantes. De acuerdo con esta tabla, determinar:

a)
b)
c)
d)
€)
f)
9)
h)
i)

)

El limite superior de la quinta clase.

El limite inferior de la octava clase.

La marca de clase de la séptima clase.

Las fronteras de clase de la tltima clase.

El tamafio del intervalo de clase.

La frecuencia de la cuarta clase.

La frecuencia relativa de la sexta clase.

El porcentaje de estudiantes que no ven television mas de 600 minutos por semana.
El porcentaje de estudiantes que ven television 900 0 mas minutos por semana.

El porcentaje de estudiantes que ven television por lo menos 500 minutos por semana, pero menos de 1 000 minutos
por semana.

Tabla 2.14
Tiempo Numero de
(minutos) estudiantes
300-399 14
400-499 46
500-599 58
600-699 76
700-799 68
800-899 62
900-999 48
1 000-1 099 22
1100-1 199 6

Elaborar: a) un histograma y b) un poligono de frecuencias para la distribucion de frecuencias de la tabla 2.14.

Con los datos de la tabla 2.14 del problema 2.20, construir: a) una distribucion de frecuencias relativas, b) un histograma
de frecuencias relativas y ¢) un poligono de frecuencias relativas.
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Con los datos de la tabla 2.14, construir: a) una distribucion de frecuencias acumuladas, b) una distribuciéon acumulada
porcentual, ¢) una ojiva y d) una ojiva porcentual. (Obsérvese que a menos que se especifique otra cosa, una distribucion
acumulada es del tipo “menos que”.)

Repetir el problema 2.23, pero para el caso en que las frecuencias acumuladas sean del tipo “o mayor”.

Con los datos de la tabla 2.14, estimar el porcentaje de estudiantes que ven la television: a) menos de 560 minutos por
semana, b) 970 0 mas minutos por semana y c) entre 620 y 890 minutos por semana.

El diametro interno de las lavadoras producidas por una empresa se mide con una exactitud de milésimas de pulgada. Si las
marcas de clase de la distribucion de estos diametros dados en pulgadas son 0.321, 0.324, 0.327, 0.330, 0.333 y 0.336,
encontrar: a) la amplitud del intervalo de clase, b) las fronteras de clase y c¢) los limites de clase.

En la tabla siguiente se dan los didmetros en centimetros de una muestra de 60 balines fabricados en una empresa. Elaborar
una distribucion de frecuencias de los diametros empleando los intervalos de clase adecuados.

1.738 1.729 1.743 1.740 1.736 1.741 1.735 1.731 1.726 1.737
1.728 1.737 1.736 1.735 1.724 1.733 1.742 1.736 1.739 1.735
1.745 1.736 1.742 1.740 1.728 1.738 1.725 1.733 1.734 1.732
1.733 1.730 1.732 1.730 1.739 1.734 1.738 1.739 1.727 1.735
1.735 1.732 1.735 1.727 1.734 1.732 1.736 1.741 1.736 1.744
1.732 1.737 1.731 1.746 1.735 1.735 1.729 1.734 1.730 1.740

Con los datos del problema 2.27, construir: a) un histograma, b) un poligono de frecuencias, ¢) una distribucién de frecuen-
cias relativas, d) un histograma de frecuencias relativas, e) un poligono de frecuencias relativas, f) una distribucién de
frecuencias acumuladas, g) una distribucion acumulada porcentual, h) una ojiva, i) una ojiva porcentual.

Empleando los resultados del problema 2.28, determinar el porcentaje de balines cuyo diametro: a) es mayor que 1.732 cm,
b) no es mayor que 1.736 cm y c) esta entre 1.730 y 1.738 cm. Comparar los resultados con los obtenidos directamente a
partir de los datos en bruto del problema 2.27.

Repetir el problema 2.28 con los datos del problema 2.20.

De acuerdo con la Oficina de los Censos de Estados Unidos, en 1996 la poblacion de este pais era de 265 284 000. La tabla
2.15 da la distribucion porcentual en los diversos grupos de edad.

a) ¢Cual es la amplitud o el tamafio del segundo intervalo de clase? ;Y la del cuarto intervalo de clase?
b) ¢Cuantos tamafios distintos de intervalos de clase hay?
c) ¢Cuantos intervalos de clase abiertos hay?

d) ¢Cbémo se debera escribir el ltimo intervalo de clase de manera que su amplitud sea igual a la del pendltimo interva-
lo de clase?

e) ¢Cudl es la marca de clase del segundo intervalo de clase? ¢ Y la del cuarto intervalo de clase?

f) ¢Cuales son las fronteras de clase del cuarto intervalo de clase?

g) ¢Qué porcentaje de la poblacion tiene 35 afios 0 mas? ;,Qué porcentaje de la poblacion tiene 64 afios 0 menos?
h) ¢Qué porcentaje de la poblacion tiene entre 20 y 49 inclusive?

i)  ¢Qué porcentaje de la poblacion tiene mas de 70 afios?

a) ¢Por qué es imposible construir un histograma porcentual o un poligono de frecuencias con la distribucién de la tabla
2.15?

b) ¢Cdmo hay que modificar esta distribucion para que se pueda construir un histograma porcentual o un poligono de
frecuencias?

c) Usando la modificacion del inciso b), construir estas graficas.
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2.33

2.34

2.35

2.36

Tabla 2.15

Grupo de edad en afios % de Estados Unidos
Menos de 5 7.3
5-9 7.3
10-14 7.2
15-19 7.0
20-24 6.6
25-29 7.2
30-34 8.1
35-39 8.5
40-44 7.8
45-49 6.9
50-54 53
55-59 43
60-64 3.8
65-74 7.0
75-84 43
85 0 méas 1.4

Fuente: U.S. Bureau of the Census, Current Population Reports.

Con relacion a la tabla 2.15, supéngase que la poblacion total es 265 millones y que la clase “menos de 5” comprende a
nifios menores de 1 afio. Dar el nimero de individuos que hay en cada grupo, en millones, con una exactitud de una déci-

ma de millén.

a) Trazar un poligono de frecuencias porcentuales suavizado y una ojiva porcentual suavizada que correspondan a los
datos de la tabla 2.14.

b) Empleando los resultados del inciso a), estimar la probabilidad de que un estudiante vea menos de 10 horas de televi-
sion por semana.

c) Empleando los resultados del inciso a), estimar la probabilidad de que un estudiante vea 15 horas o0 mas de television
por semana.

d) Empleando los resultados del inciso a), estimar la probabilidad de que un estudiante vea menos de 5 horas de television
por semana.

a) Lanzar 50 veces cuatro monedas y tabular la cantidad de caras que obtiene en cada lanzamiento.

b) Elaborar una distribucion de frecuencias en la que se muestre la cantidad de lanzamientos en los que se obtuvo 0, 1,
2,3y 4 caras.

c) Elaborar la distribucion porcentual correspondiente al inciso b).

d) Comparar los porcentajes obtenidos con los tedricos, 6.25%, 25%, 37.5%, 25% y 6.25% (proporcionales a 1, 4, 6, 4,
y 1), que se obtienen por las reglas de la probabilidad.

e) Graficar las distribuciones de los incisos b) y c)

f) Trazar la ojiva porcentual correspondiente a los datos.

Repetir el problema 2.35 con 50 lanzamientos més de las cuatro monedas y ver si hay mayor coincidencia con lo que se
espera tedricamente. Si no es asi, dar los razonamientos que puedan explicar esas diferencias.
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INDICES O SUBINDICES

El simbolo, X; (que se lee “X subindice j”) representa cualquiera de los N valores Xy, X,, X3, ..., Xy que puede tomar
la variable X. A la letra j que aparece en X; representando a cualquiera de los nimeros 1, 2, 3,..., N se le Ilama subin-
dice o indice. En lugar de j se puede usar, por supuesto, cualquier otra letra, i, k, p, g 0's.

SUMATORIA

El simbolo Z,’il X; se emplea para denotar la suma de todas las X; desde j = 1 hasta j = N; por definicion,
N
X=X+ X+ X5+ + Xy
j=1
Cuando no puede haber confusion, esta suma se denota simplemente como 3 X, > X; 0 >, X;. El simbolo }_ es la
letra griega mayuscula sigma y denota suma.

N
EJEMPLO1 > XV, =X Y+ oY, + X3Y5+ -+ Xy Yy

J=1

N N
EJEMPLO2 > aX,=aX, +aX,+ - +aXy=aX;+ Xo+ -+ Xy) =a)_X;
j=1 j=1

donde a es una constante. O bien simplemente >~ aX = a3 X.

EJEMPLO 3 Si a, by c son cualesquiera constantes, entonces > (aX +bY —c¢Z)=a>. X+b>, Y —c¢>. Z. \Ver pro-
blema 3.3.

61
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PROMEDIOS O MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Un promedio es un valor tipico o representativo de un conjunto de datos. Como estos valores tipicos tienden a encon-
trarse en el centro de los conjuntos de datos, ordenados de acuerdo con su magnitud, a los promedios se les conoce
también como medidas de tendencia central.

Se pueden definir varios tipos de promedios; los mas usados son la media aritmética, la mediana, la moda, la media
geométrica y la media armdnica. Cada una de ellas tiene ventajas y desventajas de acuerdo con el tipo de datos y el
proposito de su uso.

LA MEDIAARITMETICA

La media aritmética, o brevemente la media, de un conjunto de N nimeros X;, X,, X, ..., X se denota asi: X (que se
lee “X barra™) y esta definida como

X,
J
o X+ XN+ X+ + Xy = > X
N N N
EJEMPLO 4 La media aritmética de los nimeros 8, 3,5, 12y 10 es
X’:8+3+5+12+10:¥:7.6

5 5

Si los numeros Xy, X,, ..., Xk se presentan f;, f,, ..., fx veces, respectivamente (es decir, se presentan con frecuencias
f, T, ..., f), SU media aritmética es

K
> X
X_f1X1+f2X2+~~~+fKXK j=1 ZfX_ZfX

fi fy+ -+ fg S N

fj

@

j=1
donde N = )" f es la suma de las frecuencias (es decir, la cantidad total de casos).

EJEMPLO 5 Si5, 8,6y 2 se presentan con frecuencias 3, 2, 4 y 1, respectivamente, su media aritmética es

F_ BT +@O +(1)@) _15+16+24+2
3+2+4+1 10 '

MEDIAARITMETICA PONDERADA

Algunas veces, a los nimeros Xy, X,,..., Xk se les asignan ciertos factores de ponderacion (0 pesos) Wy, Wy, ..., Wy,
que dependen del significado o importancia que se les asigne a estos nimeros. En este caso, a

o oW Xy wXo e we Xy Y wX

X = 3
Wi+ wy e+ wg Sw )

se le Ilama media aritmética ponderada. Obsérvese la semejanza con la ecuacion (2), la cual se puede considerar como
una media aritmética ponderada con pesos fi, f,, ..., f.

EJEMPLO 6 Si en una clase, al examen final se le da el triple de valor que a los exdmenes parciales y un estudiante obtiene 85
en el examen final, y 70 y 90 en los dos examenes parciales, su puntuacion media es
S (D)(70) 4+ (1)(90) 4 (3)(85) 415

X = =—=2383
1+1+3 5
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PROPIEDADES DE LA MEDIAARITMETICA

1. Enun conjunto de nimeros, la suma algebraica de las desviaciones de estos nimeros respecto a su media aritmeé-
tica es cero.

EJEMPLO 7 Las desviaciones de los nameros 8, 3, 5, 12 y 10 de su media aritmética, 7.6, son 8 — 7.6,3 — 7.6, 5 — 7.6,
12 - 76y 10 —7.6 0 bien 0.4, —4.6, —2.6, 4.4y 2.4, cuya suma algebraicaes 0.4 — 4.6 — 2.6 + 4.4 + 2.4 =0.

2. Enun conjunto de nimeros X;, la suma de los cuadrados de sus desviaciones respecto a un nimero a es un minimo
siy sélo sia= X (ver el problema 4.27).
3. Silamediade f; ntmeros es m;, la media de f, nimeros es m,, ..., la media de f, nimeros es m,, entonces la media
de todos estos nimeros es
o fimy +fomy - A+ frmg

R r— @

es decir, una media aritmética ponderada de todas las medias (véase el problemas 3.12).

4. Si se cree 0 se supone que un numero A (que puede ser cualquier nimero) es la media aritmeética y si d; = Xj — A
son las desviaciones de X; de A, entonces las ecuaciones (1) y (2) se convierten, respectivamente, en

N
> d

Foar L :A+%¥ 5)
>
fid
Foar T m a2 ©)
D/

N _ _
donde N = Zj:1 f; = > f. Obsérvese que las formulas (5) y (6) se resumen en la ecuacion X = A4 + d (ver
problema 3.18).

CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA PARA DATOS AGRUPADOS

Cuando se presentan los datos en una distribucion de frecuencias, se considera que todos los datos que caen en un
intervalo de clase dado coinciden con la marca o punto medio del intervalo. Para datos agrupados, interpretando a las
X; como las marcas de clase, a las f; como las correspondientes frecuencias de clase, a A como cualquier marca de clase
supuesta'y d; = X; — A como la desviacion de X; respecto de A, las formulas (2) y (6) son validas.

A los célculos empleando las formulas (2) y (6) se les suele conocer como método largo y método abreviado, res-
pectivamente (ver los problemas 3.15 y 3.20).

Si todos los intervalos de clase son de una misma amplitud c, las desviaciones d; = X; — A se pueden expresar como
cu;, donde u; puede tener valores enteros positivos o negativos o cero (es decir, 0, +1, +2, +3,...) con lo que la
formula (6) se convierte en

K
Z Jij
j=1

X =4
* N

o (Z2). -

lo que es equivalente a la ecuacion X = A4 + cii (ver problema 3.21). A esta ecuacion se le conoce como método codi-
ficado para calcular la media. Es un método muy breve recomendado para datos agrupados cuando los intervalos de
clase tienen todos la misma amplitud (ver problemas 3.22 y 3.23). Obsérvese que en el método codificado los valores
de la variable X se transforman en valores de la variable u de acuerdo con X = A + cu.
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LA MEDIANA

La mediana de un conjunto de nimeros acomodados en orden de magnitud (es decir, en una ordenacion) es el valor
central o la media de los dos valores centrales.

EJEMPLO 8 La mediana del conjunto de nimeros 3,4, 5,6, 8,8,8 y 10 es 6.
EJEMPLO 9 La mediana del conjunto de nimeros 5, 5, 7, 9, 11, 12, 15y 18 es %(9 + 11) = 10.

En datos agrupados, la mediana se obtiene por interpolacion, como se expresa por la formula

N
_ 5~ (2
Mediana = L; + | =——— | ¢ (8)
fmediana
donde L, = frontera inferior de la clase mediana (es decir, de la clase que contiene la mediana)

N = ndmero de datos (es decir, la frecuencia total)
(3> f), = suma de las frecuencias de todas las clases anteriores a la clase mediana
fmediana = frecuencia de la clase mediana

¢ = amplitud del intervalo de la clase mediana

Geométricamente, la mediana es el valor de X (abscisa) que corresponde a una recta vertical que divide al histo-
grama en dos partes que tienen la misma area. A este valor de X se le suele denotar X.

LA MODA

La moda de un conjunto de nimeros es el valor que se presenta con mas frecuencia; es decir, es el valor méas frecuen-
te. Puede no haber moda y cuando la hay, puede no ser Unica.

EJEMPLO 10 La moda del conjunto 2,2,5,7,9,9,9, 10, 10, 11, 12y 18 es 9.
EJEMPLO 11 El conjunto 3, 5, 8, 10, 12, 15 y 16 no tiene moda.
EJEMPLO 12 Elconjunto 2,3,4,4,4,5,5,7,7,7y 9 tiene dos modas, 4y 7, por lo que se le llama bimodal.

A una distribucién que sélo tiene una moda se le llama unimodal.

En el caso de datos agrupados, para los que se ha construido una curva de frecuencia que se ajuste a los datos, la
moda es el valor (o los valores) de X que corresponden al punto (0 puntos) maximos de la curva. A este valor de X se
le suele denotar X'

En una distribucién de frecuencia o en un histograma la moda se puede obtener mediante la férmula siguiente:

Moda = L, + (A1>c )

AL+ A,
donde L, = frontera inferior de la clase modal (es decir, de la clase que contiene la moda)
A, = exceso de frecuencia modal sobre la frecuencia en la clase inferior inmediata
A, = exceso de frecuencia modal sobre la frecuencia en la clase superior inmediata
¢ = amplitud del intervalo de la clase modal

RELACION EMPIRICA ENTRE LA MEDIA, LA MEDIANAY LA MODA

En las curvas de frecuencias unimodales que son ligeramente sesgadas (asimétricas), se tiene la relacién empirica
siguiente:
Media — moda = 3(media — mediana) (10)
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En las figuras 3-1 y 3-2 se muestran las posiciones relativas de la media, la mediana y la moda en curvas de fre-
cuencias sesgadas a la derecha o a la izquierda, respectivamente. En las curvas simétricas, la media, la mediana y la
moda coinciden.

* * *

6 Moda Mediana Media

Figura3-1 Posiciones relativas de la media, la mediana y la moda en curvas de frecuencias sesgadas a la derecha.

%

0 Media Mediana Moda

Figura. 3-2  Posiciones relativas de la media, la mediana y la moda en curvas de frecuencias sesgadas a la izquierda.

LA MEDIA GEOMETRICAG

La media geométrica G de N ndmeros positivos Xy, X,, Xs, ..., Xy €s la raiz n-ésima del producto de los nimeros:
G=VXXX; Xy (11)

EJEMPLO 13 La media geométrica de los nimeros 2, 4y 8 es G =1/(2)(4)(8) =v/64 = 4.

G se puede calcular empleando logaritmos (ver problema 3.35) o usando una calculadora. Para la media geométri-
ca de datos agrupados, ver los problemas 3.36 y 3.91.

LA MEDIAARMONICAH

La media armonica H de un conjunto de N nimeros X,, X,, Xs,..., Xy €s el reciproco de la media aritmética de los
reciprocos de los nimeros:

(12)
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En la préctica es mas facil recordar que

1
l_Zx 1o 13
H N N“X (13)

EJEMPLO 14 La media armonica de los nimeros 2, 4y 8 es

H= = 2 =343
3
Para la media arménica de datos agrupados ver los problemas 3.99 y 3.100.

RELACION ENTRE LAS MEDIAS ARITMETICA, GEOMETRICAY ARMONICA

La media geométrica de un conjunto de ndmeros positivos X;, X,, ..., Xy €s menor o igual que su media aritmética,
pero mayor o igual que su media armdnica. En simbolos,

H<G<X (14)

La igualdad es vélida s6lo cuando todos los nimeros X, X,, ..., Xy son idénticos.

EJEMPLO 15 La media aritmética de los nimeros 2, 4y 8 es 4.67, su media geométrica es 4 y su media arménica es 3.43.

LA RAIZ CUADRADA MEDIA

La raiz cuadrada media (RCM) o media cuadratica de un conjunto de nimeros X;, X,,..., X\ suele denotarse e y
se define

RCM == VX2 =

(15)

Este tipo de promedio suele usarse en aplicaciones fisicas.

EJEMPLO 16 La raiz cuadrada media del conjunto 1, 3, 4,5,y 7 es

12 2 42 2 2
\/ +3 +5+5 7 _ o4

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

En un conjunto de datos en el que éstos se hallan ordenados de acuerdo con su magnitud, el valor de en medio (o la
media aritmética de los dos valores de en medio), que divide al conjunto en dos partes iguales, es la mediana. Continuando
con esta idea se puede pensar en aquellos valores que dividen al conjunto de datos en cuatro partes iguales. Estos
valores, denotados Q,, Q, y Q son el primero, segundo y tercer cuartiles, respectivamente; el valor Q, coincide con
la mediana.

De igual manera, los valores que dividen al conjunto en diez partes iguales son los deciles y se denotan D;,
D,,..., Dy, y los valores que dividen al conjunto en 100 partes iguales son los percentiles y se les denota P, P,, ...,
Pgo. El quinto decil y el percentil 50 coinciden con la mediana. Los percentiles 25 y 75 coinciden con el primero y
tercer cuartiles, respectivamente.

A los cuartiles, deciles, percentiles y otros valores obtenidos dividiendo al conjunto de datos en partes iguales se
les llama en conjunto cuantiles. Para el calculo de estos valores cuando se tienen datos agrupados ver los problemas
3.44 a 3.46.
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EJEMPLO 17 Utilizar EXCEL para hallar Q;, Q,, Q3, Dg y Pgs, €n la muestra siguiente de puntuaciones.

88 45 53 86 33 8 8 30 89 53 41 96 56 38 62
71 51 86 68 29 28 47 33 37 25 36 33 94 73 46
42 34 79 72 88 99 82 62 57 42 28 55 67 62 60
96 61 57 75 93 34 75 53 32 28 73 51 69 91 35

Para encontrar el primer cuartil, ingrese los datos en los primeros 60 renglones de la columna A de la hoja de
calculo de EXCEL. Después, dé el comando =PERCENTILE(A1:A60,0.25). EXCEL da el valor 37.75. Se encuentra
que 15 de los 60 valores, o el 25%, son menores que 37.75. De igual manera =PERCENTILE(A1:A60,0.5) da 57,
=PERCENTILE(A1:A60,0.75) da 76, =PERCENTILE(A1:A60,0.9) da 89.2, =PERCENTILE(A1:A60,0.95) da 94.1.
EXCEL da los cuartiles, deciles y percentiles expresados como percentiles.

A continuacién se describe un algoritmo que suele emplearse para hallar cuartiles, deciles y percentiles. Primero
se ordenan los datos del ejemplo 17 de acuerdo con su magnitud; el resultado es:

Puntuaciones de examen

25 28 28 28 29 30 32 33 33 33 34 34 35 36 37
38 41 42 42 45 46 47 51 51 53 53 53 55 56 57
57 60 61 62 62 62 67 68 69 71 72 73 73 75 75
79 82 8 86 86 86 88 88 89 91 93 94 96 96 99

Supdngase que se quiere encontrar el primer cuartil (que es el percentil 25). Se calcula i = np/100 = 60(25)/100
= 15. Como 15 es un nimero entero, se saca el promedio de los datos en las posiciones 15y 16 de los datos ordenados
de menor a mayor. Es decir, se promedian 37 y 38 y se obtiene 37.5 como primer cuartil (Q, = 37.5). Para hallar el
percentil 93, se calcula np/100 = 60(93)/100 y se obtiene 55.8. Como este nimero no es un entero, se redondea hacia
arriba y se obtiene 56. EI nimero que ocupa la posicion 56 en los datos ordenados es 93 y Pg; = 93. El comando de
EXCEL =PERCENTILE(A1:A60,0.93) da 92.74. Obsérvese que con EXCEL no se obtienen los mismos valores para
los percentiles, pero si valores cercanos. A medida que los conjuntos de datos son mayores, tienden a obtenerse los
mismos valores.

SOFTWARE Y MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL

Todos los paquetes de software utilizados en este libro dan las estadisticas descriptivas vistas en esta seccion. A con-
tinuacion se presentan los resultados que se obtienen con estos cinco paquetes empleando las puntuaciones de examen
del ejemplo 17.

EXCEL

Seleccionando la secuencia “Tools = Data Analysis = Descriptive Statistics”, se obtienen las medidas de tendencia
central mediana, media y moda, asi como varias medidas de dispersion.

Media 59.16667
Error tipico 2.867425
Mediana 57
Moda 28
Desviacién estandar 22.21098
Varianza de la muestra 493.3277
Curtosis -1.24413
Coeficiente de asimetria 0.167175
Rango 74
Minimo 25
Maximo 99
Suma 3550

Cuenta 60
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MINITAB

Si se selecciona la secuencia “Stat = Basic Statistics = Display Descriptive Statistics”, como resultado se obtiene:

Estadistica descriptiva: calificacion de examen

Variable N N* Media SE media Desv est Minimo Q1 Mediana Q3 Maxima
Punt examen 60 0 59.17 2.87 22.21 25.00 37.25 57.00 78.00 99.00
SPSS

Si se selecciona la secuencia “Analyze = Descriptive Statistics = Descriptives”, como resultado se obtiene:

Estadistica descriptiva

Desviacion
N Minimo Maximo Media estandar
Puntuacién de examen 60 25.00 99.00 59.1667 22.21098

N valida 60

SAS

Si se selecciona la secuencia “Solutions = Analisis = Analyst” y los datos se leen como un archivo, seleccionando
la secuencia *“Statistics = Descriptive = Summary Statistics”, se obtiene como resultado:

The MEANS Pr ocedur e
Anal ysi s Variabl e: Testscr

Mean St d Dev N M ni mum Maxi mum
Frfffffffffffffffefffeffffeffffeefffeefffeeffeefffeefffeefffefffeeffreefefeees
59. 1666667 22.2109811 60 25. 0000000 99. 0000000

PR ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffeffeeoafe

STATISTIX

Si se selecciona la secuencia “Statistics = Summary Statistics = Descriptive Statistics” del paquete STATISTIX,
como resultado se obtiene:

Statistix 8.0
Descriptive Staistics

Testscore
N 60
Mean 59. 167
SD 22.211
M ni mum 25. 000
1st Quarti 37. 250
3rd Quarti 78. 000

Maxi mum 99. 000
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PROBLEMAS RESUELTOS
SUMATORIA

3.1  Escribir los términos de cada una de las sumas siguientes:

6 3
a > X ) Y a e > (X—a)
‘ j=1

SOLUCION

a) X +Xo 4+ X+ X+ X5+ X

b) (¥ =3+ (¥, =3+ (Y3 =3 + (Y4 3)

¢ a+a+a+---+a=Na

d) AXi+L6X + 16X+ fa Xy +15X5

e) Xi—a+X—-a)+X—a)=X+X,+X;-3a

3.2 Expresar cada una de las sumas siguientes empleado el simbolo de sumatoria.

Q) Xi+X5+X5+-+ X7

b) (Xi+Y)+ X+ Ya)+--+ (Xg+ Ys)
©)  fiXi +HX 4+ X

d) a\by +aby +azbs + - +ayby

&) XY +LXNY+ XY+ XY,

SOLUCION
10 20 4
a) » X 0 24X & Y. XY
j=1 J=1 J=1
8 N
b >+ ) d) Y ab
j=1 =1

33  Probarque Y (aX; +bY; —cZ) =a> ) X;+ b3, ¥, — ¢S, Z;, donde a, by ¢ son constantes.

SOLUCION

N
(aX; +bY; — cZ;) = (aX| + bY| — cZy) + (aX, + DY, —cZy) +-- -+ (aXy + bYy — cZy)

Jj=1

=(aXi+aXo+ - +aXy)+ (bY, +bY,+ -+ bYy) = (cZ| +cZy+ -+ cZy)
=aX) + Xy + A+ Xy) + bV + Yot + Yy) —e(Zi + Zy+ - + Zy)

N N N
=a) X +bY Y,—c} 7
J=1 J=1 j=1

o brevemente, > (aX +bY —cZ)=ad>. X +b>. Y —c> . Z.
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3.4 Dos variables, X y Y toman los valores X; = 2, X, = =5, X;=4,X,=-8y Y, = -3, Y, = -8, Y; =10,

Y, = 6, respectivamente. Calcular a) S°X, b) 37Y, ¢) S°XY, d) X% e) SSYZ 1) (°X)(3Y), 9) XY 2y
h) X+ Y )(X — Y).

SOLUCION

Obsérvese que en todos los casos se ha omitido en X y Y el subindice j y que la >_ se entiende como Z] 1 Por lo tanto, por
ejemplo > X es abreviacion de Z

8 YX=@2Q)+(-5+@A+ (-8 =2-5+4-8=-7

b) S Y=(-3)+ (-8 +(10)+(6)=-3-8+104+6=35

c) S XY =(2)(=3)+ (=5)(—8) + (4)(10) + (—8)(6) = —6 + 40 + 40 — 48 = 26

d) X =2+ (=57 + (@) +(~8)> =4 +25+ 16+ 64 = 109

e) S Y =(=3)"+(=8)"+ (10)> + (6)* =9 + 64 + 100 + 36 = 209

f)y X)) Y)=(-7)(5) = —35, de acuerdo con los incisos a) y b). Obsérvese que (3 X)(>_Y) # > XY

0 LAY = (2)(=3) + (=5)(=8)* + (4)(10)* + (~8)(6)> = ~190

h SX+N)X-—Y)=> (X -y =S x> —3 ¥* =109 — 209 = —100, de acuerdo con los incisos d) y e).

3.5  Enunanotade USA Today se informa que el promedio de impuestos, per capita, recolectados en 2005, en todo
Estados Unidos, fue de $2 189.84. Esta cantidad se desglosa asi: ventas e ingresos, $1051.42; ingreso, $875.23;
licencias, $144.33; otros, $80.49, y propiedades, $38.36. Usando EXCEL, demostrar que la suma es igual a $2
189.84.

SOLUCION

5
Obsérvese que la expresion =sum(A1:A5) es equivalente a Z X,
=

1051.42 ventas e ingresos
875.23 ingreso
144.33 licencias
80.49 otros
38.36 propiedades
2 189.83 =sum(A1:A5)

LA MEDIAARITMETICA

3.6 Las calificaciones de un estudiante en seis exdmenes fueron 84, 91, 72, 68, 87 y 78. Hallar la media aritmética
de estas calificaciones.

SOLUCION

P XX 84491472468 +87478 480
TN 6 T 6

El término promedio suele emplearse como sindnimo de media aritmética. Sin embargo, estrictamente hablando, esto no
es correcto, ya que ademas de la media hay otros promedios.

3.7 Uncientifico mide diez veces el diametro de un cilindro y obtiene los valores 3.88, 4.09, 3.92, 3.97, 4.02, 3.95,
4.03, 3.92, 3.98 y 4.06 centrimetros (cm). Hallar la media aritmética de estas mediciones.
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SOLUCION

j DX 3.884+4.09+3.92+3.97+4.02+3.95+4.03+3.92+3.98+4.06 39.82

~ 10 10 =3.98cm

En el siguiente resultado obtenido con MINITAB se muestra la cantidad de tiempo por semana que 30 personas
estuvieron empleando en Internet, asi como la media de estas cantidades. ¢Podria decirse que este promedio es
tipico de las 30 cantidades?

MTB > print cl

Muestra de datos

tiempo

3 4 4 5 5 5 5 5 5 6
6 6 6 7 7 7 7 7 8 8
9 10 10 10 10 10 10 12 55 60

MTB > mean cl
Media de la columna
Mean of time = 10.400

SOLUCION
Esta media de 10.4 horas no es tipica de estas cantidades. Obsérvese que 21 de estas cantidades son de un solo digito y que

la media es 10.4 horas. Una gran desventaja de la media es que es fuertemente afectada por valores atipicos (o valores
extremos.)

Encontrar la media aritmética de los nimeros 5, 3, 6,5, 4,5, 2,8,6,5,4,8,3,4,5,4,8,2,5y 4.
SOLUCION
Primer método

X_ZX_5+3+6+5+4+5+2+8+6+5+4+8+3+4+5+4+8+2+5+4_96_48
TN 20 20

Segundo método

Hay las siguientes cantidades: seis 5, dos 3, dos 6, cinco 4, dos 2 y tres 8. Por lo tanto

P XSX_SX_(6))+Q)B) +)6) + () + Q) +3)B) _% _,
Sf N 6+2+2+5+2+3 20

De 100 nameros, 20 fueron 4, 40 fueron 5, 30 fueron 6 y los restantes fueron 7. Encuéntrese la media aritmé-
tica de estos nimeros.

SOLUCION

g2 SX /X (200(4) + (40)(5) + (30)(6) + (10)(7) _ 530 _ .
>f N 100 T

Las calificaciones finales de un estudiante en matematicas, fisica, inglés e higiene son, respectivamente, 82,
86, 90y 70. Si los créditos en cada uno de estos cursos son 3, 5, 3y 1, determinar la correspondiente calificacion
promedio.
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3.12

3.13

3.14

SOLUCION

Se emplea la media aritmética ponderada, en donde los pesos que corresponden a cada puntuacion son los créditos que les
corresponden. Asi,

7 SwX _ (3)(82) + (5)(86) 4 (3)(90) + (1)(70)

= =38
Sw 3454341 >

En una empresa en la que hay 80 empleados, 60 ganan $10.00 por hora y 20 ganan $13.00 por hora.

a) Determinar el sueldo medio por hora.

b) En el inciso a), ¢se obtiene la misma respuesta si los 60 empleados tienen un salario promedio de $10.00
por hora? Probar la respuesta.

c) ¢Se considera que este salario medio por hora es representativo?

SOLUCION
a)

/X (60)($10.00) + (20)(813.00)

X N 50120 = $10.75

b) Si, el resultado es el mismo. Para probar esto supongase que la media de f; nimeros es m; y que la media de f, nime-
ros es m,. Hay que demostrar que la media de todos estos nimeros es

¥ :flml +/omy
hi+h
Sea M, la suma de los f; nimeros y M, la suma de los f, nimeros. Entonces, por definicion de media aritmética,
M, M,
my = T y my = 7
o M, =fm; y M, = f,m,. Como todos los (f; + f,) nimeros suman (M, + M,), la media aritmética de todos estos

nlmeros es
7_ M, + M, :flml + fam,
Si+/ Ji+/

como se deseaba. Este resultado se puede ampliar facilmente.

c) Sepuede decir que $10.75 es un salario “representativo” por hora en el sentido de que la mayor parte de los empleados
gana $10.00 por hora, lo que no se aleja mucho de $10.75 por hora. Se debe recordar que siempre que se resuman
datos numéricos en un solo dato (como en un promedio) es posible que se cometa algun error. Sin embargo, el resul-
tado desorienta tanto como en el problema 3.8

En realidad, para tener una mejor idea se debe dar una estimacion de la “dispersion” o “variacion” de los datos
con respecto a la media. A esto se le llama dispersion de los datos. En el capitulo 4 se dan varias medidas de disper-
sion.

Los pesos medio de cuatro grupos de estudiantes que constan de 15, 20, 10 y 18 individuos son 162, 148, 153
y 140 libras, respectivamente. Encuentre el peso medio de todos los estudiantes.

SOLUCION

S (15)(162) + (20)(148) + (10)(153) + (18)(140)
S 15+20 + 10 + 18

X =1501b

El ingreso medio anual de trabajadores agricolas y no agricolas es $25 000 y $35 000, respectivamente; el
ingreso medio anual de los dos grupos sera $30 000?
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SOLUCION

Seria $30 000 Unicamente si la cantidad de trabajadores agricolas y no agricolas fuese la misma. Para determinar el verda-
dero ingreso medio anual se necesita saber cual es la cantidad relativa de trabajadores en cada grupo. Supéngase que 10%
de los trabajadores son trabajadores agricolas. En ese caso la media sera (0.10)(25 000) + (0.90)(35 000) = $34 000. Si la
cantidad de trabajadores de ambos tipos es la misma, la media sera (0.50)(25 000) + (0.50)(35 000) = $30 000.

Usando la distribucién de frecuencias de las estaturas que se presenta en la tabla 2.1, hallar la estatura media
de los 100 estudiantes de la universidad XYZ.

SOLUCION

En la tabla 3.1 se presentan los datos organizados para hacer los célculos. Obsérvese que como estatura de los estudiantes
que miden de 60 a 62 pulgadas (in), de 63 a 65 in, etc., se toman 61 in, 64 in, etc., respectivamente. Entonces, el problema
se reduce a encontrar la estatura media de 100 estudiantes si 5 tienen una estatura de 61 in, 18 tienen una estatura de 64 in,
etcétera.

Estos calculos pueden resultar tediosos, en especial en los casos en que los nimeros son grandes y se tienen muchas
clases. Existen técnicas abreviadas para reducir el trabajo; ver los problemas 3.20 y 3.22.

Tabla 3.1
Estatura (in) Marcas de clase (X) Frecuencias ( f) X
60-62 61 5 305
63-65 64 18 1152
66-68 67 42 2814
69-71 70 27 1890
72-74 73 8 584
N=> f=100 > fX=6745

,_ZfX_ZfX76745_ .
X = Zf_ N = 100—67.451n

PROPIEDADES DE LA MEDIAARITMETICA

3.16

3.17

Probar que la suma de las desviaciones de Xy, X,, ..., Xy respecto a su media X es igual a cero.

SOLUCION
Seand, =X, —X,d, =X, — X,...,dy = Xy — X las desviaciones de X;, X,,..., Xy de su media, X. Entonces

La suma de las desviaciones =" d; = > (X; — X) = > X; - NX

—x - N (EL) -T2 x -0

donde se usa > en vez de Z,-N=1- Si se desea, también se puede omitir el subindice j de X; siempre que éste se sobreentienda.

=~

SiZi =X, +Y,Z,=X,+Y5,....,Zy =Xy + Yy, probarque Z = X +

SOLUCION
Por definicion

oYX .Yy . Yz
goxX y_xY S _3Z
N N N
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Por lo tanto Z = +7Y

SZ_SWHY)_SXEYY X RV o
N N N N N

N

en donde los subindices de X, Y y Z se han omitido y donde > significa Z, I

3.18 a) Silas desviaciones de N numeros X;, X,,..., Xy de un nimero cualquiera A estan dadas por d, = X; — A,
d, =X, —A,...,dy= Xy — A, respectivamente, probar que

N
>4

¥ SR L

X=4
* N N
b) En caso de que Xy, X,,..., Xk tengas frecuencias respectivas f;, f,,..., fxyyqued; = X; — A, ...,
dg = Xk — A demostrar que en lugar del resultado del inciso a) se tiene

K

> Sid; > X
- j=1

X=AtG—=A+=—  donde Zf,:zf:zv
ff J=

j=1
SOLUCION

a) Primer método
Ya que d; = X; — Ay que X; = A + d, se tiene

ZX;_Z(Aer,-)_ZA+Zd_/-_NA+Zd,-_A+Zd,-
N N B N n N n N

X =

donde se usa > en lugar de Zszl para abreviar.
Segundo método

Se tiene d = X — A 0 bien X = A + d, omitiendo los subindices de d y X. Por lo tanto, de acuerdo con el problema
3.17,

VOSSN S hATd) S A S A S+ S 1,

b) X/:.I
N N N N

_ANES S S0, TS
- N o N N

Obsérvese que formalmente este resultado se obtiene del inciso a) sustituyendo d; por f; d; y sumando desde j = 1 hasta
K en lugar de desde j = 1 hasta N. El resultado es equivalente a X = A4 +d, donde d = (3_ fd)/N.

CALCULO DE LAMEDIAARITMETICAA PARTIR DE DATOS AGRUPADOS

3.19 Emplee el método del problema 3.18a) para hallar la media aritmética de los nimeros 5, 8, 11, 9, 12, 6, 14 y
10, eligiendo como “media supuesta” A los valores a) 9 y b) 20.
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SOLUCION

a) Las desviaciones de los nimeros dados respecto al 9 son —4, —1, 2,0, 3, —3,5y 1, y la suma de las desviaciones es
>d=-4—-14+2+0+3—-3+5+1=23.Porlotanto

X = A+Zd79+%:9.375
b) Las desviaciones de los nimeros dados, respecto al 20, son —15, —12, —9, —11, —8, —14, -6y —10y > d = —85
Por lo tanto,
> d (—85)
X=4 =2 A
+=— ~ 0+ 3 =9.375

Emplee el método del problema 3.18b) para hallar la media aritmética de las estaturas de 100 estudiantes de la
universidad XYZ (ver problema 3.15).

SOLUCION

Para facilitar los calculos pueden organizarse los datos como en la tabla 3.2. Como media supuesta A se toma la marca de
clase 67 (que corresponde a la clase con mayor frecuencia), aunque para A se puede tomar cualquier marca de clase.
Obsérvese que de esta manera los calculos son mas sencillos que en el problema 3.15. Para simplificar ain mas el trabajo,
se puede proceder como en el problema 3.22, donde se hace uso de que todas las desviaciones (columna 2 de la tabla 3.2)
son multiplos enteros de la amplitud del intervalo de clase.

Tabla 3.2
Desviacion
Marcas de clase (X) d=X-A Frecuencias () fd
61 —6 5 -30
64 -3 18 —54
A— 67 0 42 0
70 3 27 81
73 6 8 48
N=> f=100 > fd=45
2 fd_ o 45
X=4+=— N 674—100 67.45 in

Con d; = X; — A se denotan las desviaciones de las marcas de clase X;, de una distribucion de frecuencias,
respecto a una marca de clase dada A. Mostrar que si todos los intervalos de clase son de una misma amplitud
¢, entonces: a) todas las desviaciones son mdltiplos de c (es decir, d; = cu; donde u; = 0, £1, £2,...) y b) que
la media aritmética se puede calcular empleando la formula

x—a (B

SOLUCION

a) Lo pedido queda ilustrado en la tabla 3.2 del problema 3.20, donde en la columna 2 se observa que todas las desvia-
ciones son multiplos de la amplitud del intervalo de clase ¢ = 3 in.
Para ver que esto es valido en general, obsérvese que si X;, X5, X5, ... son marcas de clase sucesivas, la diferen-
cia entre ellas sera igual a ¢, de manera que X, = X; + ¢, X3 = X; + 2¢, y en general, X; = X; + (j — 1)c. Entonces,
la diferencia entre cualesquiera dos marcas de clase, por ejemplo, X,y X, sera

X, - X,=Xi+@-D-[Xi+(g—1)]=(p—q)c

que es un multiplo de c.
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b) De acuerdo con el inciso a), las desviaciones de todas las marcas de clase respecto a una marca de clase dada son
multiplos de c (es decir, d; = cu;). Entonces, usando el problema 3.18b), se tiene

Coa DI B Sl (S8,

Obsérvese que esto es equivalente a X = A + cii, lo que se obtiene de X = 4 + d sustituyendo d = cu y obser-
vando que d = cu (ver problema 3.18).

3.22 Emplee los resultados del problema 3.21b) para hallar la estatura media de los 100 estudiantes de la universidad
XYZ (ver problema 3.20).

SOLUCION

Para facilitar los calculos pueden organizarse los datos como en la tabla 3.3. A este método de le Illama método de compi-
lacion y se recomienda usarlo siempre que sea posible.

Tabla 3.3
X u f fu
61 -2 5 -10
64 -2 18 -18
67 0 42 0
A4—
70 1 27 27
73 2 8 16
N =100 > fu=15

_ 15 .
X=4+ (¥>C=67+ (ﬁ>(3) =67.45in

3.23  Calcule el salario medio semanal de los 65 empleados de la empresa P&R a partir de la distribucion de frecuen-
cias de la tabla 2.5, empleando: a) el método largo y b) el método codificado.

SOLUCION

En las tablas 3.4 y 3.5 se dan las soluciones de a) y b), respectivamente.

Tabla 3.4 Tabla 3.5
X f fX X u f fX
$255.00 8 $2 040.00 $255.00 A 8 -16
265.00 10 2 650.00 265.00 -1 10 -10
275.00 16 4 400.00 A-— 275.00 0 16 0
285.00 14 3990.00 285.00 1 14 14
295.00 10 2 950.00 295.00 2 10 20
305.00 5 1525.00 305.00 3 5 15
315.00 2 630.00 315.00 4 2 8
N =65 > X =$18185.00 N = 65 > fu=31
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Puede suponerse que estas tablas introducen un error, ya que en realidad las marcas de clase son $254.995, $264.995,
etc., y no $255.00, $265.00, etc. Sin embargo, con las marcas de clase de la tabla 3.4, X resulta ser $279.76 en lugar de
$279.77, lo que es una diferencia despreciable.

Y /X $18185.00

v _ v VAV 31 _
X N 55 = $279.77 X=A4+ ( N ¢ =$275.00 + 65 ($10.00) = $279.77
3.24 Empleando la tabla 2.9d), hallar el salario medio de los 70 empleados de la empresa P&R.
SOLUCION
En este caso, los intervalos de clase no son todos de la misma amplitud, por lo que se tiene que usar el método largo, como
se muestra en la tabla 3.6
Tabla 3.6
X u fX
$255.00 8 $2 040.00
265.00 10 2 650.00
275.00 16 4 400.00
285.00 15 4 275.00
295.00 10 2 950.00
310.00 8 2 480.00
350.00 3 1 050.00
N=70 > fX =$19845.00
o > /X $19845.00
X = N = 7 = $283.50
LA MEDIANA
3.25 Enlos resultados de MINITAB, a continuacion, se presenta el tiempo, por semana, que 30 usuarios de Internet

pasaron haciendo busquedas, asi como la mediana de estos 30 tiempos. Verificar la mediana. ;Se considera que
este promedio es tipico (representativo) de estos 30 tiempos? Comparense los resultados con los hallados en el
problema 3.8.

MTB > print cl

Muestra de datos

tiempo

3 4 4 5 5 5 5 5 5 6
6 6 6 7 7 7 7 7 8 8
9 10 10 10 10 10 10 12 55 60

MTB > median cl
Mediana de columna
Median of time = 7.0000

SOLUCION

Obsérvese que los dos valores de en medio son 7 y que la media de estos dos valores de en medio es 7. En el problema 3.8
se encontro que la media es 10.4 horas. La mediana es mas tipica (representativa) de estos tiempos que la media.
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3.26

3.27

3.28

En los cajeros automaticos de cinco lugares de una ciudad grande, se registro la cantidad de transacciones por
dia. Los datos fueron 35, 49, 225, 50, 30, 65, 40, 55, 52, 76, 48, 325, 47, 32 y 60. Encontrar: a) la cantidad
mediana de transacciones y b) la cantidad media de transacciones.

SOLUCION

a) Los datos ordenados de menor a mayor son 30, 32, 35, 40, 47, 48, 49, 50, 52, 55, 60, 65, 76, 225 y 325. Como la
cantidad de datos es un nimero non, sélo hay un valor de enmedio, 50, que es la mediana buscada.
b) Lasuma de los 15 valores es 1 189. La media es 1 189/15 = 79.257.
Obsérvese que a la mediana no le afectan los dos valores extremos 225 y 325, en tanto que a la media si.
En este caso, la mediana es un mejor indicador de la cantidad promedio de transacciones diarias en los cajeros auto-
maticos.

Si en una ordenacion se tienen: a) 85 y b) 150 nimeros, ;cOmo se encuentra la mediana de estos nimeros?

SOLUCION

a) Como 85 es un numero non, sélo hay un valor de en medio, habiendo 42 nlimeros mayores que él y 42 numeros
menores que €l. Por lo tanto, la mediana es el nimero que ocupa la posicion 43 de la ordenacion.

b) Como 150 es un nimero par, hay dos valores de en medio con 74 nimeros menores que ellos y 74 nimeros mayores
que ellos. Los dos nimeros de en medio son los nimeros en las posiciones 75 y 76 de la ordenacién; su media aritmé-
tica es la mediana buscada.

A partir de los datos del problema 2.8, encontrar el peso mediano de los 40 estudiantes de la universidad esta-
tal empleando: a) la distribucién de frecuencias dada en la tabla 2.7 (reproducida aqui como tabla 3.7) y b) los
datos originales.

SOLUCION

a) Primer método (empleando la interpolacion)
Se supone que los pesos de la tabla 3.7 estan distribuidos de manera continua. En ese caso, la mediana es un peso
tal que la mitad del total de las frecuencias (40/2 = 20) quede por encima de él y la mitad del total de las frecuencias
quede por debajo de él.

Tabla 3.7
Peso (Ib) Frecuencias
118-126 3
127-135 5
136-144 9
145-153 12
154-162 5
163-171 4
172-180 2
Total 40

La suma de las tres primeras frecuencias de clase es 3 + 5 + 9 = 17. Por lo tanto, para dar la frecuencia 20, que es la busca-
da, se necesitan tres mas de los 12 casos que pertenecen a la cuarta clase. Como el cuarto intervalo de clase, 145-153,



3.29

PROBLEMAS RESUELTOS 79

en realidad corresponde a los pesos desde 144.5 hasta 153.5, la mediana debe encontrarse a 3/12 entre 144.5 y 153.5, es
decir, la mediana es

144.5 + % (153.5 — 144.5) = 144.5 + 13—2(9) =146.8 1b

Segundo método (empleando la férmula)

Como las sumas de las primeras tres clases y de las primeras cuatro clases son, respectivamente, 3 +5 + 9 =17y
3+ 5+ 9+ 12 = 29, la mediana se encuentra en la cuarta clase, que es, por lo tanto, la clase mediana. Entonces.

L, = frontera inferior de clase de la clase mediana = 144.5
N = nGmero de datos = 40
(3> /'), = suma de las frecuencias de todas las clases anteriores a la clase mediana =3 +5 + 9 = 17
fnediana = frecuencia de la clase mediana = 12
¢ = amplitud del intervalo de la clase mediana = 9

y por lo tanto

N/2— f 40/2 — 1
Mediana = L, + (%)C = 1445+ (%) (9) =146.8 Ib
mediana

b) Dispuestos en una ordenacidn, los pesos originales son
119, 125, 126, 128, 132, 135, 135, 135, 136, 138, 138, 140, 140, 142, 142, 144, 144, 145, 145, 146
146, 147, 147, 148, 149, 150, 150, 152, 153, 154, 156, 157, 158, 161, 163, 164, 165, 168, 173, 176
La mediana es la media aritmética de los pesos en las posiciones 20 y 21 de esta ordenacion y es igual a 146 Ib.

En la figura 3-3 se muestra una representacion de tallo y hoja que proporciona el nimero de muertes en acci-
dentes de transito en 2005 relacionados con el alcohol en los 50 estados y Washington, D.C.

Representacién de tallo y hoja: Muertes

Representacion de tallo y hoja: Muertes N = 51

Leaf Unit = 10

14 0 22334556667889
23 1 122255778
) 2 0334689
21 3 124679

15 4 22669

10 5 012448

4 6 3

3 7

3 8

3 9

3 10

3 11

3 12

3 13

3 14 7

2 15 6

1 16

1 17 1

Figura 3-3 MINITAB, representacion de tallo y hoja de las muertes en accidentes
de trénsito relacionados con el alcohol.

Encontrar la media, la mediana y la moda de las muertes relacionadas con el alcohol dadas en la figura 3-3.
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3.30

SOLUCION

La cantidad de muertes va de 20 a 1 710. La distribucion es bimodal. Las dos modas son 60 y 120. Ambas se presentan tres
veces.

Laclase (7) 2 0334689 es la clase mediana. Es decir, la mediana se encuentra en esta clase. La mediana es
el dato de en medio o el dato que ocupa la posicion 26 en la ordenacion. El dato en la posicion 24 es 200, el dato en la
posicién 25 es 230 y el dato en la posicion 26 es 230. Por lo tanto, la mediana es 230.

La suma de estos 51 datos es 16 660 y la media es 16 660/51 = 326.67.

Encontrar el salario mediano de los 65 empleados de la empresa P&R (ver el problema 2.3).

SOLUCION

En este caso, N = 65y N/2 = 32.5. Como la suma de las primeras dos y de las primeras tres frecuencias de clase son 8 +
10 =18y 8 + 10 + 16 = 34, respectivamente, la clase mediana es la tercera clase. Usando la formula,

Mediana = L, + (%) ¢ = $269.995 + (M> ($10.00) = $279.06
mediana 16

LA MODA

3.31

3.32

Encontrar la media, la mediana y la moda de los conjuntos: a) 3, 5, 2, 6, 5, 9, 5, 2, 8, 6 y b) 51.6, 48.7, 50.3,
495, 48.9.

SOLUCION
a) Enuna ordenacion, los nimerosson 2,2, 3,5,5,5,6,6,8y9.
Media=15(2+2+3+54+5+5+6+6+8+9) =51
Mediana = media aritmética de los dos valores de en medio =% (5 +5) = 5
Moda = nimero que se presenta con mayor frecuencia =5
b) En una ordenacién, los nimeros son 48.7, 48.9, 49.5 50.3 y 51.6.
Media = %(48.7 +48.9+49.5450.3 + 51.6) = 49.8

Mediana = niimero de en medio = 49.5
Moda = nimero que se presenta con mayor frecuencia (no existe uno aqui)
Supongase que se desea hallar la moda de los datos de la figura 3-29. Se puede usar el procedimiento “frequen-

cies” de SAS para obtener el resultado siguiente. Observando el resultado dado por el procedimiento FREQ
(figura 3-4), ¢cuales son las modas de la cantidad de muertes relacionadas con el alcohol?
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Procedimiento FREQ

Muertes

Frecuencias Porcentajes

Muertes  Frecuencias Porcentaje acumuladas acumulados

FEEFFfffrrffrfffrfffrffirffrfffrfrreffrffrrfrrefrrefrrefrree
20 2 3.92 2 3.92
30 2 3.92 4 7.84
40 1 1.96 5 9.80
50 2 3.92 7 13.73
60 3 5.88 10 19.61
70 1 1.96 11 21.57
80 2 3.92 13 25.49
90 1 1.96 14 27.45
110 1 1.96 15 29.41
120 3 5.88 18 35.29
150 2 3.92 20 39.22
170 2 3.92 22 43.14
180 1 1.96 23 45.10
200 1 1.96 24 47.06
230 2 3.92 26 50.98
240 1 1.96 27 52.94
260 1 1.96 28 54.90
280 1 1.96 29 56.86
290 1 1.96 30 58.82
310 1 1.96 31 60.78
320 1 1.96 32 62.75
340 1 1.96 33 64.71
360 1 1.96 34 66.67
370 1 1.96 35 68.63
390 1 1.96 36 70.59
420 2 3.92 38 74.51
460 2 3.92 40 78.43
490 1 1.96 41 80.39
500 1 1.96 42 82.35
510 1 1.96 43 84.31
520 1 1.96 44 86.27
540 2 3.92 46 90.20
580 1 1.96 47 92.16
630 1 1.96 48 94.12
1470 1 1.96 49 96.08
1560 1 1.96 50 98.04
1710 1 1.96 51 100.00

Figura 3-4 SAS, resultados del procedimiento FREQ para la cantidad de decesos relacionados con el alcohol.

SOLUCION

Estos datos son bimodales y las modas son 60 y 120. Esto se encuentra al observar los resultados de SAS, donde se nota
que la frecuencia, tanto de 60 como de 120, es 3, que es mayor que todas las demas frecuencias.

3.33  Algunos paquetes de software para estadistica tienen rutinas para encontrar la moda, pero en los casos en los
que los datos son multimodales, no dan todas las modas. En la figura 3-5 considerar el resultado que se obtiene
con SPSS.

¢ Qué hace SPSS cuando se le pide que encuentre las modas?
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Muertes

Porcentajes
Frecuencias | Porcentaje | Porcentajes validos | acumulados
Valido 20.00 2 3.9 3.9 3.9
30.00 2 3.9 3.9 7.8
40.00 1 2.0 2.0 9.8
50.00 2 3.9 3.9 13.7
60.00 3 59 5.9 19.6
70.00 1 2.0 2.0 21.6
80.00 2 3.9 3.9 255
90.00 1 2.0 2.0 27.5
110.00 1 2.0 2.0 29.4
120.00 3 5.9 5.9 35.3
150.00 2 3.9 3.9 39.2
170.00 2 3.9 3.9 43.1
180.00 1 2.0 2.0 45.1
200.00 1 2.0 2.0 47.1
230.00 2 3.9 3.9 51.0
240.00 1 2.0 2.0 52.9
260.00 1 2.0 2.0 54.9
280.00 1 2.0 2.0 56.9
290.00 1 2.0 2.0 58.8
310.00 1 2.0 2.0 60.8
320.00 1 2.0 2.0 62.7
340.00 1 2.0 2.0 64.7
360.00 1 2.0 2.0 66.7
370.00 1 2.0 2.0 68.6
390.00 1 2.0 2.0 70.6
420.00 2 3.9 3.9 74.5
460.00 2 3.9 3.9 78.4
490.00 1 2.0 2.0 80.4
500.00 1 2.0 2.0 82.4
510.00 1 2.0 2.0 84.3
520.00 1 2.0 2.0 86.3
540.00 2 3.9 3.9 90.2
580.00 1 2.0 2.0 92.2
630.00 1 2.0 2.0 94.1
1470.00 1 2.0 2.0 96.1
1560.00 1 2.0 2.0 98.0
1710.00 1 2.0 2.0 100.0

Total 51 100.0 100.0

Estadistica
Muertes
N Valido 51
Equivocado 0
Moda 60.002

aHay multiples modas. Se muestra el valor mas pequefio.

Figura 3-5 SPSS, resultado para las muertes relacionadas con el alcohol.
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SOLUCION

SPSS da la moda mas pequefia. Pero se puede inspeccionar la distribucion de frecuencias y hallar las modas de la misma
manera que con SAS (ver el resultado dado antes).

RELACION EMPIRICAENTRE LA MEDIA, LAMEDIANAY LA MODA

3.34

a) Emplear la formula empirica media — moda = 3(media — mediana) para hallar el salario modal de los 65
empleados de la empresa P&R.
b) Comparar el resultado con la moda obtenida en el problema 3.33.

SOLUCION

a) De acuerdo con los problemas 3.23 y 3.30 se tiene media = $279.77 y mediana = $279.06. Por lo tanto,

Moda = media — 3(media — mediana) = $279.77 — 3($279.77 — $279.06) = $277.64

b) De acuerdo con el problema 3.33, el salario modal es $277.50, de manera que en este caso coincide con el resultado
empirico.

LA MEDIA GEOMETRICA

3.35

3.36

Encontrar: a) la media geométrica y b) la media aritmética de los nimeros 3, 5, 6, 6, 7, 10 y 12. Se supone que
los nimeros son exactos.

SOLUCION

a) Media geométrica = G =/(3)(5)(6)(6)(7)(10)(12) = /453 600. Empleando logaritmos comunes, log G =
L log 453 600 = %(5.6567) = 0.8081 y G = 6.43 (a la centésima més cercana). Otra posibilidad es usar una calcu-
ladora.

Otro método
log G =1(log3 +log5 +log6 + log6 + log 7 4 log 10 + log 12)
£(0.4771 + 0.6990 + 0.7782 + 0.7782 + 0.8451 + 1.0000 + 1.0792)

= 0.8081

y G =6.43
b) Media aritmética = X = 1345+ 6+6+7+ 10+ 12) = 7. Esto ilustra que la media geométrica de un conjunto
de nimeros positivos, no todos iguales, es menor que su media aritmética.

Los ndmeros Xy, X,, ..., Xk se presentan con frecuencias f;, f,,..., fy donde f; + f, + ..., + fc = N es la fre-
cuencia total.

a) Encontrar la media geométrica G de estos ndmeros.

b) Deducir una expresion para log G.

c) ¢Como se pueden emplear los resultados para hallar la media geométrica de datos agrupados en una dis-
tribucion de frecuencias?

SOLUCION

a) G= ]\V/Xl)(l o Xp XoXo e X XgXgeo Xg = XN XE L x K

f, veces f, veces fy veces

donde N = > f. A esta media suele llamarsele media geométrica ponderada.
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3.37

3.38

b)

c)

1 ) 1 .
IOgG:NIOg(XiAXsz o XEF) =N (filogX) + frlog Xy + -+ + fx log Xk)
IS, > flogX
:Nfo“’ng: N
J=

donde se supone que todos los nimeros son positivos; de otra manera, los logaritmos no estan definidos.

Obsérvese que el logaritmo de una media geométrica de un conjunto de nimeros positivos es la media aritmé-
tica de los logaritmos de los nimeros.
Al hallar la media geométrica de datos agrupados, este resultado puede emplearse tomando X;, X,,..., X como las
marcas de clase y f;, f,, ..., fx como sus frecuencias correspondientes.

Durante un afio la relacion entre precios de un cuarto de galén de leche respecto a precios de una barra de pan
fue 3.00, en tanto que al afio siguiente la relacion fue 2.00.

a) Encontrar la media aritmética de esta relacién en estos dos afios.

b) Encontrar la media aritmética de las relaciones ahora entre los precios de una barra de pan respecto a los
precios de un cuarto de galon de leche en este periodo de 2 afios.

c) Analizar la conveniencia de emplear la media aritmética para promediar relaciones.

d) Analizar la idoneidad de la media geométrica para promediar relaciones.

SOLUCION

a) Media de las relaciones (cocientes) precio de leche respecto a precios de pan = 4(3.00 + 2.00) = 2.50.

b) Como el primer afio la relacion entre precios de leche respecto a precios de pan es 3.00, la relacion entre precios de
pan respecto a precios de leche es 1/3 = 0.333. De igual manera, la relacion entre precios de pan y precios de leche
el segundo afio es 1/2.00 = 0.500.
Por lo tanto,

Media de las relaciones (cocientes) precio de pan respecto a precios de leche = %(0.333 + 0.500) = 0.417

c) Sila media fuera un promedio adecuado, se esperaria que la media de las relaciones de precios de leche respecto a
precios de pan fuera el reciproco de la media de las relaciones precios de pan respecto a precios de leche. Sin embar-
go, 1/0.417 = 2.40 # 2.50. Esto demuestra que la media no es un promedio adecuado para (cocientes) relaciones.

d) Lamedia geométrica de las relaciones entre precios de leche respecto a precios de pan = 4/(3.00)(2.00) = v/6.00

La media geométrica de las relaciones entres precios de pan respecto a precios de leche = 1/(0.333)(0.500) =

v0.0167 = 1/+/6.00

Dado que estos promedios son reciprocos, se concluye que la media geométrica es mas adecuada que la media arit-
mética para promediar relaciones (cocientes).

La cuenta bacteriana en cierto medio de cultivo aumentd de 1 000 a 4 000 en 3 dias. ¢Cual es el incremento
porcentual promedio por dia?

SOLUCION

Como un incremento de 1 000 a 4 000 es un incremento de 300%, uno esta inclinado a concluir que el aumento porcentual
promedio por dia es 300%),/3 = 100%. Sin embargo, esto significaria que el primer dia la cuenta aumentd de 1 000 a 2 000,
el segundo dia de 2 000 a 4 000 y el tercer dia de 4 000 a 8 000, lo cual no es asi.

Para determinar este incremento porcentual promedio se denotara r a este incremento porcentual promedio.

Entonces

Cuenta bacteriana total un dia después = 1 000 + 1 000r = 1 000(1 + r)
Cuenta bacteriana total dos dias después = 1 000(1 -+ r) 4+ 1 000(1 + r)r = 1 000(1 + r)?
Cuenta bacteriana total tres dias después = 1 000(1 + r)? + 1 000(1 + r)?r = 1 000(1 + r)3

Esta Gltima expresion debe ser igual a 4 000. De manera que 1 000(1 + r)® =4 000, (1 + r)®=4,1+r =14,y
r=+v4—1=1587 —1=0.587,yasl, r = 58.7%.
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En general, si se parte de una cantidad P y se incrementa esta cantidad a una tasa constante r por unidad de tiempo,
la cantidad que se tendra después de n unidades de tiempo sera

A=P1+r)

A esta formula se le llama formula del interés compuesto (ver problemas 3.94 y 3.95).

LA MEDIAARMONICA

3.39  Encontrar la media arménica H de los nimeros 3, 5, 6, 6, 7, 10 y 12.

SOLUCION
i_izi_l l+l+l+l+l+i+i _ 1 (140 +84 470 + 70 + 60 + 42 + 35
H N X 735 6 6 7 10 12) 7 420
501
72940
2940
H="""=587
y 501

Suele ser mejor expresar primero las fracciones en forma decimal. Asi

1

77 = 4(0.3333 402000 + 0.1667 + 0.1667 + 0.1429 + 0.1000 -+ 0.0833)
11929
7
7
H=—" _—587
y 1.1929

Comparando con los resultados del problema 3.35 se ilustra el hecho de que la media arménica de nimeros positivos,
no todos iguales, es menor que su media geométrica, la que a su vez es menor que su media aritmética.

3.40 Durante cuatro afios consecutivos los precios del fuel para la calefaccion son $0.80, $0.90, $1.05 y $1.25 por
galén (gal). ¢ Cual es el precio promedio del fuel en estos cuatro afios?

SOLUCION
Caso 1

Supoéngase que todos los afios se compra la misma cantidad de fuel, digamos 1 000 gal. Entonces

precio total ~ $800 + $900 + $1 050 + $1 250
cantidad total comprada 4000gd

Precio promedio = = $1.00/ga

Esto es lo mismo que la media aritmética del costo por galén; es decir 2($0.80 + $0.90 + $1.05 + $1.25) = 1.00/gal. Este
resultado seria el mismo aun cuando se usaran x galones por afo.

Caso 2

Supoéngase que en el fuel se gasta la misma cantidad de dinero todos los afios, o sea $1 000. Entonces

precio total B $4 000
cantidad total comprada ~ (1250 + 1 111 + 952 + 800)g

Precio promedio = i $0.975/gd
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Esto es lo mismo que la media armdnica de los precios por galon:

4
U N S
0.80 090 1.05 1.25

=0.975

El resultado sera el mismo si se gastan y dolares por afio.

Ambos promedios son correctos, pero se calculan para condiciones diferentes.

Debe notarse que si la cantidad de galones empleados varia de un afio a otro, en vez de ser siempre la misma, en
lugar de la media aritmética ordinaria usada en el caso 1, hay que usar la media aritmética ponderada. De manera similar,
si la cantidad gastada varia de un afio a otro, en lugar de la media arménica empleada en el caso 2 se debe usar la media
armonica ponderada.

3.41 Unautomovil recorre 25 millas a 25 millas por hora (mph), 25 millas a 50 mph y 25 millas a 75 mph. Encontrar
la media aritmética de las tres velocidades y la media arménica de las tres velocidades. ¢ Cual es correcta?

SOLUCION
La velocidad promedio es igual a la distancia recorrida dividida entre el total del tiempo y es igual a lo siguiente:
75
a4t
23

La media aritmética de las tres velocidades es:

=40.9 mi/h

25450 +75

3 50 mi/h

La media arménica se encuentra como sigue:

111 11 1 1 11 450
(25+%+ﬁ)

H N=X 3 T 450

La media arménica es la medida correcta de la velocidad promedio.

LA RAIZ CUADRADA MEDIA O MEDIA CUADRATICA

3.42  Encontrar la media cuadratica de los nimeros 3, 5, 6, 6, 7, 10 y 12.

SOLUCION
2 2 2 2 2 2 2
Media cuadratica = RCM = \/3 R +67+ rrlorls =V57="17.55
3.43 Demostrar que la media cuadratica de dos nimeros positivos distintos a y b es mayor que su media geomé-
trica.
SOLUCION

Se pide que se demuestre que ,/%(az + %) > Vab. Si esto es verdad, entonces elevando al cuadrado ambos miembros

3(a® + b?) > ab, de manera que a® + b? > 2ab, a? — 2ab? 4 b? > 0 0 bien (a — b)? > 0. Pero esta igualdad es cierta, ya
que el cuadrado de cualquier nimero real distinto de cero es positivo.
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La prueba consiste en demostrar el proceso inverso. Entonces, partiendo de (a — b)? > 0, que se sabe que es verda-

dero, se puede mostrar que a® 4 b? > 2ab, 1 (a? + b?) > ab y finalmente /% (a* + %) > V/ab, que es lo pedido.

Obsérvese que /4 (a? + b?) = Vab siy sélosia = b.

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

3.44

Para los salarios de los 65 empleados de la empresa P&R (ver problema 2.9), encontrar: a) los cuartiles Q,, Q,
y Q3 y b) los deciles Dy, D, ..., Dq.

SOLUCION

a)

b)

El primer cuartil Q, es el salario que se encuentra contando N/4 = 65/4 = 16.25 de los casos, comenzando con la
primera clase (Ia mas baja). Como la primera clase contiene 8 casos, hay que tomar 8.5 (16.25 — 8) casos de los 10 de
la segunda clase. Usando el método de interpolacion lineal, se tiene

0 = $259.995 +%($10,00) = $268.25

El segundo cuartil Q, se encuentra contando los primeros 2N/4 = N/2 = 65/2 = 32.5 de los casos. Como las
primeras dos clases comprenden 18 casos, se deben tomar 32.5 — 18 = 14.5 casos de los 16 de la tercera clase, por lo
tanto

0, = $269.995 +%($10.00) = $279.06

Obsérvese que Q, es la mediana.

El tercer cuartil Q; se encuentra contando los primeros 3N /4 = 3(65) = 48.75 de los casos. Como las primeras
cuatro clases comprenden 48 casos, se deben tomar 48.75 — 48 = 0.75 casos de los 10 de la quinta clase; por lo tanto

05 = $289.995 +%($10.00) = $290.75

Asi, 25% de los empleados ganan $268.25 o menos, 50% gana $279.06 o menos y 75% gana $290.75 o
menos.
Los deciles primero, segundo, ..., y noveno se obtienen contando N/10, 2N/10,..., 9N/10 de los casos empezando
por la primer clase (inferior). Por lo tanto

6.5 5

D; = $249.995 +?($10.00) = $258.12 Dy = $279.995 +ﬁ($]0'00) = $283.57
5 11.5

D, = $259.995 + i ($10.00) = $265.00 D; = $279.995 + ﬁ($10.00) = $288.21

D; = $269.995 + %@10.00) =$270.94 Dy = $289.995 +%($10.00) = $294.00
D, = $269.995 + % ($10.00) = $275.00 Dy = $299.995 + ? ($10.00) = $301.00

14.
Ds = $269.995 + 1—65 ($10.00) = $279.06

De manera que 10% de los empleados gana $258.12 o0 menos, 20% gana $265.00 0 menos, . .., 90% gana $301.00
0 Menos.

Obsérvese que el quinto decil es la mediana. Los deciles segundo, cuarto, sexto y octavo, que dividen la distri-
bucidén en cinco partes iguales y a los que se les llama quintiles, también suelen usarse en la practica.
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3.45 En ladistribucion del problema 3.44, determinar a) el percentil 350. y b) el percentil 600.

3.46

SOLUCION

a) El percentil 350., que se denota P, se obtiene contando los primeros 35N /100 = 35(65)/100 = 22.75 casos, empe-
zando en la primera clase (la clase més baja). Entonces, como en el problema 3.44,

4.
Pys = $269.995 + 1—765 ($10.00) = $272.97

Esto significa que 35% de los empleados gana $272.97 o menos.
b) El percentil 600. es Pgy = $279.995 + ($10.00) = $283.57. Obsérvese que éste coincide con el sexto decil o tercer

quintil.

La siguiente hoja de calculo de EXCEL esta contenida en A1:D26. Esta hoja de calculo contiene el ingreso per
cépita en cada uno de los 50 estados de Estados Unidos. Dar los comandos de EXCEL para hallar Q,, Q,, Q4
y Pys. Dar también los estados que estan a ambos lados de estos cuartiles o percentiles.

Estado Ingreso per cépita Estado Ingreso per cépita

Wyoming 36 778 Pennsylvania 34 897

Montana 29 387 Wisconsin 33 565

North Dakota 31 395 Massachusetts 44 289

New Mexico 27 664 Missouri 31899

West Virginia 27 215 Idaho 28 158

Rhode Island 36 153 Kentucky 28 513

Virginia 38 390 Minnesota 37 373

South Dakota 31614 Florida 33219

Alabama 29 136 South Carolina 28 352

Arkansas 26 874 New York 40 507

Maryland 41 760 Indiana 31276

lowa 32315 Connecticut 47 819

Nebraska 33616 Ohio 32 478

Hawaii 34 539 New Hampshire 38 408

Mississippi 25318 Texas 32 462

Vermont 33 327 Oregon 32103

Maine 31 252 New Jersey 43771

Oklahoma 29 330 California 37 036

Delaware 37 065 Colorado 37 946

Alaska 35612 North Carolina 30 553

Tennessee 31107 lllinois 36 120

Kansas 32 836 Michigan 33116

Arizona 30 267 Washington 35 409

Nevada 35883 Georgia 31121

Utah 28 061 Louisiana 24 820
SOLUCION

Estados mas cercanos

=PERCENTILE(A2:D26,0.25) $30 338.5 Arizona y NorthCarolina

=PERCENTILE(A2:D26,0.50) $32 657 Ohio y Kansas

=PERCENTILE(A2:D26,0.75) $36 144.75 lllinois y Rhodelsland

=PERCENTILE(A2:D26,0.95) $42 866.05 Maryland y NewJersey
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PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

SUMATORIA

3.47

3.48

3.49

3.50

3.51

3.52

Escribir los términos de cada una de las sumas siguientes:

4 3 4

a) Y (x+2) 0 D U(U+6) & > 4xy,
j=1 J=1 J=1
5 N

b > fx d Y (vi-4
j=1 k=1

Escribir cada una de las sumas siguientes usando el signo de sumatoria:

Q) (X +3)7+ (43 + (X +3)
b) (Y —a)+ f(Ys—a) 4+ + fi5(Yis—a)’
Q) (X, —3Y))+ (2Xy —3Ya) + -+ (2Xy — 3Yy)
d) (XY =17+ (X/Y, = 1)+ (X Y — 1)
e fidi+ L@+ + foah

Si+ ot + S

Demostrar que S, (X; — 1> =2 N, X7 25V X, + N

Demostrar que >, (X +a)(Y +b)=>. XY +ad> Y +b> X + Nab, donde a y b son constantes. ;Cudles son los
subindices implicitos?

Las variables U y V toman los valores U; = 3, U, = =2, U; =5y V; = —4,V, = —1, V; = 6, respectivamente. Calcular

a) YUV, b) S3(U + 3)(V — 4), ¢) V2, d) (TU)(V)2 €) UV ) Y(U7 - 22 +2) y g) S (U/V).

Dado que Y/ X; = 7, 31 Y = —3y X1, X¥;= 5, encontrar a) S, (2X; + 5Y;) y b) Si(X; — 3)(2Y; + 1).

LA MEDIAARITMETICA

3.53

3.54

3.55

3.56

3.57

En cinco materias, un estudiante obtuvo las calificaciones siguientes: 85, 76, 93, 82 y 96. Determinar la media aritmética
de estas calificaciones.

Un psicdlogo mide los tiempos de reaccion de un individuo a ciertos estimulos; éstos fueron 0.53, 0.46, 0.50, 0.49,0.52,
0.53, 0.44 y 0.55 segundos, respectivamente. Estimar el tiempo medio de reaccion del individuo a estos estimulos.

Un conjunto de nimeros consta de 6 seises, 7 sietes, 8 ochos, 9 nueves y 10 dieces. ;Cudl es la media aritmética de estos
nimeros?

Un estudiante obtuvo las calificaciones siguientes en tres aspectos de un curso: 71, 78 y 89, respectivamente.

a) Silos pesos que se acuerda dar a estas calificaciones son 2, 4 y 5, respectivamente, ;cual es una calificacion promedio
apropiada?
b) ¢Cual es la calificacion promedio si se usan pesos iguales?

Los promedios de calificacion en los cursos de tres maestros de economia son 79, 74 y 82, y sus grupos constan de 32, 25
y 17 alumnos, respectivamente. Determinar la calificacion media de los tres cursos.
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3.58

3.59

3.60

3.61

3.62

El salario anual medio pagado a los empleados de una empresa es $36 000. Los salarios anuales medios pagados a hombres
y mujeres de la empresa son $34 000 y $40 000, respectivamente. Determinar el porcentaje de hombres y mujeres emplea-
dos por la empresa.

En la tabla 3.8 se presenta la distribucion de las cargas maximas, en toneladas cortas (1 tonelada corta = 2 000 Ib) que
soportan ciertos cables producidos por una empresa. Determinar la carga maxima media usando: a) el método largo y b) el
método de compilacion.

Tabla 3.8
Carga méxima Cantidad de
(toneladas cortas) cables

9.3-9.7 2
9.8-10.2 5
10.3-10.7 12
10.8-11.2 17
11.3-11.7 14
11.8-12.2 6
12.3-12.7 3
12.8-13.2 1
Total 60

Encontrar X para los datos de la tabla 3.9 usando: a) el método largo y b) el método de compilacion.

Tabla 3.9
X 462 480 498 516 534 552 570 588 606 624
f 98 75 56 42 30 21 15 11 6 2

En latabla 3.10 se presenta la distribucién de los didmetros de las cabezas de remaches producidos por una empresa. Calcular
el diametro medio.

Calcular la media de los datos de la tabla 3.11.

Tabla 3.10 Tabla 3.11

Diametro (cm) Frecuencias Clase Frecuencias
0.7247-0.7249 2 10 hasta menos de 15 3
0.7250-0.7252 6 15 hasta menos de 20 7
0.7253-0.7255 8 20 hasta menos de 25 16
0.7256-0.7258 15 25 hasta menos de 30 12
0.7259-0.7261 42 30 hasta menos de 35 9
0.7262-0.7264 68 35 hasta menos de 40 5
0.7265-0.7267 49 40 hasta menos de 45 2
0.7268-0.7270 25 Total 54
0.7271-0.7273 18
0.7274-0.7276 12
0.7277-0.7279 4
0.7280-0.7282 1

Total 250
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3.63  Calcular la media de la cantidad de tiempo que ven television los 400 estudiantes del problema 2.20.
3.64 a) Emplear ladistribucion de frecuencias del problema 2.27 para calcular el didmetro medio de los balines.
b) Calcular la media directamente de los datos en bruto y compararla con el inciso a); explicar cualquier discrepancia.
LA MEDIANA
3.65  Encontrar la media y la mediana de estos conjuntos de nimeros: a) 5, 4, 8, 3, 7, 2, 9y b) 18.3, 20.6, 19.3, 22.4, 20.2, 18.8,
19.7, 20.0.
3.66  Encontrar la calificacion mediana del problema 3.53.
3.67  Encontrar el tiempo mediano de reaccion del problema 3.54.
3.68  Encontrar la mediana del conjunto de nimeros del problema 3.55.
3.69  Encontrar la mediana de la carga maxima de los cables de la tabla 3.8 del problema 3.59.
3.70  Encontrar la mediana X de la distribucion presentada en la tabla 3.9 del problema 3.60.
3.71  Encontrar el didametro mediano de las cabezas de los remaches de la tabla 3.10 del problema 3.61.
3.72  Encontrar la mediana de la distribucion presentada en la tabla 3.11 del problema 3.62.
3.73 Enlatabla 3.12 se da la cantidad, en miles, de muertes en Estados Unidos ocurridas en 1993 a causa de enfermedades
cardiacas. Encontrar la edad mediana.
Tabla 3.12
Grupo de edad Miles de muertes
Total 743.3
Menos de 1 0.7
lad 0.3
5al4 0.3
15a24 1.0
25a34 35
35a34 13.1
45a54 32.7
55a 64 72.0
65a74 158.1
75a84 234.0
85y mas 227.6
Fuente: U.S. National Center for Health Statistics, Vital
Statistics of the U.S., annual.
3.74  Con los datos de la tabla del problema 2.31 encontrar la edad mediana.
3.75  Encontrar la mediana de la cantidad de tiempo que ven la television los 400 estudiantes del problema 2.20.
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LA MODA

3.76

3.77

3.78

3.79

3.80

3.81

3.82

3.83

3.84

3.85

3.86

3.87

Encontrar la media, la mediana y la moda de cada uno de los conjuntos de nimeros siguientes: a) 7, 4, 10, 9, 15, 12, 7, 9,
7yb)8,11,4,3,2,5,10,6,4,1,10,8,12,6,5,7.

En el problema 3.53 encontrar la calificacion modal.

En el problema 3.54 encontrar el tiempo de reaccion modal.

En el problema 3.55 encontrar la moda del conjunto de nimeros.

En el problema 3.59 encontrar la moda de la carga maxima de los cables.

En el problema 3.60 encontrar la moda X de la distribucién dada en la tabla 3.9.

En el problema 3.61 encontrar el diametro modal de las cabezas de los remaches de la tabla 3.10.

En el problema 3.62 encontrar la moda de la distribucién dada.

En el problema 2.20 encontrar la moda de la cantidad de tiempo que ven television los 400 estudiantes.

a) ¢ Cual es el grupo de edad modal en la tabla 2.15?
b) ¢Cudl es el grupo de edad modal en la tabla 3.12?

Empleando las formulas (9) y (10) de este capitulo, hallar la moda de las distribuciones dadas en los problemas siguientes.
Comparar las respuestas obtenidas con cada una de las dos férmulas.

a) Problema 3.59 b) Problema 3.61 c) Problema 3.62 d) Problema 2.20.

La probabilidad de una variable aleatoria continua esta descrita por la siguiente funcién de densidad de probabilidad.
f(x) = —0.75x% 4+ 1.5x para 0 < x < 2 y para todos los demas valores de x, f(x) = 0. La moda se presenta en el punto en el
que la funcion alcanza su maximo. Empleando los conocimientos sobre funciones cuadraticas, mostrar que la moda se
presenta en x = 1.

LA MEDIA GEOMETRICA

3.88

3.89

3.90

391

3.92

Hallar la media geométrica de los nimeros: a) 4.2y 16.8 y b) 3.00 y 6.00.

Hallar: a) la media geométrica G y b) la media aritmética X del conjunto 2, 4, 8, 16, 32.

Hallar la media geométrica de los conjuntos: a) 3, 5, 8, 3, 7, 2y b) 28.5, 73.6, 47.2, 31.5, 64.8.

Hallar la media geométrica de las distribuciones de: a) el problema 3.59 y b) el problema 3.60. Verificar que en estos casos
la media geométrica es menor o igual a la media aritmética.

Si en un periodo de 4 afios se duplican los precios de un articulo, ¢cudl es el incremento porcentual anual promedio?



3.93

3.94

3.95

3.96
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En 1980 y 1996 la poblacién de Estados Unidos era de 226.5 millones y 266.0 millones, respectivamente. Empleando la
formula dada en el problema 3.38, contestar lo siguiente.

a) ¢Cudl es el incremento porcentual anual promedio?
b) Estimar la poblacién en 1985.

c) Siel incremento porcentual anual promedio de 1996 a 2000 es el mismo que en el inciso a), ¢a cuanto ascendera la
poblacién en 2000?

Se invierten $1 000 a una tasa de interés anual de 8%. ;A cuanto ascendera la cantidad total después de 6 afios si no se
retira el capital inicial?

Sien el problema 3.94 el interés es compuesto trimestralmente (es decir, el dinero gana 2% de interés cada 3 meses), ¢cuél
serd la cantidad total después de 6 afios?

Encontrar dos ndmeros cuya media aritmética sea 9.00 y cuya media geométrica sea 7.2.

LA MEDIAARMONICA

3.97

3.98

3.99

3.100

3.101

3.102

3.103

Encontrar la media arménica de los nimeros: a) 2,3y 6y b) 3.2,5.2,4.8,6.1y 4.2.
Encontrar: a) la media aritmética, b) la media geométrica y c) la media arménica de los nimeros 0, 2, 4y 6.

Si Xy, X5, X, ..., son las marcas de clase de una distribucion de frecuencias y f,, f,, f5, ..., son sus frecuencias correspon-
dientes, demostrar que su media armonica esta dada por

L 1L/(fh L f _laf
G A R o

donde N=fi+fr+-=>f

Emplear el problema 3.99 para hallar la media armonica de la distribucién: a) del problema 3.59 y b) del problema 3.60.
Comparar con el problema 3.91.

Las ciudades A, B y C estan equidistantes una de otra. Un conductor viaja de la ciudad A a la ciudad B a 30 mi/h, de la
ciudad B a la ciudad C a 40 mi/h y de la ciudad C a la ciudad A a 50 mi/h. Determinar su velocidad promedio en este
viaje.

a) Un aeroplano recorre las distancias d,, d, y d; a las velocidades vy, v, y v3 mi/h, respectivamente. Mostrar que la
velocidad promedio esta dada por V, donde

h+dy+dy d dy d
11+2+3_1+72_‘_73
4 (] (%) (2}

Esta es una media arménica ponderada.
b) Encontrar: V sid; = 2500, d, =1 200, d; = 500, v; = 500, v, = 400 y v3 = 250.

Demostrar que la media geométrica de dos nimeros a 'y b es: a) menor o igual que su media aritmética y b) mayor o igual
que su media armdnica. ;Puede generalizar la prueba a mas de dos nimeros?
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LA RAIZ CUADRADA MEDIA O LA MEDIA CUADRATICA

3.104

3.105

3.106

Encontrar la RCM (o media cuadratica) de los nimeros: a) 11, 23y 35,y b) 2.7, 3.8, 3.2 y 4.3.

Probar que la RCM de dos nimeros positivos, a 'y b, es: a) mayor o igual que la media aritmética y b) mayor o igual que la
media armonica. Se puede extender la prueba a mas de dos ndmeros.

Deducir una formula que pueda usarse para hallar la RCM de datos agrupados y aplicarla a una de las distribuciones de
frecuencias ya consideradas.

CUARTILES, DECILES Y PERCENTILES

3.107

3.108

3.109

3.110

3.111

3.112

3.113

3.114

3.115

En la tabla 3.13 se presenta una distribucion de frecuencias de las calificaciones en un examen final de algebra. a) Encontrar
los cuartiles de esta distribucion y b) interpretar claramente cada uno de ellos.

Tabla 3.13

Cantidad de

Calificacion estudiantes
90-100 9
80-89 32
70-79 43
60-69 21
50-59 11
40-49 3
30-39 1
Total 120

Encontrar los cuartiles Q,, Q, y Q4 de las distribuciones: a) del problema 3.59 y b) del problema 3.60. Interpretar clara-
mente cada uno de ellos.

Proporcionar seis términos estadisticos diferentes para el punto de equilibrio o valor central en una curva de frecuencias en
forma de campana.

Encontrar: a) Py, b) Py, €) Pos y d) P en los datos del problema 3.59. Interpretar claramente cada uno de ellos.

a) ¢Se pueden expresar todos los deciles y cuartiles como percentiles? Explicar.
b) ¢Se pueden expresar los cuantiles como percentiles? Explicar.

Para los datos del problema 3.107, determinar: a) la calificacion mas baja obtenida por el 25% superior de los alumnos y
b) la puntuacion més alta alcanzada por el 20% inferior de los alumnos. Interpretar las respuestas en términos de percen-
tiles.

Interpretar graficamente los resultados del problema 3.107 empleando: a) un histograma porcentual, b) un poligono de
frecuencia porcentual y ¢) una ojiva porcentual.

Repetir el problema 3.113 para los resultados del problema 3.108.

a) Desarrollar una formula similar a la de la ecuacion (8) de este capitulo que permita calcular cualquier percentil de una
distribucion de frecuencias.

b) lustrar el uso de la férmula empledndola para obtener los resultados del problema 3.110.



DESVIACION ESTANDAR
Y OTRAS MEDIDAS
DE DISPERSION

DISPERSION O VARIACION
El grado de dispersion de los datos numéricos respecto a un valor promedio se Ilama dispersion o variacion de los

datos. Existen varias medidas de dispersion (o variacion); las mas usadas son el rango, la desviacion media, el rango
semiintercuartil, el rango percentil 10-90 y la desviacion estandar.

RANGO
El rango de un conjunto de nimeros es la diferencia entre el nimero mayor y el nimero menor del conjunto.

EJEMPLO 1 El rango del conjunto 2, 3, 3,5, 5, 5, 8, 10, 12 es 12 — 2 = 10. Algunas veces el rango se da mediante el nimero
menor y el nimero mayor; asi, por ejemplo, en el caso del conjunto anterior, simplemente se indica de 2 a 12 0 2-12.

DESVIACION MEDIA

La desviacion media, o desviacion promedio, de un conjunto de N nimeros Xy, X,, ..., Xy se abrevia DM y esta defi-

nida asf:
N —
> 1X - X|
=1

Desviacion media (DM) = /

X-X —

N ~ (1)

donde X es la media aritmética de los nimeros y | X; — X| es el valor absoluto de la desviacion de X; respecto de X.
(El valor absoluto de un nimero es el nimero sin signo; el valor absoluto de un nimero se indica por medio de dos
barras verticales colocadas a los lados del nimero, asi| —4| =4, | +3| =3, [6] = 6y | — 0.84| = 0.84].)

95
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EJEMPLO 2 Encuentre la desviacion media del conjunto 2, 3, 6, 8, 11.

- _2+3+6+8+11_

Media aritmética (X) = 5 6
DM_\2—6|+|3—6|+\6—6\+|8—6|+\11—6|_\—4|+\—3\+|0|+\2|+|5\_4+3+0+2+5_28
N 5 N 5 N 5 7
Si Xy, X,, ..., Xk se presentan con frecuencias f;, f,, ..., fx, respectivamente, la desviacion media puede expresarse
como
K —
2 5w
— _ -
DM = = =X -X 2

donde N = Z/KZI /i = >_ f. Estaformula es til para datos agrupados, donde las X; representan las marcas de clase y
las f; las correspondientes frecuencias de clase.

En ocasiones, la desviacion media se define en términos de las desviaciones absolutas respecto de la mediana o de
otro promedio, y no respecto de la media. Una propiedad interesante de la suma Z,—N:1 |X; — a| es que es minima cuan-
do a es la mediana (es decir, la desviacién media absoluta con respecto de la mediana es un minimo).

Obsérvese que seria mas apropiado emplear el término desviacion media absoluta en vez de desviacion media.

RANGO SEMIINTERCUARTIL

El rango semiintercuartil, o desviacion cuartil, de un conjunto de datos se denota Q y esta definido por

03— 0
OQ==—75— 3)

donde Q; y Q5 son el primero y tercer cuartiles en los datos (ver problemas 4.6 y 4.7). Algunas veces se usa el rango
intercuartil Q3 — Q. sin embargo, el rango semiintercuartil es mas usado como medida de dispersion.

RANGO PERCENTIL 10-90

El rango percentil 10-90 de un conjunto de datos esta definido por
Rango percentil 10-90 = Pgy — Py @

donde P,y Pgy son los percentiles 100. y 900. en los datos (ver problema 4.8). El rango semipercentil 10-90,
$(Pgo — P1), también puede usarse, pero no es muy coman.

DESVIACION ESTANDAR

La desviacion estandar de un conjunto de N nimeros X;, X, .. ., Xy Se denota como s y esta definida por

—X)? x2 —
e O i} ©)

donde x representa la desviacion de cada uno de los numeros X; respecto a la media X. Por lo tanto, s es la raiz cua-
drada de la media (RCM) de las desviaciones respecto de la media, o, como suele llamarsele algunas veces, la desvia-
cidn raiz-media-cuadrado.
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Si Xy, X,, ..., X\ Se presentan con frecuencias f;, f,, ..., f, respectivamente, la desviacion estandar se puede expre-
sar como

:\/Zf(/jv_X)zz\/Z]{xz: /m (6)

donde N = Z/K:l J; =>_ f. Estaférmula es (til para datos agrupados.

Algunas veces la desviacion estandar de una muestra de datos se define usando como el denominador, en las ecua-
ciones (5) y (6), (N — 1) en lugar de N. Esto se debe a que el valor que asi se obtiene es una mejor aproximacion a la
desviacion estandar de la poblacidn de la que se ha tomado la muestra. Con valores grandes de N (N > 30), practica-
mente no hay diferencia entre las dos definiciones. Y cuando se necesita una estimacién mejor, ésta siempre se puede
obtener multiplicando por /N /(N — 1) la desviacion estandar obtenida de acuerdo con la primera definicion. Por lo
tanto, en este libro se emplearan las formulas (5) y (6).

VARIANZA
La varianza de un conjunto de datos se define como el cuadrado de la desviacion estandar y, por lo tanto, corresponde
al valor s? en las ecuaciones (5) y (6).

Cuando es necesario distinguir la desviacion estandar de una poblacion de la desviacion estandar de una muestra

obtenida de esa poblacion, se suele emplear s para la Gltima y o (letra griega sigma minuscula) para la primera. De
manera que s° y o representan la varianza muestral y la varianza poblacional, respectivamente.

METODO ABREVIADO PARA EL CALCULO DE LA DESVIACION ESTANDAR

Las ecuaciones (5) y (6) se pueden expresar, respectivamente, mediante las formulas siguientes

N N 2
fo > X %
Jj= -

| A
N N

ZNXz—(Z]:VXY: X2 x? (7)

2

K
> X} ZM,
= —— L ZNfX) _ V¥ -x ®)

donde X2 representa la media de los cuadrados de los diversos valores de X, en tanto que X denota el cuadrado de la
media de los diversos valores de X (ver problemas 4.12 a 4.14).

Si las d; = X; — A son las desviaciones de X; respecto a una constante arbitraria A, las formulas (7) y (8) se trans-
forman, respectivamente, en

N 2
Z dj2 Z df 2 2
o j:;V B j:zlv _ Z]\f _ (%ﬁ) =\ d? - d&* 9)

K K
Sl (> 54\

Y S y= 8 \/Zfd2 Zfd> -z 10)

(\Ver los problemas 4.15y 4.17.)
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Cuando en una distribucion de frecuencia se tienen datos agrupados y los intervalos de clase son de un mismo
tamafio ¢, se tiene d; = cu;, 0 X; = A + cu; y la formula (10) se trasforma en

2

K K

DN/ DI/ - —

s=cy &= i = C\/Z S _ (Z fu) =\ i —ii? (12)
N N N N

Esta tltima férmula proporciona un método muy sencillo para el calculo de la desviacion estandar y se recomienda su
uso para datos agrupados, siempre que los intervalos de clase sean de un mismo tamafio. A este método se le llama
método de compilacién y es exactamente analogo al empleado en el capitulo 3 para calcular la media aritmética de
datos agrupados. (Ver problemas 4.16 a 4.19.)

PROPIEDADES DE LA DESVIACION ESTANDAR

1. La desviacion estandar se puede definir como

donde a es un promedio cualquiera ademas de la media aritmética. De todas las desviaciones estandar, la minima
es aquella en la que a = X, debido a la propiedad 2 del capitulo 3. Esta propiedad es una razén importante para
definir la desviacion estandar como se definié antes. En el problema 4.27 se presenta una demostracion de esta
propiedad.

2. En las distribuciones normales (ver capitulo 7) se encuentra que (como se muestra en la figura 4.1):

a) 68.27% de los casos esta comprendido entre X — sy X + s (es decir, una desviacion estandar a cada lado de

la media).

b)  95.45% de los casos estd comprendido entre X — 2sy X + 2s (es decir, dos desviaciones estandar a cada lado
de la media).

c)  99.73% de los casos esta comprendido entre X — 3sy X + 3s (es decir, tres desviaciones estandar a cada lado
de la media).

En distribuciones moderadamente sesgadas, estos porcentajes se satisfacen de manera aproximada (ver pro-
blema 4.24).

3. Supongase que dos conjuntos que constan de N; y N, nimeros (o dos distribuciones de frecuencia con frecuencias
totales N; y N,) tienen varianzas 57y s3, respectivamente, y una misma media X Entonces, la varianza combinada
0 conjunta de los dos conjuntos (o de las dos distribuciones de frecuencia) esta dada por

> 2
2= Nisi + Nasy

12
Ny + N, (12)

Obsérvese que ésta es una media aritmética ponderada de las dos varianzas. Esta formula puede generalizarse a tres
0 Mas conjuntos.

4. El teorema de Chebyshev establece que para k > 1, por lo menos (1 — (1/k?)) x 100% de la distribucion de pro-
babilidad de cualquier variable estd a no mas de k desviaciones estandar de la media. En particular, para k = 2, por
lo menos (1 — (1/22)) x 100% o bien 75% de los datos esta en el intervalo (X — 2, X 4 2S); para k = 3, por lo
menos (1 — (1/3%)) x 100% u 89% de los datos esta en el intervalo (X — 3S, ¥ + 3S), y para k = 4, por lo menos
(1 — (1/4%) x 100% o bien 93.75% de los datos esta en el intervalo (X — 4S5, ¥ + 4S).
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llustracién

4-1

Figura

COMPROBACION DE CHARLIER

tandar mediante el método de la compila-

iacién es

La comprobacion de Charlier, en el calculo de la media y de la desv

, hace uso de las identidades

cion

=) fu+N

Jut o f

=2

> flu+1)
> [+ 2u+1)

S A2 fu+ Y f =3 fi +23 fu+ N

> flu+1)

(\er el problema 4.20.)
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CORRECCION DE SHEPPARD PARA LA VARIANZA

El calculo de la desviacion estandar tiene cierto error debido a la agrupacién de los datos en clases (error de agrupa-
miento). Para hacer un ajuste respecto al error de agrupamiento, se usa la formula

2
C
Varianza corregida = Varianza de los datos agrupados — T (13)

donde c es el tamafio del intervalo de clase. A la correccion c?/12 (que se resta) se le llama correccion de Sheppard.
Esta correccion se usa para distribuciones de variables continuas, en las que las “colas”, en ambas direcciones, se
aproximan gradualmente a cero.

Hay discrepancia respecto a cuando y si la correccion de Shepppard debe ser aplicada. Desde luego no debe apli-
carse antes de que se examine la situacién cuidadosamente, ya que se tiende a una sobrecorreccién, con lo que sélo se
sustituye un error por otro. En este libro, a menos que se indique otra cosa, no se usara la correccién de Sheppard.

RELACIONES EMPIRICAS ENTRE LAS MEDIDAS DE DISPERSION

Para las distribuciones moderadamente sesgadas, se tiene la relacion empirica

Desviacion media = £

(desviacion estandar)
Rango semiintercuartil =  (desviacion estandar)

Esto es consecuencia de que en una distribucion normal se encuentre que la desviacion media y el rango semiinter-
cuartil son iguales, respectivamente, a 0.7979 y 0.6745 veces la desviacion estandar.

DISPERSION ABSOLUTAY RELATIVA; COEFICIENTE DE VARIACION

La variacion o dispersion real determinada mediante la desviacion estandar u otra medida de dispersion se le conoce
como dispersion absoluta. Sin embargo, una variacion o dispersion de 10 pulgadas (in) en una distancia de 1 000 pies
(ft) tiene un significado muy diferente a la misma variacion de 10 in en una distancia de 20 ft. Este efecto se puede
medir mediante la dispersion relativa, que se define como sigue:

dispersion absoluta

14
promedio (14)

Dispersion relativa =

Si la dispersion absoluta es la desviacion estandar s y el promedio es la media X, entonces a la dispersion relativa
se le llama coeficiente de variacion o coeficiente de dispersion; este coeficiente se denota por V' y esta dado por

Coeficiente de variacion (V) = (15)

x| »

y por lo general se expresa como porcentaje. También hay otras posibilidades (ver problema 4.30).

Obsérvese que el coeficiente de variacion es independiente de las unidades que se empleen. Debido a esto, el coefi-
ciente de variacion es Gtil cuando se trata de comparar distribuciones en las que las unidades son diferentes. Una
desventaja del coeficiente de variacion es que no es Util cuando el valor de X es cercano a cero.
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VARIABLE ESTANDARIZADA; PUNTUACIONES ESTANDAR

A la variable que mide la desviacién respecto a la media en términos de unidades de desviaciones estandar se le llama
variable estandarizada y es una cantidad adimensional (es decir, es independiente de las unidades empleadas) y esta
dada por

(16)

Si las desviaciones respecto a la media se dan en términos de unidades de desviacion estandar, se dice que las
desviaciones se expresan en unidades estandar o en puntuaciones estandar. Las unidades estandar son de gran valor
para comparar distribuciones (ver problema 4.31).

SOFTWARE Y MEDIDAS DE DISPERSION

El software para estadistica proporciona diversas medidas de dispersion. Estas medidas de dispersion suelen propor-
cionarse en estadistica descriptiva. EXCEL permite el calculo de todas las medidas estudiadas en este libro. Aqui
se discuten MINITAB y EXCEL y en los problemas resueltos se muestran los resultados que proporcionan otros
paquetes.

EJEMPLO 3
a) EXCEL proporciona calculos para varias medidas de dipersion, y en el siguiente ejemplo se ilustran algunas de ellas. En
una empresa se hace una encuesta; la pregunta es: ¢cuantos e-mails recibe una persona por semana? Las respuestas dadas
por los 75 empleados se muestran en las celdas A1:E15 de la hoja de calculo de EXCEL.

32 113 70 60 84
114 31 58 86 102
113 79 86 24 40

44 42 54 71 25

42 116 68 30 63
121 74 77 77 100

51 31 61 28 26

47 54 74 57 35

77 80 125 105 61
102 45 115 36 52

58 24 24 39 40

95 99 54 35 31

77 29 69 58 32

49 118 44 95 65

71 65 74 122 99

El rango se obtiene mediante =MAX(A1:E15)-MIN(A1:E15) o bien 125 — 24 = 101. La desviacién media o desviacion
promedio se obtiene mediante = DESVPROM(AL:E15) o bien 24.42. El rango semiintercuartil se obtiene mediante la
expresion =(PERCENTIL(A1:E15,0.75)-(PERCENTIL(A1:E15,0.25))/2 o bien 22. El rango percentil 10-90 se obtiene
mediante PERCENTIL(A1:E15,0.9)-PERCENTIL(A1:E15,0.1) u 82.6.

La desviacion estandar y la varianza se obtienen mediante =DESVEST(A1:E15), que es 29.2563 y =VAR(A1:E15),
que es 855.932 para muestras, y =DESVESTP(A1:E15) que es 29.0606 y =VARP(AL1:E15), que es 844.52 para poblacio-
nes.
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b) Descriptive Statistics - Statistics
I [~ Trimmed mean [~ N nonmissing
[~ SE of mean [~ Sum [ N missing
v Standard deviation ¥ Minimum [” N total
v Variance v Maximum [~ Cumulative N
¥ Coefficient of variation ¥ Bange [~ Percent
[~ Cumulative percent
¥ First quartile [~ Sum of squares
[~ Median [~ Skewness
¥ Third quartile " Kurtosis
¥ Interquartile range [~ MSSD
Help | OK Cancel

Figura 4-2 Ventana de dialogo de MINITAB.

En la ventana de didlogo de MINITAB, que se presenta en la figura 4-2, se han elegido las medidas de dispersion y de
tendencia central. El resultado es el siguiente:

Estadistica descriptiva: e-mails

Variable StDev Variance CoefVar Minimum Q1 Q3 Maximum Range I0R
e-mails 29.26 855.93 44 .56 24.00 40.00 86.00 125.00 101.00 46.00

PROBLEMAS RESUELTOS

EL RANGO
4.1 Encontrar el rango de los conjuntos: a) 12, 6, 7, 3, 15,10, 18,5y 0) 9, 3, 8,8, 9, 8, 9, 18.

SOLUCION

En ambos casos, rango = ndmero mayor — nimero menor = 18 — 3 = 15. Sin embargo, como se puede ver en las orde-
naciones de los conjuntos a) y h),

a)3,5,6,7, 10,12, 15,18 b)3,8,88,9,9,918

en el conjunto a) hay mucha mas variacion que en el conjunto b). En efecto, b) consta casi Gnicamente de ochos y
nueves.

Dado que el rango no indica diferencia alguna entre estos conjuntos, en este caso no es una buena medida de disper-
sion. Cuando hay valores extremos, el rango no suele ser una buena medida de la dispersion.

Eliminando los valores extremos, 3y 18, se logra una mejora. Entonces, el rango del conjunto a) es (15 — 5) = 10,
en tanto que el rango del conjunto b) es (9 — 8) = 1, lo que muestra claramente que en a) hay mayor dispersion que en b).
Sin embargo, el rango no ha sido definido de esta manera. El rango semiintercuartil y el rango percentil 10-90 estan con-
cebidos para obtener una medida mejor que el rango mediante la eliminacion de los valores extremos.

4.2 Encontrar el rango de las estaturas de los estudiantes de la universidad XYZ dadas en la tabla 2.1.
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SOLUCION
Hay dos maneras para definir el rango de datos agrupados.
Primer método

Rango = marca de clase de la clase méas alta — marca de clase de la clase méas baja
=73-61=12in

Segundo método

Rango = frontera superior de la clase mas alta — frontera inferior de la clase mas baja
=745-595=15in

Empleando el primer método se tienden a eliminar, en cierta medida, los valores extremos.

LA DESVIACION MEDIA

4.3

4.4

Encontrar la desviacion media de los conjuntos de nimeros del problema 4.1.

SOLUCION

a) Lamedia aritmética es

12+6+7+3+15+10+18+5 76

X = —=0.
2 2 9.5
La desviacién media es
_ X -x
DM = N
C12=951+16—9.5| 4|7 — 9.5/ + |3 — 9.5] + |15 — 9.5| + [10 — 9.5| + [18 — 9.5 + |5 — 9.5]
o 8
_25+35425465+55+05+485+45_34 .
- 8 8
_ 1 2
b) X:9+3+8+8—;9+8+9+ 8:%:9
XXX
DM = N

19— 9+ 39 +[8—9]+[8— 9] +9 =9 +[8— 9] +[9 — 9] + |18 — 9|
- 8

C0+6+1+14+0+140+9

2.2
2 5

La desviacion media indica, como debe ser, que en el conjunto b) hay menos dispersion que en el conjunto a).

Encontrar la desviacién media de las estaturas de 100 estudiantes de la universidad XY Z (ver tabla 3.2, proble-
ma 3.20).

SOLUCION

De acuerdo con el problema 3.20, X = 67.45 in. Para facilitar los calculos, éstos pueden organizarse como en la tabla 4.1.
También se puede idear un método de compilacién para el calculo de la desviacion media (ver problema 4.47).
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45

Tabla 4.1
Estaturas (in) | Marcas de clase (X) | |[X — X| = |X — 67.45] Frecuencia ( f) f1X - X|
60-62 61 6.45 5 32.25
63-65 64 3.45 18 62.10
66-68 67 0.45 42 18.90
69-71 70 2.55 27 68.85
72-74 73 5.55 8 44.40
N=Y f=100 | 3 flX — X| =226.50

Mo 2 SIX —X| 22650

D N 100

=2.26in

Determinar el porcentaje de las estaturas de los estudiantes del problema 4.4 que cae dentro de los rangos a)
X +DM,b) X £2DMyc) X + 3 DM.

SOLUCION

a) Elrango de 65.19 a69.71 in es X & DM = 67.45 + 2.26. Este rango comprende a todos los individuos de la tercera
clase +%(65.5 — 65.19) de los estudiantes de la segunda clase +§(69.71 — 68.5) de los estudiantes de la cuarta clase
(ya que el tamafio del intervalo de clase es 3 in, la frontera superior de clase de la segunda clase es 65.5 in y la fron-
tera inferior de clase de la cuarta clase es 68.5 in). La cantidad de estudiantes en el rango X = DM es

31 1.21
42+%(18)+T(27):42+1.86+10.89:54.75 0 sea 55

que es 55% del total.
b) Elrango de 62.93a71.97 ines X & 2 DM = 67.45 4 2(2.26) = 67.45 + 4.52. El nGmero de estudiantes en el rango
X +2DMes

71.97 -171.5

18 — <62.93 —62.5 :

. )(18)+42+27+(

)(8) = 85.67 u 86
que es 86% del total.

c) Elrangode 60.67 a74.23ines X + 3 DM = 67.45 + 3(2.26) = 67.45 + 6.78. La cantidad de estudiantes en el rango
X +3DMes

74.5 —74.23

5_ (60.67 —-595
3

3 >(5)+18+42+27+(

) (8) =97.33 0 sea 97

que es 97% del total.

EL RANGO SEMIINTERCUARTIL

4.6

Encontrar el rango semiintercuartil en la distribucion de las estaturas de los estudiantes de la universidad XYZ
(ver tabla 4.1 del problema 4.4).

SOLUCION

El cuartil inferior y el cuartil superior son Q; = 65.5 +% (3) =65.64iny O3 = 68.5+ %(3) = 69.61 in, respectivamen-
te, y el rango semiintercuartil (o desviacion cuartil) es QO = % (0;—0)) = % (69.61 — 65.64) = 1.98 in. Obsérvese que el
50% de los casos se encuentra entre Q, y Q5 (es decir, la estatura de 50 estudiantes esté entre 65.64 y 69.61 in).
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Se puede considerar que 1 (Q; + Q3) = 67.63 in es una medida de tendencia central (es decir, una altura promedio).
Por lo tanto, 50% de las estaturas se encuentra entre 67.63 4 1.98 in.

Encontrar el rango semiintercuartil de los salarios de 65 empleados de la empresa P&R (ver la tabla 2.5 del
problema 2.3).

SOLUCION

De acuerdo con el problema 3.44, Q, = $268.25y Q, = $290.75. Por lo tanto, el rango semiintercuartil es Q = 3(Q; — Q)
= 1($290.75 — $268.25) = $11.25. Como 3(Q; + Q) = $279.50, se puede concluir que 50% de los empleados tienen
salarios que se encuentran en el rango de $279.50 + $11.25.

EL RANGO PERCENTIL 10-90

4.8

Encontrar el rango percentil 10-90 de las estaturas de los estudiantes de la universidad XYZ (ver tabla 2.1).

SOLUCION

Aqui, P;g = 62.5 + $5(3) = 63.33 iny Pgy = 68.5 -+ £(3) = 71.27 in. Por lo tanto, el rango percentil 10-90 es Py, — Py
= 71.27 — 63.33 = 7.94 in. Como (P, + Pgg) = 67.30 iny 3(Pgy — P4o) = 3.97 in, se puede concluir que las estaturas de
80% de los estudiantes se encuentra en el rango de 67.30 + 3.97 in.

LA DESVIACION ESTANDAR

4.9

Encontrar la desviacion estandar s de cada uno de los conjuntos de nimeros del problema 4.1.

SOLUCION

XX 124647 4341541041845 76 o
N 8 S8

&
b

_\/(12—9.5)2+(69.5)2+(79.5)2+(39.5)2+(159.5)2+(109,5)2+(189.5)2+(59.5)2

g
— V2375 = 487
) 18 7
b) X:9+3+8+8-;9+8+9+ 8:%:9
(X - X)
5= N

¢(99)2+(39)2+(89)2+(89)2+(99)2+(89)2+(99)2+(189)2
o 8

=v15=387

Comparando los resultados anteriores con los del problema 4.3 se observa que la desviacion estandar si indica que
el conjunto b) tiene menos dispersion que el conjunto a). Sin embargo, este efecto se enmascara por el hecho de que los
valores extremos afectan a la desviacion estandar mucho méas que a la desviacion media. Esto es de esperar, ya que para
calcular la desviacion estandar las desviaciones se elevan al cuadrado.
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4.10 Ladesviacion estandar de los dos conjuntos de datos dados en el problema 4.1 pueden encontrarse con MINITAB.
Adelante se presentan los resultados. Comparlos con los obtenidos en el problema 4.9.

MTB > print cl

setl
12 6 7 3 15 10 18 5
MTB > print c2
set2
9 3 8 8 9 8 9 18

MTB > standard deviation cl
Columna de desviacién estandar

Standard deviation of setl =5.21
MTB >standard deviation c2

Columna de desviacién estandar

Standard deviation of set2 =4.14

SOLUCION

MINITAB emplea la férmula

Y - x)
N1

S =

y por lo tanto, en los problemas 4.9 y 4.10 no se obtiene la misma desviacion estandar. Las respuestas del problema 4.10
se pueden obtener de las del problema 4.9 multiplicando éstas por /N /(N — 1). Como N = 8 para ambos conjuntos,

N/(N — 1) = 1.069045. Entonces, para el conjunto 1 se tiene (1.069045)(4.87) = 5.21, que es la desviacion estandar
dada por MINITAB. De igual manera, (1.069045)(3.87) = 4.14, que es la desviacion estandar dada por MINITAB para
el problema 2.

4.11 Encuentre la desviacién estandar de las estaturas de los 100 estudiantes de la universidad XYZ (ver tabla
2.1).

SOLUCION

De acuerdo con los problemas 3.15, 3.20 o bien 3.22, X = 67.45 in. Los calculos pueden organizarse como en la tabla 4.2.

o\ 2
_ 2.
gy |2 S E = X) 8527500 esms 5 ghin

N 100
Tabla 4.2
Estaturas (in) | Marcasdeclase (X) | X — X =X —67.45 | (x — X)* | Frecuencias (f) f(X —X)?
60-62 61 —6.45 41.6025 5 208.0125
63-65 64 —3.45 11.9025 18 214.2450
66-68 67 —0.45 0.2025 42 8.5050
69-71 70 2.55 6.5025 27 175.5675
72-74 73 5.55 30.8025 8 246.4200

N=3 f=100 | 3 f(X - X)
= 852.7500
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CALCULO DE LAS DESVIACIONES ESTANDAR DE DATOS AGRUPADOS

412 a) Demostrar que

2 2 /—
N N
b) Usar la férmula del inciso a) para hallar la desviacién estandar del conjunto 12, 6, 7, 3, 15, 10, 18, 5.

SOLUCION

a) Por definicion

NSO ED 0
B N
Entonces sZ—Z(X_X)z_Z(Xz_z)ZXJFXZ)_ZX2—2X2X+N)?2
= 5 = = _ 2
ZXZ = X < ZXz s s ZXz .
= —2X =— == 2 =t
N X N + X N X+ X % X
2
pop X (2
N

o bien szwzm

Obsérvese que en las sumatorias anteriores se ha usado la forma abreviada, empleando X en lugar de X; y > en
lugar de Zfi].

Otro método

S=X-X) =X -2XX+ X=X -2XX+ X =X - 2XX+ X’ =X* - X*
= XX (122467 + (D + B+ (15 + (10)° + (18 + (5)* 912

2 =114
b) X N 8 8
)?_ZX_12—%6—5—7—1—3—}-15+10+18+5_76_95
TN 8 e

Porlotanto  s=\/ X2 — X2 =+114—90.25 = v/23.75 = 4.87

Compérese este método con el del problema 4.9a).

4.13 Modificar la formula del problema 4.12a) para introducir las frecuencias que corresponden a los diversos
valores de X.

SOLUCION

La modificacion apropiada es

(B ()

Como en el problema 4.12a), a esta formula se puede llegar partiendo de

o[BS = X)
' N
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414

4.15

) YN =X NS -2XX 4 X Y X -2XY X4 XY S

Entonces s”

N n N N

2 2
:ZA]:X 2/\7 ZNf /\72222\/; 2X’+X2 ZfX yz
X (XX
-~ N ( N )

o0 bien

S (XY
N T)

Obsérvese que la sumatoria anterior se ha usado en forma abreviada, empleando X y fen lugar de X; y f;, > en lugar

dez/ lyZ/KIfJ_N

Empleando la férmula del problema 4.13, encontrar la desviacién estandar de los datos de la tabla 4.2, proble-

ma 4.11.

SOLUCION

Los calculos pueden organizarse como en la tabla 4.3, donde X = (> fX)/N = 67.45in, segln se obtuvo en el problema
3.15. Observar que este método, como el del problema 4.11, conlleva calculos muy tediosos. En el problema 4.17 se mues-

tra como con el método de compilacion se simplifican los calculos enormemente.

Tabla 4.3
Estaturas (in) | Marcas de clase (X)) X2 Frecuencias (f) X2
60-62 61 3721 5 18 605
63-65 64 4096 18 73728
66-68 67 4 489 42 188 538
69-71 70 4900 27 132 300
72-74 73 5329 8 42 632
N =3 f=100 S fX? = 455 803

S X (Y /X 2_\/455 803 ) o
Y 5 =\ "5~ (6749) = /8.5275=2.92in

Sid =X — Ason las desviaciones de X respecto a una constante arbitraria A, probar que

> ]{dz - ZNfd)2

SOLUCION

Comod=X—A X=A+dyX = A +d (ver problema 3.18), entonces

X-X=(A+d) —(A+d)=d—-d

de manera que . F o - X7 \/z fid— 0 _ \/z ]_vfdz i} (Z T )z

N

de acuerdo con los resultados del problema 4.13 y sustituyendo X y X en lugar de d y d, respectivamente.
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Otro método

=(X—-X)Y=(d—d)}=d*—2dd + &

PP =P —d = Zﬁﬂ (Zfd)2
N

y la férmula deseada se obtiene sacando la raiz cuadrada positiva.
Mostrar que si en una distribucion de frecuencia en la que todos los intervalos de clase son del mismo tamafio

¢, se compila cada marca de clase X con su valor correspondiente u de acuerdo con la relacién X = A + cu,
donde A es una marca de clase dada, entonces la desviacion estandar se puede expresar como

S

SOLUCION

Esto se deduce inmediatamente del problema 4.15, ya que d = X — A = cu. Por lo tanto, como ¢ es una constante,

y—\/Zf‘“ L /i) \/qu zfu L qu)
N

Otro método
Esta formula se puede probar también directamente sin usar el problema 4.15. Dado que X =A +cu, X = A +ci y

X — X = ¢(u — @), entonces

= (X - X)) =u—i) =0 = 2+ i?) = A(? =2 + i) = E(® — ii?)

N

y s:c\/m:c Z}\{uz_(qu)z

Encontrar la desviacion estandar de las estaturas de los estudiantes de la universidad XYZ (ver la tabla 2.1)
empleando: a) la formula obtenida en el problema 4.15 y b) el método de codificacién del problema 4.16.

SOLUCION

En las tablas 4.4 y 4.5 arbitrariamente se ha elegido A igual a la marca de clase 67. Obsérvese que en la tabla 4.4 las des-
viaciones d = X — A son mdltiplos del tamafio del intervalo de clase ¢ = 3. En la tabla 4.5 se ha eliminado este factor. Esto
da como resultado que en la tabla 4.5 los célculos se simplifican enormemente (en comparacion con los de los problemas
4.11y 4.14). Por esto se recomienda emplear el método de compilacién siempre que sea posible.

a) Verlatabla4.4.

Tabla 4.4

Marcas de clase (X) d=X—-A Frecuencias ( f) fd fd?
61 —6 5 -30 180

64 -3 18 —54 162

A — 67 0 42 0 0

70 3 27 81 243

73 6 8 48 288

N=3 /=100 S fd =45 S fX? =873
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S (X fdN 873 45\* B .
5\/ N _< - ) \/100_(100) = /8.5275 =2.92in

b) \erlatabla4.5

Tabla 4.5

X -4 . 2

Marcas de clase (X ) u=— Frecuencias ( f) fu fu
61 -2 5 -10 20

64 -2 18 —18 18

A — 67 0 42 0 0

70 1 27 27 27

73 2 8 18 32

N=3f=100 S fu=15 S fu? =97

. . 2 2
s=0\/W (ENf”) :3\/19070 (11750) = 3v0.9475 = 2.92in

4.18 Empleando el método de compilacion, encontrar: a) la media y b) la desviacion estandar de la distribucién de
los salarios de los 65 empleados de la empresa P&R (ver la tabla 2.5 del problema 2.3).

SOLUCION

Los calculos se pueden organizar como en la tabla 4.6.

a) X=A+cu=A+c

> fu 30N
= = $275.00 + (810.00) | Z5 | = $279.77

.2 . 2 2
b) s=cVid —i? = c\/z]\{u_ (ZNf”) = ($10.00) %— (%) = ($10.00)y/2.434T = $15.60

Tabla 4.6
X u f fu fu?
$255.00 -2 8 —16 32
265.00 -1 10 -10 10
A—— 275.00 0 16 0 0
285.00 1 14 14 14
295.00 2 10 20 40
305.00 3 5 15 45
315.00 4 2 8 32
N=> f=65 > fu=31 > fu? =173

4,19 Latabla 4.7 muestra el CI de 480 nifios de primaria. Empleando el método de compilacién, encontrar: a) la
media y b) la desviacion estandar.
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Tabla 4.7

Marcadesclase(X) [ 70 74 78 82 8 90 94 98 102 106 110 114 118 122 126
Frecuencias ( f) 4 9 16 28 45 66 8 72 54 38 27 18 11 5 2

SOLUCION

El cociente intelectual es

edad mental
edad cronoldgica

expresado como porcentaje. Por ejemplo, un nifio de 8 afios que (de acuerdo con ciertos procedimientos educativos) tiene una
mentalidad de un nifio de 10 afios, tendra un Cl de 10/8 = 1.25 = 125%, o simplemente 125, el signo % se sobreentiende.

Para hallar la media y la desviacion estandar de los cocientes intelectuales de la tabla 4.7, se pueden organizar los
calculos como en la tabla 4.8.

o o S fu 236\
a) X=A+cu=A+c ~ =94+4 130 =95.97
2 2 2
_ 3404 (236
b VBB ey 2L (ESuNT 3404 (BONT L eei5s — 10.47
) sTevie C\/ N N 480 \ 480

COMPROBACION DE CHARLIER

4.20

Emplear la comprobacion de Charlier para verificar los céalculos de: a) la media y b) la desviacion estandar
realizados en el problema 4.19.

SOLUCION

Para hacer la comprobacion deseada, a las columnas de la tabla 4.8 se agregan las columnas de la tabla 4.9 (con excepcion

de la columna 2, que por comodidad se repite en la tabla 4.9).

a) Deacuerdo conlatabla4.9, Y f (u+ 1) = 716; de acuerdo con la tabla 4.8, > fu + N = 236 + 480 = 716. Con esto
se tiene la comprobacion de la media.

Tabla 4.8
X u f fu fu?
70 —6 4 —24 144
74 -5 9 —45 225
78 —4 16 —64 256
82 -3 28 —84 252
86 -2 45 —-90 180
90 -1 66 —66 66
A 94 0 85 0 0
08 1 72 72 72
102 2 54 108 216
106 3 38 114 342
110 4 27 108 432
114 5 18 90 450
118 6 11 66 396
122 7 5 35 245
126 8 2 16 128
N=> f=480 S fu =236 3 fu? =3 404
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Tabla 4.9
u+1 f flu+1) f(u+1)?
-5 4 -20 100
—4 9 —36 144
-3 16 —48 144
-2 28 —56 112
-1 45 —45 45
0 66 0 0
1 85 85 85
2 72 144 288
3 54 162 486
4 38 152 608
5 27 135 675
6 18 108 648
7 11 77 539
8 5 40 320
9 2 18 162
N=3>f=480 | > f(u+1)=716 | > f(u+1)>=4356

b) De acuerdo con latabla 4.9, 3" f(u + 1)? = 4 356; de acuerdo con la tabla 4.8, " f2 + 25" fu + N = 3 404 + 2(236)
+ 480 = 4 356, con lo que se tiene la comprobacidn de la desviacion estandar.

CORRECCION DE SHEPPARD PARA LA VARIANZA

4.21

4.22

Emplee la correccion de Sheppard para determinar la desviacion estandar de los datos en: a) el problema 4.17,
b) el problema 4.18 y c) el problema 4.19.

SOLUCION

a) s?=85275y ¢ = 3. Varianza corregida = s?> — ¢%/12 = 8.5275 — 32/12 = 7.7775. Desviacion estandar corregida
= \/Varianza corregida = V7.7775 = 2.79 in.

b) s2=243.41y c = 10. Varianza corregida = s? — ¢?/12 = 243.41 — 10?/12 = 235.08. Desviacion estandar corregida
=+/235.08 = $15.33.

c) s?=109.60y c = 4. Varianza corregida = s? — ¢?/12 = 109.60 — 4?/12 = 108.27. Desviacion estandar corregida
=+/108.27 =10.41.

Dada la segunda distribucion de frecuencia del problema 2.8, encontrar: a) la media, b) la desviacion estandar,
c) la desviacion estandar usando la correccion de Sheppard y d) la verdadera desviacion estandar a partir de
los datos no agrupados.

SOLUCION

Los célculos se pueden organizar como en la tabla 4.10.

SRR o 9\ _
a) X=A+cu=A+c v =149+9 20 = 147.01b
_ 2 -\ 2 "o\ 2
b) S—(T\/uz—uz—c‘\/z]\{u —(%{“) _9\/23—(43> = 9\/2.324375 = 13.71b

c) Varianza corregida = s? — ¢?/12 = 188.27 — 92/12 = 181.52. Desviaci6n estandar corregida = 13.5 Ib.
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Tabla 4.10

X u f fu fu?

122 -3 3 -9 27

131 -2 5 -10 20

140 -1 9 -9 9
A—— 149 0 12 0 0
158 1 5 5 5

167 2 4 8 16

176 3 2 6 18

N=> f=40 S fu=-9 S fu?=95

d) Para calcular la desviacion estandar a partir de los verdaderos pesos de los estudiantes, dados en el problema, convie-
ne primero restarle a cada peso un nimero adecuado, por ejemplo, A = 150 Ib, y después usar el método del problema
4.15. Las desviaciones d = X — A = X — 150 se dan en la tabla siguiente:

—-12 14 0 —18 —6 —25 -1 7
—4 8 —10 -3 —14 -2 2 —6
18 —24 -12 26 13 =31 4 15
—4 23 -8 -3 —15 3 —10 —15
11 =5 —15 -8 0 6 -5 —22

a partir de las cuales se encuentra que > d = —128 y > d? = 7 052. Entonces

_— - 2 2 _ 2
sV (B (Y 1B e o

Por lo tanto, con la correccién de Sheppard, en este caso, se obtiene cierta mejora.

RELACIONES EMPIRICAS ENTRE LAS MEDIDAS DE DISPERSION

4.23 Dada la distribucién de las estaturas de los estudiantes de la universidad XYZ, comentar la validez de las
formulas empiricas: a) desviacion media = %(desviacién estandar) y b) rango semiintercuartil = %(desviacién
estandar).

SOLUCION

a) Deacuerdo con los problemas 4.4y 4.11, desviacion media <+ desviacion estandar = 2.26,/2.92 = 0.77, que es aproxi-
madamente 2.
b) De acuerdo con los problemas 4.6 y 4.11, rango semiintercuartil + desviacion estandar = 1.98/2.92 = 0.68, que es
aproximadamente 2.
Por lo tanto, en este caso las formulas empiricas son validas.
Obsérvese que no se uso la desviacion estandar con correccion de Sheppard para agrupamiento, ya que no se hicie-
ron las correcciones correspondientes a la desviacion media ni al rango semiintercuartilico.

PROPIEDADES DE LA DESVIACION ESTANDAR

4.24  En el problema 4.19 determinar el porcentaje de estudiantes cuyo CI cae dentro de los rangos: a) X £,
b) X £2syc) X + 3s.
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4.25

SOLUCION

a)

b)

El rango para los Cl de 85.5 a 106.4 es X + s = 95.97 4 10.47. La cantidad de Cl en el rango X + s es

106.4 — 104

(M)ms) +66 + 85+ 72 4 54 + (f)(zs) =339

4

El porcentaje de Cl en el rango X + s es 339/480 = 70.6%.
El rango de los Cl de 75.0 2 116.9 es X =+ 2s = 95.97 4+ 2(10.47). La cantidad de Cl en el rango X 4 2s es

116.9 — 116

(M)@H16+28+45+66+85+72+54+38+27+18+ (f>(11)=451

4

El porcentaje de Cl en el rango X + 2s es 451/480 = 94.0%.
El rango de los Cl de 64.6 a 127.4 es X 4 3s = 95.97 + 3(10.47). La cantidad de Cl en el rango X =+ 3ses

128 — 127.4
480 — (T)(z) —4797 o 480

El porcentaje de Cl en el rango X + 3s es 479.7 /480 = 100%.
Los porcentajes de los incisos a), b) y ¢) coinciden con los esperados en una distribucion normal: 68.27%, 95.45%

y 99.73%, respectivamente.

Obsérvese que no se ha usado la correccion de Sheppard para la desviacion estandar. Si se usa esta correccion, los

resultados, en este caso, coinciden estrechamente con los anteriores. Obsérvese que los resultados anteriores también pue-
den obtenerse usando la tabla 4.11 del problema 4.32.

Dados los conjuntos 2, 5, 8, 11, 14y 2, 8, 14, encontrar: a) la media de cada conjunto, b) la varianza de cada
conjunto, ¢) la media de los conjuntos combinados (o conjuntados) y d) la varianza de los conjuntos combina-

dos.
SOLUCION
a) Media del primer conjunto = é (24+5+4+8+ 11 + 14) = 8. Media del segundo conjunto = % (2+8+14) =8.
b) Varianza del primer conjunto = 57 = 12— 8) +(5—8)> + (8 —8)* + (11 — 8)* + (14 — 8)*] = 18. Varianza del
segundo conjunto = s3 = L[(2 — 8)* + (8 — 8)” + (14 — 8)*] = 24.
¢) Lamedia de los conjuntos combinados es
2+5+8+11+14+2+8+1478
5+3 B
d) Lavarianza de los conjuntos combinados es

2 -8 (58 + (88 + (11 -8’ + (148" + 28"+ (88" +(14-8)" .
543 '

Otro método (mediante férmula)

2 Nysi+Noss _ (5)(18) + (3)(24) _ 20.25
N+ N, 543 '
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4.26  Resolver el problema 4.25 con los conjuntos 2, 5, 8, 11, 14 y 10, 16, 22.

SOLUCION

Aqui las medias de los dos conjuntos son 8y 16, respectivamente, en tanto que las varianzas son las mismas que las varian-
zas en el problema anterior, a saber: 57 = 18y s3 = 24.

. . . 24548+ 11+14+10+16+22
Media de los conjuntos combinados = 513 =11

Q=117 +G =117+ @ =11+ (11 = 11)* + (14— 11)* + (10 — 11)* + (16 — 11)* + (22 — 11)*

2
s 5+3

=35.25

Obsérvese que la formula
2 _ Nist + Nos3
Ny + N,

con la que se obtiene el valor 20.25, no es aplicable en este caso, ya que las medias de los dos conjuntos no son iguales.

4.27 a) Probar que w? + pw + g, donde p y g son constantes dadas, es minimo si y sélo si w = —%p.
b) Empleando el inciso a), probar que

(X —a)’
2 (X —a)’

L 0 brevemente _—
N v N

es minimo si y sélosia = X.

SOLUCION

a) Setiene W’ + pw+q = (w+ %p)2 +q— %pz. Como (¢ — %p2) es constante, esta expresion tiene su minimo valor si
y s6lo siw -+ $p = 0 (es decir, w = —3p).

b) (X —a Y -2aX+d) Y X' -2y X+ Nd _ 2 ZX+ZX2

N - N N N N

Comparando esta ltima expresion con (W2 + pw + @), se tiene

X X?
w=a p:—2ZT q=ZN
Por lo tanto, la expresion tiene un minimoena = —1p = (3° X)/N = X, empleando el resultado del inciso a).

DISPERSION ABSOLUTAY RELATIVA; COEFICIENTE DE VARIACION

4.28  Un fabricante de cinescopios produce dos tipos de cinescopios, Ay B. La vida media de los cinescopios es,
respectivamente, X, = 1 495 horas y Xz = 1 875 horas, y las desviaciones estandar son s, = 280 horas y
sg = 310 horas. ¢Cuél de los cinescopios tiene: a) la mayor dispersion absoluta y b) la mayor dispersion rela-

tiva?
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4.29

4.30

SOLUCION

a) La dispersion absoluta de A es s, = 280 horas y la de B es sz = 310 horas. Por lo tanto, en los cinescopios B hay
mayor dispersion absoluta.

b) Los coeficientes de variacién son

5o 280 s 10
A 280 eg, pgoSe_ 310

_SA _ - = 16.5%
X, 1495 Xs 1875 °

Por lo tanto, los cinescopios A tienen mayor variacion relativa o dispersion.

Encontrar el coeficiente de variacién, V, de los datos: a) del problema 4.14 y b) del problema 4.18, empleando
la desviacién estandar corregida y la desviacion estandar no corregida.

SOLUCION
id 2.92
a) V (no corregida) — S Co;egl 2) _ e — 0.0433 = 43%
S id 2.79
V (corregida ) = (corr;gl 2) =745 0.0413 =4.1% de acuerdo con el problema 4.21a)
S id 15.60
b) V (no corregida) = (no co);regl ) =977 = 0.196 = 19.6%
S id 15.33
V (corregida ) = (corr;_gl 2) =977 = 0.192 = 19.2% de acuerdo con el problema 4.21b)

a) Definir una medida de dispersion relativa que pueda emplearse para un conjunto de datos en el que se
conocen los cuartiles.
b) lustrar el calculo de la medida definida en el inciso a) aplicandolo a los datos del problema 4.6.

SOLUCION

a)  Siparaun conjunto de datos, se dan los cuartiles Q; y Q, entonces % (Q1 + O3) es una medida de tendencia central de
los datos o promedio, en tanto que Q = %(Q_; — 0,), el rango semiintercuartil, es una medida de dispersion de los
datos. De manera que una medida de dispersion relativa se puede definir de la siguiente manera.

v :%(Q3*Ql) _9-0
© $(01+05) 03+0

a la que se le llama coeficiente de variacion cuartil o coeficiente cuartil de dispersion relativa.

C0:-0, 6961 —6564 397

— - - =0.0293 = 2.9¢
0, +0, 69.61+6564 13525 %

b) Vo

VARIABLES ESTANDARIZADAS; PUNTUACIONES ESTANDAR

431

En el examen final de matematicas en el que la media es 76 y la desviacion estandar es 10, un alumno obtiene
una calificacién de 84. En el examen final de fisica, en el que la media es 82 y la desviacion estandar es 16, el
mismo alumno obtiene como puntuacion 90. ¢En qué materia tiene una posicion relativa mas alta?

SOLUCION

La variable estandarizada z = (X — X)/s mide la desviacion de X respecto a la media X en término de desviaciones estan-
dar s. En matematicas, z = (84 — 76)/10 = 0.8, y en fisica z = (90 — 82)/16 = 0.5. Por lo tanto, la calificacion de este
estudiante en matematicas se encuentra a 0.8 de una desviacion estandar sobre la media, en cambio la puntuacidn en fisica
se encuentra a s6lo 0.5 de una desviacion estandar sobre la media. Por lo tanto, en matematicas obtuvo una posicion rela-
tiva mas alta.

La variable z = (X — X)/s suele emplearse para las calificaciones de los examenes de conocimientos, en donde se
denomina calificacion estandar.



PRroBLEMAS RESUELTOS 117

SOFTWARE Y MEDIDAS DE DISPERSION

4.32  El analisis hecho con STATISTIX de los datos del ejemplo 3 de este capitulo da los resultados siguientes:

Statistix 8.0

Descriptive Statistics

Variable SD Variance C.V. MAD
e -mails 29.256 855.93 44 .562 21.000

El valor MAD es la desviacion mediana absoluta. Se trata del valor mediano de las diferencias absolutas entre
cada uno de los valores y la mediana muestral. Verificar que el valor MAD de estos datos es 21.

SOLUCION

Los datos ordenados de menor a mayor son:

24 24 24 25 26 28 29 30 31 31 31 32 32
35 35 36 39 40 40 42 42 44 44 45 47 49
51 52 54 54 54 57 58 58 58 60 61 61 63
65 65 68 69 70 71 71 74 74 74 77 71 77
77 79 80 84 86 86 95 95 99 99 100 102 102
1o 113 113 114 115 116 118 121 122 125

La mediana de los datos originales es 61.
Si a cada dato se le resta 61, se obtiene:

-37 =37 =37 -36 -35 -33 -32 =31 -30 -30 -30 -29 -29

-26 —-26 -25 -22 -21 -21 -19 -19 -17 -17 -—-16 —-14 —12

-10 -9 -7 =17 =7 -4 3 -3 =3 -1 0 0 2
4 4 7 8 9 10 10 13 13 13 16 16 16
16 18 19 23 25 25 34 34 38 38 39 41 41
44 52 52 53 54 55 57 60 61 64

Ahora se toma el valor absoluto de estos datos:

37 37 37 36 35 33 32 31 30 30 30 29 29 26 26

25 22 21 21 19 19 17 17 16 14 12 10 9 7 7
7 4 3 3 3 1 0 0 2 4 4 7 8 9 10

10 13 13 13 16 16 16 16 18 19 23 25 25 34 34
38 38 39 41 41 44 52 52 53 54 55 57 60 61 64

La mediana de este dltimo conjunto es 21. Por lo tanto, MAD = 21.
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PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

RANGO

4.33  Encontrar el rango de los conjuntos: a) 5, 3, 8,4, 7, 6, 12, 4, 3y b) 8.772, 6.453, 10.624, 8.628, 9.434, 6.351.

4.34  Encontrar el rango de las cargas maximas dadas en la tabla 3.8 del problema 3.59.

4.35  Encontrar el rango de los diametros de remaches dados en la tabla 3.10 del problema 3.61.

4.36  En 50 medidas, la mayor es de 8.34 kilogramos (kg). Si el rango es 0.46 kg, encontrar la medida menor.

4.37  En latabla siguiente se dan las semanas que necesitaron 25 trabajadores, que perdieron su trabajo por reduccion de perso-

nal en sus empresas, para encontrar un nuevo empleo. Encontrar el rango de estos datos.

13 13 17 7 22
22 26 17 13 14
16 7 6 18 20
10 17 11 10 15
16 8 16 21 11

DESVIACION MEDIA

4.38

4.39

4.40

441

4.42

4.43

4.44

4.45

Encontrar el valor absoluto de: a) —18.2, b) +3.58, ¢) 6.21,d) 0, &) —/2 y f) 4.00 — 2.36 — 3.52.
Encontrar la desviacion media de los conjuntos: a) 3,7,9,5yb) 2.4, 1.6, 3.8, 4.1, 3.4.

Encontrar a desviacion media de los conjuntos de nimeros del problema 4.33.

Encontrar la desviacion media de las cargas maximas dadas en la tabla 3.8 del problema 3.59.

a) Encontrar la desviacién media (DM) de los didmetros de los remaches de la tabla 3.10 del problema 3.61.

b) ¢ Qué porcentaje de los didametros de los remaches esta entre (X + DM), (X &2 DM) y (X = 3 DM)?

Enel conjunto 8, 10, 9, 12, 4, 8, 2, encontrar la desviacién media: a) respecto a la mediay b) respecto a la mediana. \Verificar
que la desviacion media respecto a la mediana no es mayor que la desviacién media respecto a la media.

En la distribucion dada en la tabla 3.9 del problema 3.60, encontrar la desviacion media: a) respecto a la media y b) respec-
to a la mediana. Emplear los resultados de los problemas 3.60 y 3.70.

En la distribucion dada en la tabla 3.11 del problema 3.62, encontrar la desviacion media: a) respecto a la media y b) res-
pecto a la mediana. Emplear los resultados de los problemas 3.62 'y 3.72.
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4.46 Encontrar la desviacion media de los datos dados en el problema 4.37.

4.47  Deducir formulas de compilacion para el calculo de la desviacién media: a) respecto a la media y b) respecto a la mediana
a partir de una distribucion de frecuencias. Emplear estas férmulas para verificar los resultados obtenidos en los problemas
444y 4.45,

EL RANGO SEMIINTERCUARTIL

4.48  Encontrar el rango semiintercuartil en las distribuciones: a) del problema 3.59, b) del problema 3.60 y c) del problema
3.107. En cada caso interpretar los resultados claramente.

4.49  Encontrar el rango semiintercuartil de los datos dados en el problema 4.37.

4.50  Probar que en cualquier distribucidon de frecuencias, el porcentaje de casos que cae en el intervalo % (01405 £ % (0;—0y)
es el 50%. ¢Ocurre lo mismo en el intervalo O, £ % (O3 — 01)? Explicar la respuesta.

451 a) ¢Como se graficaria el rango semiintercuartil correspondiente a una distribucion de frecuencias dada?
b) ¢Qué relacion hay entre el rango semiintercuartil y la ojiva de una distribucién?

EL RANGO PERCENTIL 10-90

4.52  Encontrar el rango percentil 10-90 en las distribuciones: a) del problema 3.59 y b) del problema 3.107. En cada caso inter-
pretar los resultados claramente.

4.53  El décimo percentil de los precios de venta de las casas en determinada ciudad es $35 500 y el nonagésimo percentil de los
precios de venta de las casas en la misma ciudad es $225 000. Encontrar el rango percentil 10-90 y dar un rango en el que
caiga el 80% de los precios de venta.

454  ;Qué ventajas o desventajas tiene un rango percentil 20-80 en comparacién con un rango percentil 10-90?

4.55  Contestar el problema 4.51 en relacion: a) con el rango percentil 10-90, b) con el rango percentil 20-80 y c) el rango per-
centil 25-75. ¢ Cual es la relacion entre c) y el rango semiintercuartil?

LA DESVIACION ESTANDAR

456  Encontrar la desviacion estandar de los conjuntos: a) 3, 6, 2,1, 7, 5; b) 3.2,4.6,2.8,5.2,4.4,y¢)0,0,0,0,0, 1, 1, 1.

457 a) Sumando 5 acada uno de los nimeros del conjunto 3, 6, 2, 1, 7, 5 se obtiene el conjunto 8, 11, 7, 6, 12, 10. Mostrar
que los dos conjuntos tienen la misma desviacion estandar pero diferentes medias. ¢Qué relacion hay entre las
medias?

b) Si cada uno de los nimeros del conjunto 3, 6, 2, 1, 7 y 5 se multiplica por 2 y después se le suma 5, se obtiene el
conjunto 11, 17, 9, 7, 19, 15. ;Qué relacion existe entre las medias y las desviaciones estandar de estos dos conjun-
tos?

c) ¢Qué propiedades de la media y de la desviacidn estandar se ilustran mediante los conjuntos de nimeros particulares
de los incisos a) y b)?
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4.58

4.59

4.60

4.61

4.62

4.63

4.64

4.65

4.66

4.67

4.68

4.69

4.70

CapiTuLo 4 DESVIACION ESTANDAR Y OTRAS MEDIDAS DE DISPERSION

Encontrar la desviacion estandar del conjunto de nimeros de la progresion aritmética 4, 10, 16, 22, ..., 154.

Encontrar la desviacion estandar en las distribuciones: a) del problema 3.59, b) del problema 3.60 y c¢) del problema
3.107,

lustrar el uso de la comprobacién de Charlier en cada inciso del problema 4.59.

Encontrar: a) la media y b) la desviacion estandar en la distribucion del problema 2.17 y explicar el significado de los
resultados obtenidos.

Cuando los datos tienen una distribucién en forma de campana, la desviacion estandar se puede obtener de manera aproxi-
mada dividiendo el rango entre 4. Con los datos dados en el problema 4.37, calcular la desviacion estandar y compararla
con el rango dividido entre 4.

a) Encontrar la desviacion estandar s de los diametros de los remaches dados en la tabla 3.10 del problema 3.61.
b) ¢Qué porcentaje de los diametros de los remaches se encuentra entre X +5, X + 25y X 4 3s?

c) Comparar los porcentajes del inciso b) con los que teéricamente se esperan en una distribucion normal y explicar
cualquier diferencia observada.

Aplicar la correccion de Sheppard a las desviaciones estandar del problema 4.59. En cada caso, comentar si la aplicacion
de la correccion de Sheppard esta o no justificada.

¢Qué modificaciones ocurren en el problema 4.63 cuando se aplica la correccién de Sheppard?

a) Encontrar la media y la desviacion estandar de los datos del problema 2.8.
b)  Construir una distribucion de frecuencia para los datos y encontrar la desviacion estandar.

c) Comparar los resultados del inciso b) con los del inciso a). Determinar si la aplicacion de la correccion de Sheppard
produce mejores resultados.

Repetir el problema 4.66 con los datos del problema 2.27.

a) De un total de N nimeros, la fraccion p es de unos y la fraccion g = 1 — p es de ceros. Probar que la desviacion estan-
dar de este conjunto de nimeros es /pq.

b) Aplicar el resultado del inciso a) al problema 4.56c).

a) Probar que la varianza del conjunto de nimeros a, a + d, a + 2d,..., a + (n — 1)d (es decir, de una progresion arit-
mética en la que el primer término es a y la diferencia comtn es d) es 15(n? — 1)d?.

b) Emplear el inciso a) para el problema 4.58. [Sugerencia: Usar 1 + 2 4+ 3 --- + (n — 1) =4n(n — 1), 12422 + 32 ...
+(n—=1)2=1in(n —1)(2n - 1)].

Generalizar y probar la propiedad 3 de este capitulo.

RELACIONES EMPIRICAS ENTRE LAS MEDIDAS DE DISPERSION

4.71

Comparando las desviaciones estandar obtenidas en el problema 4.59 con las desviaciones medias correspondientes de los
problemas 4.41, 4.42 y 4.44, determinar si se cumple la siguiente relacion empirica: desviacion media = %(desviacién
estandar). Explicar cualquier diferencia que se presente.
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4.73

4.74
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Comparando las desviaciones estandar obtenidas en el problema 4.59 con los correspondientes rangos semiintercuartiles
del problema 4.48, determinar si se cumple la siguiente relacién empirica: rango semiintercuartil = %(desviacic’)n estandar).
Explicar cualquier diferencia que se presente.

¢ Qué relacion empirica se espera que exista entre el rango semiintercuartil y la desviacién media en distribuciones en forma
de campana ligeramente sesgadas?

Una distribucion de frecuencias que es aproximadamente normal tiene un rango semiintercuartil igual a 10. ;Qué valor se
espera que tenga: a) la desviacion estandar y b) la desviaciéon media?

DISPERSION ABSOLUTAY RELATIVA; COEFICIENTE DE VARIACION

4.75

4.76

4.77

4.78

En un examen final de estadistica, la calificacion media en un grupo de 150 alumnos es 78 y la desviacion estandar 8.0. En
algebra, la puntuacion media final del grupo es 73y la desviacion estandar 7.6. ;En qué materia hay: a) mayor dispersion
absoluta y b) mayor dispersion relativa?

Encontrar el coeficiente de variacion de los datos: a) del problema 3.59 y b) del problema 3.107.

En las calificaciones obtenidas por los estudiantes en un examen de admision, el primer cuartil es 825 y el segundo cuartil
es 1 125. Calcular el coeficiente cuartil de variacion en estas calificaciones del examen da admision.

En el grupo de edad de 15 a 24 afios, el primer cuartil de ingreso familiar es $16 500 y el tercer cuartil de ingreso fami-
liar, en este mismo grupo de edad, es $25 000. Calcular el coeficiente cuartil de variacion de la distribucion de
los ingresos en este grupo de edad.

VARIABLES ESTANDARIZADAS; PUNTUACIONES ESTANDAR

4.79

4.80

4.81

4.82

En el examen del problema 4.75 la calificacion de un estudiante en estadistica es 75y en algebra 71. ;En qué examen tiene
una puntuacion relativa mas alta?

Convertir el conjunto 6, 2, 8, 7, 5 en puntuaciones estandar.

Probar que la media y la desviacion estandar en un conjunto de puntuaciones estandar son iguales a 0 y 1, respectivamente.
Emplear el problema 4.80 para ilustrar esto.

a) Convertir las calificaciones del problema 3.107 en puntuaciones estandar y b) construir una gréfica de frecuencias rela-
tivas contra puntuaciones estandar.

SOFTWARE Y MEDIDAS DE DISPERSION

4.83

En la tabla 4.11 se da el ingreso per cépita en los 50 estados de Estados Unidos, en 2005.
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Tabla 4.11 Ingreso per capita en los 50 estados de Estados Unidos

Estado Ingreso per capita Estado Ingreso per capita
Wyoming 36 778 Pennsylvania 34 897
Montana 29 387 Wisconsin 33 565
North Dakota 31395 Massachusetts 44289
New Mexico 27 664 Missouri 31 899
West Virginia 27215 Idaho 28 158
Rhode Island 36 153 Kentucky 28 513
Virginia 38390 Minnesota 37373
South Dakota 31614 Florida 33219
Alabama 29 136 South Carolina 28352
Arkansas 26 874 New York 40 507
Maryland 41 760 Indiana 31276
lowa 32315 Connecticut 47 819
Nebraska 33616 Ohio 32 478
Hawaii 34539 New Hampshire 38 408
Mississippi 25318 Texas 32 462
Vermont 33327 Oregon 32103
Maine 31252 New Jersey 43771
Oklahoma 29330 California 37036
Delaware 37 065 Colorado 37 946
Alaska 35612 North Carolina 30553
Tennessee 31107 Ilinois 36 120
Kansas 32836 Michigan 33116
Arizona 30267 Washington 35409
Nevada 35883 Georgia 31121
Utah 28 061 Louisiana 24 820

El analisis de estos datos obtenido con SPSS es el siguiente:

Estadistica descriptiva

N Rango Desviacion estandar Varianza

Ingresos 50 22 999.00 4 893.54160 2E+007
N validado 50

Verificar el rango, la desviacion estandar y la varianza.



MOMENTOS,
SESGO Y
CURTOSIS

MOMENTQOS

Dados N valores X;, X,, ..., Xy que toma la variable X, se define la cantidad

X

- ST SN e %
o Xt Xt Xy E 1)
N N N
a la que se le llama el r-ésimo momento. El primer momento, en el que r = 1 es la media aritmética X
El r-ésimo momento respecto a la media X se define como
N —
(X, - X S —2y
=1 - v o7
= = = (X-X 2
m v =X )
Sir =1, entonces m; = 0 (ver el problema 3.16). Si r = 2, entonces m, es la varianza.
El r-ésimo momento respecto a cualquier origen A se define de la manera siguiente
N
(%= 4Y X-4A) d —
mr/:jzl :Z( —4) :Z :(X—A)r ?)
N N N

donde las d = X — A son las desviaciones de las X respecto de A. Si A = 0, la ecuacion (3) se reduce a la ecuacion (1).
Debido a esto, a la ecuacion (1) suele llamérsele el r-ésimo momento respecto de cero.

MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

Si Xy, X,,..., X se presentan con frecuencias fy, f,, ..., fy, respectivamente, los momentos anteriores estan dados por

K
P D/
A L R ) S S 2 IX @)
N N N

123
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m, =L N = Zﬂ)](v_ X _ X -Xx) (5)
K
> — Ay , ,

= RS Gy ®)

donde N = Z/KZI J; =>_ f. Estas formulas se emplean para el calculo de momentos de datos agrupados.

RELACIONES ENTRE MOMENTOS

Entre los momentos respecto a la media m, y los momentos respecto de un origen arbitrario 7, existen las relaciones
siguientes:

/ 12
my = Ny — My

my = m} — 3m{ms + 2m;3 )
my = my — dmims + 6m{>ms — 3m;*

etcétera (ver problema 5.5). Obsérvese que m| = X — A.

CALCULO DE MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

El método de compilacién dado en capitulos anteriores para el calculo de la media y de la desviacion estandar también
puede usarse para obtener un método abreviado para el calculo de los momentos. Este método aprovecha el hecho de
que Xj = A + cu; (o brevemente, X = A + cu), de manera que de acuerdo con la ecuacion (6) se tiene

S

m, = N =€ (8)
que puede usarse para hallar m, empleando las ecuaciones (7).
COMPROBACION DE CHARLIER Y CORRECCION DE SHEPPARD
La comprobacién de Charlier al calcular momentos mediante el método de compilacion emplea las identidades:
Y Sut1) =3 fut+ N
S fu+17 =3 fid +23 fu+ N
9)
Y S+ 1) =3 fid +3 3 fid +3 3 fut+ N
S fu+ 1) =S fi +4 il + 6 il +4 5 fu+ N
Las correcciones de Sheppard para momentos son las siguientes:
m, corregido = 1, — 5 ¢* m, corregido = ny — 1 ?my + 555 ¢*
Los momentos m; y ms no necesitan correccion.
MOMENTOS EN FORMA ADIMENSIONAL
Para evitar usar unidades particulares, se definen momentos adimensionales respecto de la media:
_m m. m, (10)

a, = - = — =
r S’ ( /mz)r mg

donde s = /m; es la desviacion estandar. Comom; =0y m, = s setienea, =0y a,= 1.
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SESGO

El sesgo de una distribucion es su grado de asimetria o el grado en el que se aleja de la simetria. Si una curva de fre-
cuencias (poligono de frecuencias suavizado) de una distribucion tiene una cola més larga hacia la derecha del maximo
central que hacia la izquierda, se dice que la distribucion es sesgada a la derecha, o que tiene un sesgo positivo. Si
ocurre lo contrario, se dice que es sesgada a la izquierda o que tiene un sesgo negativo.

En las distribuciones sesgadas, la media tiende a encontrarse del mismo lado que la cola més larga opuesto al de la
moda y que la cola mas larga (ver figuras 3-1 y 3-2). Por lo tanto, una medida de la simetria (0 sesgo) se obtiene
mediante la diferencia: media — moda. Esta medida se puede hacer adimensional dividiendo entre una medida de dis-
persidn, como la desviacion estandar, lo que conduce a la definicién:

media — moda B X — moda

S = = 11
380 desviacion estandar S (1)
Para evitar el uso de la moda se puede utilizar la férmula empirica (10) del capitulo 3y definir

Sesgo = 3(media — mediana) _ 3(X — mediana) 12)

desviacion estandar S

A las ecuaciones (11) y (12) se les llama, respectivamente, primer coeficiente de sesgo de Pearson y segundo coefi-
ciente de sesgo de Pearson.
Otras medidas del sesgo, que se definen en términos de cuartiles y percentiles, son las siguientes:

(Q3 —Q,) —(Q, — Q) :Q3—2Q2 +Q

Coeficiente cuartil de sesgo = 13
: Q-9 % -Q =
Pog — Psg) — (Psg — P Pgy — 2P P
Cocficiente de sesgo percentil 10-90 = (Poo s0) = (Pso 10) =% 50+ 1o (14)
Poo — P1o Poo — P10

En una importante medida del sesgo se emplea el tercer momento respecto de la media, tal medida expresada en
forma adimensional viene dada por:
Coeficient to d e L 7
oeficiente momento de sesgo = a3 = —- = =
s (Vm)? /m3
Otra medida de sesgo suele darse mediante 5, = 3. En las curvas perfectamente simétricas, por ejemplo en la curva
normal, a; y b, son cero.

(15)

CURTOSIS

La curtosis indica qué tan puntiaguda es una distribucion; esto por lo regular es en relacion con la distribucion normal.
A una distribucion que tiene un pico relativamente alto se le llama leptocurtica, en tanto que si es relativamente aplas-
tada se dice platicurtica. Una distribucién normal, que no es ni puntiaguda ni muy aplastada se Illama mesocurtica.

En una medida de la curtosis se emplea el cuarto momento respecto de la media, expresada en forma adimensional,
esta medida se encuentra dada por:

my, my

@ m (16)

Coeficiente momento de curtosis = a4 =
el cual suele denotarse b,. En las distribuciones normales b, = a, = 3. A esto se debe que la curtosis suela definirse
mediante (b, — 3), que tiene signo positivo en una distribucion leptocurtica, negativo en una distribucion platicartica
y cero en las distribuciones normales.

Otra medida de la curtosis se basa tanto en los cuartiles como en los percentiles y esta dada por
Q
K= @an
P90 - PIO
donde Q = %(Q3 - Qp)esel rango sgmiintercuartil. A k (letra griega minGscula kappa) se le conoce como coeficiente
percentil de curtosis; en las distribuciones normales, el valor de « es 0.263.
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MOMENTQOS, SESGO Y CURTOSIS POBLACIONALES

Cuando es necesario distinguir los momentos muestrales, las medidas de sesgo muestrales o las medidas de curtosis
muestrales, de las correspondientes medidas de la poblacién de la que es parte la muestra, se acostumbra usar letras
del alfabeto latino para las primeras y letras del alfabeto griego para las Gltimas. Asi, si los momentos muestrales se
denotan m, y m,, los correspondientes momentos poblacionales seran, s, y 1, (11 es la letra mu del alfabeto griego).
Como subindices se emplean siempre letras del alfabeto latino.

De igual manera, si las medidas muestrales de sesgo y curtosis se denotan a5 y a,, respectivamente, los sesgos y
las curtosis poblacionales seran a3y «, (« es la letra alfa del alfabeto griego).

Como ya se dijo en el capitulo 4, la desviacion estandar de una muestra y la desviacion estandar de una poblacion
se denotan sy o, respectivamente.

CALCULO DEL SESGO Y DE LA CURTOSIS
EMPLEANDO SOFTWARE

El software visto en este libro puede usarse para calcular las medidas de curtosis y de sesgo de datos muestrales. Los
datos que se presentan en la tabla 5.1 son muestras de 50 elementos (de tamafio 50) tomadas de distribuciones, una
normal, otra sesgada a la derecha, otra sesgada a la izquierda y la Gltima es una distribucion uniforme.

Los datos normales son estaturas de mujeres, los datos sesgados a la derecha son edades de casamiento de mujeres,
los datos sesgados a la izquierda son edades a las que fallecen las mujeres, y los datos uniformes son cantidades de

Tabla 5.1
Normal Sesgada a la derecha Sesgada a la izquierda Uniforme
67 69 31 40 102 87 12.1 11.6
70 62 43 24 55 104 12.1 11.6
63 67 30 29 70 75 12.4 12.0
65 59 30 24 95 80 12.1 11.6
68 66 38 27 73 66 12.1 11.6
60 65 26 35 79 93 12.2 11.7
70 63 29 33 60 90 12.2 12.3
64 65 55 75 73 84 12.2 11.7
69 60 46 38 89 73 11.9 11.7
61 67 26 34 85 98 12.2 11.7
66 64 29 85 72 79 12.3 11.8
65 68 57 29 92 35 12.3 12,5
71 61 34 40 76 71 11.7 11.8
62 69 34 41 93 90 12.3 11.8
66 65 36 35 76 71 12.3 11.8
68 62 40 26 97 63 12.4 11.9
64 67 28 34 10 58 12.4 11.9
67 70 26 19 70 82 12.1 11.9
62 64 66 23 85 72 12.4 12.2
66 63 63 28 25 93 12.4 11.9
65 68 30 26 83 44 12,5 12.0
63 64 33 31 58 65 11.8 11.9
66 65 24 25 10 77 12.5 12.0
65 61 35 22 92 81 12.5 12.0
63 66 34 28 82 77 12.5 12.0
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refresco despachadas por una maquina en envases de 12 onzas. En la figura 5-1 se muestra la distribucion de cada uno
de estos conjuntos de datos muestrales. Las distribuciones de las cuatro muestras se ilustran mediante graficas de
puntos.

Graéficas de puntos de estaturas, edades de casamiento, edades de fallecimiento
y llenado de refresco

Estaturas

60 62 64 66 68 70
Edades de casamiento

-} -.’.,?"!' "!? I ] ’- . o Y- Y o o Y 'Y

T v T T

18 27 36 45 54 63 72 81
Edades de fallecimiento

' . . o s8e o8 ;’!!nllgn.lnl.g oo
14 28 42 56 70 84 98
Llenado de refresco

I I I
11.6 11.8 12.0 12.2 12.4

Figura5-1 MINITAB, gréficas de cuatro distribuciones: normal, sesgada a la derecha,
sesgada a la izquierda y uniforme.

En la variable estatura se da la estatura de 50 mujeres adultas, en la variable edad de casamiento se da la edad de
casamiento de 50 mujeres, en la variable edad de fallecimiento se da la edad de fallecimiento de 50 mujeres y en la
variable llenado de refresco se dan las cantidades de refresco despachadas en recipientes de 12 onzas. Cada muestra
tiene 50 elementos (es de tamafio 50). Empleando la terminologia aprendida en este capitulo: la distribucion de las
estaturas es mesocurtica, la distribucion del llenado de refresco es platicirtica, la distribucion de las edades de casa-
miento es sesgada a la derecha, y la distribucion de las edades de fallecimiento es sesgada a la izquierda.

EJEMPLO 1 Para hallar los valores correspondientes al sesgo y a la curtosis de las cuatro variables puede emplearse MINITAB.
Seleccionando la secuencia “Stat = Basic statistics = Display descriptive statistics”, se obtiene el siguiente resultado:

Estadisticos descritivos: estatura, edades de casamiento, edades de fallecimiento y llenado de refresco

Variable N N* Mean StDev Skewness Kurtosis
Height 50 0 65.120 2.911 —0.02 —0.61
Wedage 50 0 35.48 13.51 1.98 4.10
Obitage 50 0 74 .20 20.70 —-1.50 2.64
Cola-fill 50 0 12.056 0.284 0.02 —1.19

Como se ve, los valores dados para el sesgo de las distribuciones normal y uniforme son cercanos a 0; el sesgo es positivo para
la distribucion sesgada a la derecha y negativo para la distribucion sesgada a la izquierda.

EJEMPLO 2 Use EXCEL para hallar los valores de sesgo y curtosis correspondientes a los datos de la figura 5-1. Los nombres
de las variables se ingresan en A1:D1, los datos muestrales se ingresan en A2:D51 y en cualquier celda vacia se ingresa
=COEFICIENTE.ASIMETRIA(A2:A51) obteniéndose como resultado —0.0203. La funcion =COEFICIENTE.ASIMETRIA(B2:
B51) da como resultado 1.9774, la funcion =COEFICIENTE.ASIMETRIA(C2:C51) da como resultado —1.4986 y la funcion
=COEFICIENTE.ASIMETRIA(D2:D51) da como resultado 0.0156. Los valores de curtosis se obtienen mediante las funciones
=CURTOSIS(A2:A51) que da como resultado —0.6083, =CURTOSIS(B2:B51) que da como resultado 4.0985, =CURTOSIS(C2:
C51) que da como resultado 2.6368 y =CURTOSIS(D2:D51) que da como resultado —1.1889. Como puede observarse, EXCEL y
MINITAB dan los mismos valores de curtosis y de sesgo.

EJEMPLO 3 También se puede emplear STATISTIX para analizar los datos de la figura 5-1. Se selecciona la secuencia “Statistics
= Summary Statistics = Descriptive Statistics” y se obtiene la ventana de dialogo que se muestra en la figura 5-2.
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Descriptive Variables
Cala

Height

Obitage

Wedage

Grouping Variable
KINa|
C.|. Percent Coverage

oo

0K |

Cancel I

Help
Statistics to Repoit——————————
Vv N _fesy:
[~ Missing I~ Median
[~ Sum [~ Min/max
¥ Mean ™ Quartiles
v SD I~ MaD
[~ Watiance [ Biased variance
[T SEMean [ Skew
[T Corf Int. [V Kurtosis

Obsérvese que N, Mean (media), SD (desviacién estandar), Skew (sesgo) y Kurtosis (curtosis) fueron selecciona-
dos como los estadisticos que se desean conocer. El resultado que se obtiene de STATISTIX es:

Estadisticos descriptivos

Variable N Mean
Cola 50 12.056
Height 50 65.120
Obitage 50 74.200
Wedage 50 35.480

Como los valores numéricos difieren ligeramente de los obtenidos con EXCEL y MINITAB, es claro que este

Figura5-2 Ventana de didlogo de STATISTIX.

SD Skew
0.2837 0.0151
2.9112 —0.0197

20.696 —1.4533
13.511 1.9176

Kurtosis
—1.1910
—0.6668

2.2628
3.5823

software emplea métodos ligeramente diferentes para medir la curtosis y el sesgo.

EJEMPLO 4 En SPSS con la secuencia “Analyze = Descriptive Statistics = Descriptives” se obtiene la ventana de didlogo
que se presenta en la figura 5-3, en la cual se selecciona Mean (media), Std. deviation (desviacion estandar), Kurtosis (curtosis) y

Skewness (sesgo). SPSS da las mismas medidas de sesgo y curtosis que EXCEL y MINITAB.

Descri ptives: Options

Mean

Dispersion

[ Sum

[\ ariance
[ Range

Distribution

Kurtosis

Display Order

(%) Variable list

() Alphabetic

(O Ascending means
() Descending means

Std. deviation  [] Minimum
[ M azimurm
[(JSE. mean

Figura5-3 Ventana de dialogo de SPSS.
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SPSS proporciona los siguientes resultados.

Estadisticos descriptivos

N Media Desv. Estandar Sesgo Curtosis
Estadistico | Estadistico Estadistico Estadistico | Error estandar | Estadistico | Error estandar
Estatura 50 65.1200 2.91120 —.020 .337 —.608 .662
Casamientos 50 35.4800 13.51075 1.977 .337 4.098 .662
Defunciones 50 74.2000 20.69605 —1.499 .337 2.637 .662
Llenado 50 12.0560 .28368 .016 .337 —1.189 .662
N validada 50

EJEMPLO 5 Si se usa SAS para calcular los valores del sesgo y de la curtosis, se obtienen los resultados que se muestran a
continuacion. Estos resultados son practicamente los mismos que se obtienen con EXCEL, MINITAB y SPSS.

The MEANS Procedure

Variable Mean std Dev N Skewness Kurtosis
5 e S e e e o i e 4 e i e i e i e i e i e i e o o o o o o
Height 65.1200000 2.9112029 50 —0.0203232 —0.6083437
Wedage 35.4800000 13.5107516 50 1.9774237 4.0984607
Obitage 74.2000000 20.6960511 50 —1.4986145 2.6368045
Cola_fill 12.0560000 0.2836785 50 0.0156088 —1.1889600

i e i 4 A e e o o i

PROBLEMAS RESUELTOS

MOMENTOS

5.1  Encontrar: a) el primero, b) el segundo, c) el tercero y d) el cuarto momentos del conjunto 2, 3, 7, 8, 10.

SOLUCION

a) El primer momento o media aritmética es

X_ZX_2+3+7+8+10_@_6
N 5 5

b) El segundo momento es

- 2 2 2 2 2 2
X2:ZX :2 +3°+74+8 +10 :§:45.2
N 5 5
c) El tercer momento es
o 3 3 3 3 3 3
P X _24F+T 48 410" 1890
N 5
d) El cuarto momento es
o 4 4 4 4 4 4
Ao X _ 4T 48410716594 oo

N 5
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52

53

54

55

Dado el conjunto de nimeros del problema 5.1, encontrar: a) el primero, b) el segundo, c) el tercero y d) el
cuarto momentos respecto de la media.

SOLUCION

a) ml:(X_Y):Z(XN—X):(2—6)+(3—6)+(7—56)+(8—6)+(10—6):%:0

m, siempre es igual a cero debido a que X — X = X — X = 0 (ver problema 3.16).

0 mzzm:z(xN_W:(2—6)2+(3—6)2+(7—66)2+(8—6)2+(10—6)2:%:92

Obsérvese que m, es la varianza s2.

9 m3:m:Z(XfX’f:(276)3+(376)3+(776)3+(876)3+(1076)3:;18:_3.6
N 5 5
0) m4:m22()(]\7)?)4:(276)4+(376)4+(7756)4+(876)4+(1076)4:gz 12

Para el conjunto de numeros del problema 5.1, encontrar: a) el primero, b) el segundo, ¢) el tercero y d) el
cuarto momentos respecto del origen.

SOLUCION

2 ml,:(X_4):Z()jv%):(274)+(374)+(7;4)+(874)+(1074):2

S L4 Q-4+ (-4 (T4 (84 +(10-4) 66 .,
my=(X—-4)" = N = 5 =5 =13

9 mé:()(_4)322(;;[_4)3:(2_4)3+(3—4)3+(7—54)3+(8—4)3+(10_4)3:¥:59.6

) mi— X oo (- B4 (104 1650
my = — = = = =

N 5 5

Empleando los resultados de los problemas 5.2 y 5.3, verificar las siguientes relaciones entre los momentos:
a) my = my — mi>, b) my = m} — 3m{m} +2m{>y ¢) my = my — dm{m} + 6m{>m5 — 3m;*.

SOLUCION

De acuerdo con el problema 5.3 se tiene m{ = 2, m5 = 13.2, m{ = 59.6 y m; = 330. Por lo tanto:
a) m=m—m?=132-27>=132-4=92

b)  my =mj — 3m{mj +2m}> = 59.6 — (3)(2)(13.2) +2(2) =59.6 — 79.2 + 16 = —3.6

C)  my=mj—A4mim} + 6mPm} — 3mi* =330 — 4(2)(59.6) + 6(2)*(13.2) — 3(2)* = 122

lo que coincide con el problema 5.2.

Probar que: a) m, = mj — m{*, b) my = mj — 3m{ms + 2m>y €) my = mj — dm{m} + 6m{>mj — 3m;*.
SOLUCION

Sid=X-Aentonces X =A+d, X =A+dyX —X =d—d,y por lo tanto:

a) my=(X—-X)Y=(d—-d}=d*—2dd +d’
=2 -2d*+d*=d® — d* =m5 —m?
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b) my=(X—X) = (d—d) = (d® —3d*d +3dd* — d*)
=d® —3dd* +3d° — & = d&® — 3dd® + 2d° = m} — 3m{m) + 2m]?

) my=(X—-X)"=(d-d)"=(d*—4dd + 64*°d> — 4dd* + d*)
=d* —4dd® + 6d°d> — 4d* + d* = d* — 4dd’ + 6d*d> — 3d*
= my — 4mim} + 6m7>m3 — 3mj*

Por extension de este método se pueden deducir féormulas semejantes para mg, mg, etcétera.

CALCULO DE MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

5.6

5.7

Encuentre los primeros cuatro momentos respecto de la media para la distribucion de estaturas del problema
3.22.

SOLUCION

Para facilitar los calculos se pueden disponer como en la tabla 5.2, a partir de la cual se tiene

, 15 , 3 33
mj = cZNf“ =@3) (ﬁ) =045 mj = ¢ Z}{“ = @3)° (ﬁ) =891

2 4
mj = & Z]{” = (3) (%) =873  mj=c* Z]{” =3 (%) =204.93

Por lo tanto m; =0
my = ms —m? = 8.73 — (0.45)% = 8.5275
my = mj — 3m{m} +m{> = 8.91 — 3(0.45)(8.73) 4 2(0.45)° = —2.6932
my = my — 4m{m} + 6m>m} — 3mj*
= 204.93 — 4(0.45)(8.91) + 6(0.45)*(8.73) — 3(0.45)* = 199.3759

Tabla 5.2
X u f fu fu? ful fu*
61 -2 5 -10 20 —40 80
64 -1 18 -18 18 -18 18
67 0 42 0 0 0 0
70 1 27 27 27 27 27
73 2 8 16 32 64 128
N=> f=10 3 fu=15 > fu2=97 > fut=33 | 3 fut=253

Encontrar: &) m/, b) m3, ¢) m3, d) ms, €) my, ) m,, g) mg, h) m,, i) X, j) s, k) X2y 1) X7 para la distribucion
de la tabla 4.7 del problema 4.19.

SOLUCION

Para facilitar los calculos, disponerlos como en la tabla 5.3.
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Tabla 5.3
X u f fu fu? fus fu?
70 -6 4 —24 144 —864 5184
74 -5 9 —45 225 —~1125 5625
78 —4 16 —64 256 —1024 4096
82 -3 28 —84 252 —756 2268
86 -2 45 —90 180 —360 720
90 -1 66 —66 66 —66 66
> 94 0 85 0 0 0 0
98 1 72 72 72 72 72
102 2 54 108 216 432 864
106 3 38 114 342 1026 3078
110 4 27 108 432 1728 6912
114 5 18 90 450 2 250 11 250
118 6 11 66 396 2376 14 256
122 7 5 34 245 1715 12 005
126 8 2 16 128 1024 8192
N=> f=480 | > fu=236 |> fu>’=3404|> fu*=6428|> fu*=74588
b2 fu 236\ _
8) mi === (4)( 55y ) = 19667
, ? 3404
by mj=¢ LI (4)2(4—&)) = 113.4667
, i 6 428
) mi=¢ L (4)° (W) = 857.0667
LA fut (74588
d) mj=c = (4) (74 20 ) = 397802667
e) m=0
f)  my=m)—m> =113.4667 — (1.9667)* = 109.5988
Q) my =m} —3mimh+2m}®> = 857.0667 — 3(1.9667)(113.4667) + 2(1.9667)° = 202.8158
h)y  my = my — dm{m} + 6m>m5 — 3m}* = 35 627.2853
i) X:(Aer):Aerf:A+cszu:94+l.9667:95.97
) s=./my =+109.5988 = 10.47
K X2=(A+d) = (A% +24d + d*) = A* +24d + d* = 4*> + 24m]| +m}

X3 =(A+d) = (4 +342d +3Ad> + &) = A° + 34%d + 3Ad> + &°

= (94)2 +2(94)(1.9667) + 113.4667 = 9 319.2063 0 9 319 a cuatro cifras significativas.

= A® +34°m| + 34m5 + m} = 915 571.9597 0 915 600 a cuatro cifras significativas.
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COMPROBACION DE CHARLIER

5.8

Hustrar el uso de la comprobacion de Charlier en los calculos del problema 5.7.

SOLUCION

Para proporcionar la comprobacién deseada, a la tabla 5.3 se agregan las columnas de la tabla 5.4 (con excepcion de la
columna 2, que por comodidad se repite en la tabla 5.3).

En cada uno de los siguientes pares de férmulas, los datos para la primera se toman de la tabla 5.4 y los datos para
la segunda se toman de la tabla 5.2. La igualdad de los resultados en cada par proporciona la comprobacion deseada.

Tabla 5.4

u+1 f f(u+1) f(u+1)2 f(u+1)3 f(u+1)*
-5 4 —20 100 —500 2500
—4 9 —36 144 —576 2304
-3 16 —48 144 —432 1296
-2 28 —56 112 —224 448
-1 45 —45 45 —45 45
0 66 0 0 0 0
1 85 85 85 85 85
2 72 144 288 576 1152
3 54 162 486 1458 4374
4 38 152 608 2432 9728
5 27 135 675 3375 16 875
6 18 108 648 3888 23328
7 11 77 539 3773 26 411
8 5 40 320 2560 20 480
9 2 18 162 1458 13122

N=> f Yfu+l) | X fu+1? | X fu+1)3 | X fu+1)?
=480 =716 — 4356 — 17828 = 122148

S fu+1)=1716
ST fu+ N =236 +480 = 716

S f(u+1)* = 4356

St +23 fu+ N = 3404 + 2 (236) + 480 = 4 356

S fu+1) =17828

S Al 43 it +3 Y fu+ N = 6428 + 3(3404) + 3(236) + 480 = 17 828

S f(u+1)* =122148

S At 44 fid 465 fid +4 Y fu+ N = 74588 + 4(6 428) + 6(3 404) + 4(236) + 480 = 122 148

CORRECCIONES DE SHEPPARD PARA LOS MOMENTOS

59

Emplear las correcciones de Sheppard para determinar los momentos respecto de la media para los datos:
a) del problema 5.6 y b) del problema 5.7.
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SOLUCION

a) m,corregido = m, — ¢*/12 = 8.5275 — 3%/12 = 7.7775
m, corregido = ny — L c?my + 55 ¢
=199.3759 — 1(3)7(8.5275) + 1% (3)*
= 163.3646
m; Yy M3 N0 necesitan correcciones.
b) m, corregido = m, — ¢*/12 = 109.5988 — 4% /12 = 108.2655
m, corregido = m, — $¢m, + 52 ¢*
=35 627.2853 — 1 (4)7(109.5988) + 575 (4)*
=34757.9616

SESGO

5.10

511

512

Encontrar: a) el primer coeficiente de sesgo de Pearson y b) el segundo coeficiente de sesgo de Pearson para
la distribucion de los salarios de los 65 empleados de la empresa P&R (ver los problemas 3.44 y 4.18).

SOLUCION

Media = $279.76, mediana = $279.06, moda = $277.50 y desviacion estandar s = $15.60. Por lo tanto:

media — moda _ $279.76 — $277.50
s a $15.60

a) Primer coeficiente de sesgo = =0.1448; o bien 0.14

3 dia — medi 3($279.76 — $279.06
b) Segundo coeficiente de sesgo = (media sme fana) = (8 S15 63 ) =0.1346; o bien 0.13

Si se emplea la desviacion estandar corregida [ver problema 4.21b)], estos coeficientes se convierten, respectivamen-
te, en:

Media — moda  $279.76 — $277.50
scorregida $15.33

a) = 0.1474; obien 0.15

ia — i 279.76 — $279.
b) 3(media m.edlana) _ 3($279.76 — $279.06) — 0.1370: o bien 0.14
s corregida $15.33

Como los coeficientes son positivos, la distribucion tiene sesgo positivo (es decir, a la derecha).

Encontrar los coeficientes: a) cuartil y b) percentil de sesgo para la distribucion del problema 5.10 (ver proble-
ma 3.44).

SOLUCION

Q, = $268.25, Q, = P5y = $279.06, Q3 = $290.75, P,; = D; = $258.12, y Pyy = Dy = $301.00. Por lo tanto:

Qs —2Q, +Q;  $290.75 — 2($279.06) + $268.25
Q-Qr $290.75 — $268.25

a) Coeficiente cuartil de sesgo = =0.0391

Pgy — 2Pso + Py $301.00 — 2($279.06) + $258.12

=0.0233
Pog — P $301.00 — $258.12

b)  Coeficiente percentil de sesgo =

Encontrar el coeficiente momento de sesgo, as, a) en la distribucion de las estaturas de los estudiantes de la
universidad XYZ (ver problema 5.6) y b) en los CI de los nifios de primaria (ver problema 5.7).
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SOLUCION

a) m,=s’=85275ymy = —2.6932. Por lo tanto:

G =T M T2 4081 obien  —0.1

S (Jmy (V85275

Si se emplea la correccion de Sheppard para datos agrupados [ver problema 5.9a)], se tiene

~2.6932
"3 — 01242  obien  —0.12

a, corregido = — = =
8 g (v/my corregido > (v/7.7775)3

202.81
b) a3:@ my _ 2028158 =0.1768  obien  0.18

$ (V) (V109.5988)°

Si se emplea la correccion de Sheppard para datos agrupados [ver problema 5.9b)], se tiene

m;y _202.8158
(v/m, corregido)®  (1/108.2655)3
Obsérvese que ambas distribuciones son moderadamente sesgadas, la distribucion a) a la izquierda (negativa-
mente) y la distribucién b) a la derecha (positivamente). La distribucion b) es mas sesgada que la distribucion a); es

decir, a) es méas simétrica que b), lo que es evidente dado que el valor numérico (o el valor absoluto) del coeficiente
de sesgo para b) es mayor que el valor del coeficiente de sesgo para a).

a corregido = = 0.1800 0 0.18

CURTOSIS
5.13 Encontrar el coeficiente momento de curtosis, a,, de los datos: a) del problema 5.6 y b) del problema 5.7.

SOLUCION

my m,  199.3759 .
a) ay=—=—3=—"—"=27418 obien 274
stom3 o (8.5275)

Si se emplean las correcciones de Sheppard [ver problema 5.9a)], entonces

m id 163.36346
a, corregido = 4 correg.l ° 5= = = 2.7007 o0 bien 2.70
(m, corregido) (7.7775)

m m 35627.2853
b) a, = 74 = % = =2.9660 o0 bien 2.97
S m;y  (109.5988)

Si se emplean las correcciones de Sheppard [ver problema 5.9b)], entonces

m ido  34757.9616
a, corregido — 4 “OTCEICO —29653  obien 2.97

(m, corregido)®  (108.2655)

Como en una distribucion normal a, = 3, se sigue que ambas distribuciones, a) y b), son platictrticas con
respecto a la distribucion normal (es decir, menos puntiagudas que la distribucién normal).

En lo que se refiere a qué tan puntiagudas son, la distribucion b) se aproxima a la distribucién normal mas que
la distribucion a). Sin embargo, de acuerdo con el problema 5.12, la distribucion a) es mas simétrica que la distribucion
b), de manera que en lo que se refiere a la simetria, a) se aproxima mas a una distribucion normal que b).

CALCULO DEL SESGO Y DE LA CURTOSIS EMPLEANDO SOFTWARE

5.14  Algunas veces las puntuaciones de un examen no siguen una distribucion normal, aunque generalmente lo
hacen. Algunas veces se observa que los estudiantes obtienen puntuaciones altas o bajas y que hay pocas pun-
tuaciones intermedias. La distribucion que se muestra en la figura 5-4 es una de estas distribuciones. Este tipo
de distribuciones se conocen como distribuciones en forma de U. Empleando EXCEL, encontrar la media, la
desviacion estandar, el sesgo y la curtosis de estos datos.
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Gréfica de puntos de las puntuaciones

(IT 1]
(1]
(1]
(I1]
(IT 11}

2 {eoee
X Jeeee

B oo
S oo

Puntuaciones

Figura5-4 MINITAB, grafica de puntos con datos que siguen una distribucién en forma de U.

SOLUCION
En una hoja de calculo de EXCEL se ingresan los datos en A1:A30. El comando “=AVERAGE(A1:A30)” da como resul-

tado 50. El comando “=STDEV(A1:A30)” da como resultado 29.94. El comando “ =SKEW(A1:A30)” da como resulta-
do 0. El comando “ =KURT(A1:A30)” da como resultado —1.59.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

MOMENTOS

5.15  Encontrar el: a) primero, b) segundo, c) tercero y d) cuarto momentos del conjunto 4, 7,5, 9, 8, 3, 6.

5.16  Encontrar el: a) primero, b) segundo, c) tercero y d) cuarto momentos respecto de la media para el conjunto de datos del
problema 5.15.

5.17  Encontrar el: a) primero, b) segundo, c) tercero y d) cuarto momentos respecto del nimero 7 para el conjunto de datos del
problema 5.15.

5.18 Empleando los resultados de los problemas 5.15 y 5.17, verificar las siguientes relaciones entre los momentos:
a)m, = mj — mi%, b) my = mh — 3m{mj} + 2m>y ¢) my = my — dm{m} + 6mi2ms — 3mi*.

5.19  En el conjunto de nimeros de la progresion aritmética 2, 5, 8, 11, 14, 17, encontrar los primeros cuatro momentos respec-
to de la media.

5.20  Probar que: &) mj = m, + i, b) mj = my + 3hmy + Iy ¢) my = my + 4hmy + 6h*m, + h*, donde h = m|.

5.21  Siel primer momento respecto del nimero 2 es igual a 5, ;cudl es la media?

522 Silos primeros cuatro momentos respecto del nimero 3 son -2, 10, -25 y 50, determinar los momentos correspondientes:
a) respecto de la media, b) respecto del nimero 5y c) respecto del cero.

5.23  Paralos nimeros0,0,0,1,1,1, 1y 1, encontrar los primeros cuatro momentos respecto de la media.

524 a) Probar que ms = mi — Smimy + 10m>m4 — 10m>m3 + 4m;>.
b)  Deducir una férmula similar para mg.

5.25  De un total de N nimeros, la fraccion p son unos y la fraccion g = 1 — p son ceros. Encontrar: a) my, b) m,, ¢) myy d) m,
para este conjunto de nimeros. Comparar con el problema 5.23.

5.26  Probar que los primeros cuatro momentos respecto de la media en la progresion geométricaa, a + d, a + 2d,..., a +

(n —1)d son m; = 0, m, = 5(n* — 1)d?, my = 0y m, = 545(n® — 1)(3n? — 7)d*. Comparar con el problema 5.19 (ver
también el problema 4.69). [Sugerencia: 1* + 2* + 3* +---+ (n — 1)* = 55n(n — 1)(2n — 1)(3n? — 3n — 1) ]
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MOMENTOS PARA DATOS AGRUPADOS

5.27  Dada la distribucion de la tabla 5.5, calcular los cuatro momentos respecto de la media.

Tabla 5.5

X f
12 1
14 4
16 6
18 10
20 7
22 2

Total 30

5.28  llustrar el uso de la comprobacion de Charlier para los calculos del problema 5.27.

5.29  Aplicar las correcciones de Sheppard a los momentos obtenidos en el problema 5.27.

5.30  Dada la distribucion del problema 3.59, calcular los primeros cuatro momentos respecto de la media: a) sin correcciones
de Sheppard y b) con correcciones de Sheppard.

5.31  Dada la distribucion del problema 3.62, encontrar a) my, b) m,, ¢) mg, d) my, ) X, f) s, g) X2, h) X3, i) x4 yi) (X + 1)3.

SESGO

5.32  Encontrar el coeficiente momento de sesgo, ag, para la distribucion del problema 5.27: a) sin correcciones y b) con correc-
ciones de Sheppard.

5.33  Encontrar el coeficiente momento de sesgo, a,, para la distribucion del problema 3.59 (ver problema 5.30).

5.34  Los segundos momentos respecto de la media de dos distribuciones son 9y 16, en tanto que los terceros momentos respec-
to de la media son -8.1 y —12.8, respectivamente. ;Qué distribucion es mas sesgada a la izquierda?

5.35  Encontrar los coeficientes de Pearson: a) primero y b) segundo para la distribucién del problema 3.59 y explicar cualquier
diferencia que se encuentre.

5.36  Encontrar los coeficientes de sesgo: a) cuartil y b) percentil para la distribucion del problema 3.59. Comparar sus resultados
con los del problema 5.35 y explicar.

5.37  Enlatabla 5.6 se dan tres distribuciones diferentes de la variable X. Las frecuencias de cada una de las tres distribuciones
estan dadas por f;, f, y f; Encontrar el primero y el segundo coeficientes de sesgo de Pearson de las tres distribuciones.
Para calcular los coeficientes, emplear la desviacion estandar corregida.

Tabla 5.6
X f; f, fs
0 10 1 1
1 5 2 2
2 2 14 2
3 2 2 5
4 1 1 10
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CURTOSIS

5.38

5.39

5.40

541

5.42

5.43

Encontrar el coeficiente momento de curtosis, a,, para la distribucion del problema 5.27: a) sin correcciones y b) con
correcciones de Sheppard.

Encontrar el coeficiente momento de curtosis, a,, de la distribucion del problema 3.59: a) sin correcciones y b) con correc-
ciones de Sheppard (ver problema 5.30).

Los cuartos momentos respecto de la media de las dos distribuciones del problema 5.34 son 230 y 780, respectivamente.
¢Qué distribucion se aproxima mas a una distribucion normal desde el punto de vista: a) de aplastamiento y b) del sesgo?

¢Cual de las distribuciones del problema 5.40 es: a) leptocurtica, b) mesocurtica y c) platicdrtica?

La desviacion estandar de una distribucion simétrica es 5. ¢, Cual deberd ser el valor del cuarto momento respecto de la media
para que la distribucion sea: a) leptocdrtica, b) mesocurtica y c) platicurtica?

a) Calcular el coeficiente percentil de curtosis, «, de la distribucion del problema 3.59.
b) Comparar su resultado con el valor tedrico 0.263 para una distribucién normal, e interpretar.
c) ¢Cdémo se puede reconciliar este resultado con el del problema 5.39?

CALCULO DEL SESGO Y DE LA CURTOSIS EMPLEANDO SOFTWARE

5.44

Los datos de la figura 5-5 muestran un pronunciado pico en 50. Esto debe mostrarse en la medida de la curtosis de los datos.
Empleando EXCEL, mostrar que el sesgo es practicamente cero y que la curtosis es 2.0134.

35 1

30 A

25 1

20 1

*
L 4 *
0 T T
0 10 20

>
L 4 L 4

80 90 100

I
EER 22222 22222222222 222222222 24

2 {o0e
L { o000
2 {eeee
= {eee

Figura5-5 EXCEL, gréafica de los datos de puntuaciones de examen.



TEORIA ELEMENTAL
DE LA PROBABILIDAD

DEFINICIONES DE PROBABILIDAD
Definicion clasica

Suponga que un evento E puede ocurrir en h de n maneras igualmente posibles. Entonces la probabilidad de que ocu-
rra el evento (a la que se le llama éxito) se denota como

h
P:PT{E}:H

La probabilidad de que no ocurra el evento (a la que se le llama fracaso) se denota como

n—nh

g="Pr{no E} = -

h
zl—ﬁzl—pzl—Pr{E}
Por lo tanto, p + q = 1 o bien Pr{E} + Pr{no E} = 1. El evento “no E” suele denotarse E, E o0 bien ~E.

EJEMPLO 1 Cuando se lanza un dado, éste puede caer de seis maneras distintas.

o o ® 6 o o o o
® ® o o O
[ ® 6 6 o6 o o o
Un evento E de que caiga un 3 0 un 4 es:
[ e O
[
o o o

y la probabilidad de E es Pr{E} = 2/6 o0 bien 1/3. La probabilidad de no obtener un 3 o un 4 (es decir, la probabilidad de obtener
1,2,50bien6) esPr{E} =1 - Pr{E} =2/3.

Obsérvese que la probabilidad de un evento es un ndmero entre 0 y 1. Si el evento no puede ocurrir, su probabi-
lidad es 0. En cambio, si se trata de un evento que tiene que ocurrir (es decir, que es seguro que ocurra), su proba-
bilidad es 1.

Si p es la probabilidad de que ocurra un evento, las posibilidades u oportunidades a favor de su ocurrencia son
p : q (que se lee “p a g”); las posibilidades en contra de que ocurra son ¢ : p. Por lo tanto, las posibilidades en contra

de que en un solo lanzamiento de un dado caigaun3oun4sonq:p = % : % =2 :1(es decir, 2 al).

139
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Definicion de frecuencia relativa

La definicidn clésica de probabilidad tiene la desventaja de que la expresion “igualmente posible” es vaga. Es mas,
como esta expresion parece ser sinénimo de “igualmente probable”, la definicion es circular, ya que esta definiendo
probabilidad en términos de probabilidad. Debido a esto, algunas personas han abogado por una definicion estadistica
de probabilidad. De acuerdo con esto, se considera que la probabilidad estimada o probabilidad empirica de un even-
to es la frecuencia relativa de ocurrencia del evento cuando la cantidad de observaciones es muy grande. La probabi-
lidad misma es el limite de esta frecuencia relativa a medida que la cantidad de observaciones aumenta de manera
indefinida.

EJEMPLO 2 Sien 1 000 lanzamientos de una moneda se obtienen 529 caras, la frecuencia relativa con la que se obtienen caras
es 529/1 000 = 0.529. Si en otros 1 000 lanzamientos se obtienen 493 caras, la frecuencia relativa en los 2 000 lanzamientos es
(529 + 493)/2 000 = 0.511. De acuerdo con la definicion estadistica, cada vez se estaria mas cerca de un nimero que representa
la probabilidad de que caiga cara en un lanzamiento de una sola moneda. Segun los resultados presentados, este nimero seria 0.5 a
una cifra significativa. Para obtener mas cifras significativas se necesitan mas observaciones.

La definicion estadistica, aunque Util en la préactica, tiene dificultades desde el punto de vista matematico, ya que
puede ser que no exista un verdadero numero limite. Debido a esto, la teoria de probabilidad moderna ha sido desarro-
Ilada en forma axiomatica; es decir, el concepto de probabilidad se deja sin definir, que es lo mismo que ocurre en la
geometria con los conceptos de punto y linea, que también se dejan sin definir.

PROBABILIDAD CONDICIONAL; EVENTOS INDEPENDIENTES Y DEPENDIENTES

Si E; y E, son dos eventos, la probabilidad de que ocurra E,, dado que E; ha ocurrido, se denota Pr{E,|E;} o Pr{E,
dado E; } y se conoce como la probabilidad condicional de E, dado que E; ha ocurrido.

Si la ocurrencia o no ocurrencia de E; no afecta la probabilidad de ocurrencia de E,, entonces Pr{E,|E,} = Pr{E,}
y se dice que E; y E, son eventos independientes, de lo contrario se dice que son eventos dependientes.

Si se denota con E4E, el evento de que “tanto E; como E, ocurran”, evento al que suele [lamarse evento compues-
to, entonces

Pr{E,E>} = Pr{E,} Pr{E,|E,} 1)
En particular,
Pr{EE,} = Pr{E,} Pr{E,} para eventos independientes 2)
Para tres eventos E,, E, y E;, tenemos
Pr{E,E,E;} = Pr{E,} Pr{E,|E,} Pr{E;|E,E;} ©))

Es decir, la probabilidad de que ocurra E;, E, y E; es igual a (la probabilidad de E,) x (la probabilidad de E, dado que
E, ha ocurrido) x (la probabilidad de E; dado que E; y E, han ocurrido). En particular,

Pr{E,E,E;} = Pr{E} Pr{E,} Pr{E;s} para eventos independientes @)
En general, si E;, E,, E5, ..., E, son n eventos independientes que tienen probabilidades p;, py, Ps, - - -, Py, ENtONCES
la probabilidad de que ocurraE; YE, Y Egy -+ E, €S pipoP3 -+ Py

EJEMPLO 3 SeanE; y E, los eventos “cae cara en el quinto lanzamiento” y “cae cara en el sexto lanzamiento” de una moneda,
respectivamente. Entonces E; y E, son eventos independientes y, por lo tanto, la probabilidad de cara tanto en el quinto como en el
sexto lanzamientos es (suponiendo que sea una moneda legal)

Pr{E E,} = Pr{E} Pr{E,} = (%) (%) _1

EJEMPLO 4 Si la probabilidad de que A esté vivo en 20 afios es 0.7 y la probabilidad de que B esté vivo en 20 afios es 0.5,
entonces la probabilidad de que ambos estén vivos en 20 afios es (0.7)(0.5) = 0.35.
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EJEMPLO 5 Supdngase que una caja contiene 3 pelotas blancas y 2 pelotas negras. Sea E; el evento “la primera pelota que se
saca es negra” y E, el evento “la segunda pelota que se saca es negra”, donde las pelotas no se vuelvan a colocar en la caja una vez
sacadas. Aqui E; y E, son eventos dependientes.

La probabilidad de que la primera pelota que se extraiga sea negra es Pr{E;} =2/(3 +2) = % La probabilidad de que la
segunda pelota que se extraiga sea negra, dado que la primera pelota que se extrajo fue negra, es Pr{E,|E,;} =1/(3 +1) = }‘ Por
lo tanto, la probabilidad de que las dos pelotas que se extraigan sean negras es

Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,|E,} = 53T

EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTES

Se dice que dos 0 mas eventos son mutuamente excluyentes si la ocurrencia de uno cualquiera de ellos excluye la
ocurrencia de los otros. Entonces, si E; y E, son eventos mutuamente excluyentes, Pr{E,E,} = 0.
Si E; + E, denotan el evento “ocurre E; 0 E, 0 ambos”, entonces

PI'{E] + E2} = Pr{El} + Pr{Ez} — Pr{ElEz} (5)
En particular,
Pr{E, + E;} = Pr{E,} + Pr{E,} si los eventos son mutuamente excluyentes (6)

Por extension se tiene que si Ey, E,, ..., E, son n eventos mutuamente excluyentes que tienen probabilidades p;,
P, - - ., Py €NtoNnces la probabilidad de que ocurran E; 0 E, 0 -+-E €S p;+ Py + -+ Py
La formula (5) también puede generalizarse a tres 0 mas eventos mutuamente excluyentes.

EJEMPLO 6 Si E; es el evento “de una baraja se extrae un as” y E, es el evento “de una baraja se extrae un rey”, entonces
Pr{E} = & =5y Pr{E,} = & = 1, y la probabilidad de en una sola extraccion se extrae un as o un rey es
Pr{E, +E,} = Pr{E,} + Pr{E)} = — + - — 2
b ! U113 13
ya que en una sola extraccion o se extrae un as o se extrae un rey, y por lo tanto estos eventos son mutuamente excluyentes (figura
6-1).

Ad | 2% | 3% | 4% | 5% |6 | 7% | 8% | 9% |10% | J&% | Q% | K&
Ae | 2¢ | 30| 4o | 50| 6o |76 | 8¢ | 9¢ [10e | Je | Qe | Ke
Av | 2v | 3v | 4v | v |6y | 7v | 8v [ 9v |10v | Jv [ Qv | Kw
AN | 246 | 36| 4a | 54 6a | 74 | 8o | 94 [ 104 | I | QA | Ka

Figura6-1 E, es el evento “extraer un as”y E, es el evento “extraer un rey”.
Obsérvese que E; y E, no tienen resultados en comun. Estos eventos son mutuamente excluyentes.

EJEMPLO 7 Si E, es el evento “extraer un as” y E, es el evento “extraer una espada” de una baraja, E; y E, no son mutuamen-
te excluyentes, pues se puede extraer el as de espadas (figura 6-2). Por lo tanto, la probabilidad de extraer un as o una espada o
ambos es

Pr{E, + E,} = Pr{E} + Pr{E,} — Pr{E|E,} = i +E,i = E = i

A% | 28 | 3% | 4% | 5% 6% | 7% | 8% | 9% [10& | J% | Qs | Ks
Ae | 2¢ | 3¢ | 40| 5o | 6o [ 706 | 8¢ [ O¢ |10¢ [ Je [Qe | Ke
AV | 2v | 3v | 4v | 59| 6v | 7v | 8Bv | Ov [10v |Jv | Qv | Kv
Aa [ 24 [ 3a | 44| 54| 6a | 76 | 8a | 94 |104a | Ja | Qa [ Ka

Figura 6-2 E; es el evento “extraer un as” y E, es el evento “extraer una espada”.

Obsérvese que el evento “E; y E,”, que consta de los resultados en los que se den los dos eventos, es el as de espadas.
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD
Discretas

Si una variable X toma un conjunto discreto de valores X;, X,, ..., Xk con probabilidades respectivas p;, p,, ..., Pk
donde p; + p, +- -+ px = 1, esto se define como una distribucion de probabilidad discreta de X. La funcion p(X),
que tiene los valores p;, p,, ..., Px para X = Xy, X,, ..., X, respectivamente, se llama funcion de probabilidad o fun-
cion de frecuencia de X. Como X puede tomar ciertos valores con determinadas probabilidades, suele llamarsele
variable aleatoria discreta. A las variables aleatorias también se les conoce como variables estocésticas.

EJEMPLO 8 Se lanza un par de dados; sea X la suma de los puntos obtenidos en estos dos dados. La distribucién de probabilidad
es la que se muestra en la tabla 6.1. Por ejemplo, la probabilidad de que la suma sea 5 es % = é; asi que de 900 veces que se lancen
los dos dados se espera que en 100 la suma de los puntos sea 5.

Obsérvese la analogia con las distribuciones de frecuencias relativas empleando probabilidades en lugar de fre-
cuencias relativas. De manera que las distribuciones de probabilidad pueden considerarse como formas tedricas o
formas limites ideales de las distribuciones de frecuencias relativas cuando la cantidad de observaciones es muy gran-
de. A esto se debe que las distribuciones de probabilidad se consideren distribuciones de poblaciones, mientras que las
distribuciones de frecuencias relativas son distribuciones de muestras obtenidas de estas poblaciones.

Tabla 6.1

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
p(X) | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Una distribucién de probabilidad se puede representar graficando p(X) contra X, como se hace con las distribucio-
nes de frecuencias relativas (ver problema 6.11).

Con probabilidades acumuladas se obtienen distribuciones de probabilidad acumulada, que son analogas a las
distribuciones de frecuencia relativa acumulada. A las funciones correspondientes a estas distribuciones se les suele
Ilamar funciones de distribucion.

La distribucion de la tabla 6.1 puede obtenerse empleando EXCEL. La porcion de una hoja de calculo de EXCEL
que se muestra a continuacion se obtiene ingresando Dado 1 en A1, Dado 2 en B1 y Suma en C1. Los 36 resultados
posibles al lanzar dos dados se ingresan en A2:B37. En C2 se ingresa =SUM(A2:B2), se da clic y se arrastra desde C2
hasta C37. Observando que la suma 2 se obtiene una vez; la suma 3, dos veces, etc., se forma la distribucion de pro-
babilidad de la tabla 6.1.

Dado 1 Dado 2 Suma
1 1 2
1 2 3
1 3 4
1 4 5
1 5 6
1 6 7
2 1 3
2 2 4
2 3 5
2 4 6
2 5 7
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Dado 1 Dado 2 Suma
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Continua

Las ideas anteriores pueden extenderse al caso en el que la variable X puede tomar un conjunto continuo de valores.
El poligono de frecuencias relativas de la muestra se convierte, en el caso tedrico o limite de una poblacion, en una
curva continua (como la que se muestra en la figura 6-3) cuya ecuacion es Y = p(X). El area total limitada por el eje
X, bajo esta curva, es igual a 1, y el area entre las rectas X = a 'y X = b (que aparece sombreada en la figura 6-3)
corresponde a la probabilidad de que X se encuentre entre a y b, lo que se denota como Pr{a < X < b}.
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Figura6-3 Pr{a < X < b} es el &rea sombreada bajo la funcién de densidad.
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A p(X) se le conoce como funcion de densidad de probabilidad o brevemente funcidn de densidad, y cuando se da
una de estas funciones se dice que se define una distribucion de probabilidad continua para X; a la variable X suele
Ilamarsele variable aleatoria continua.

Como en el caso discreto, se pueden definir distribuciones de probabilidad acumulada y las funciones de distribu-
cidn correspondientes.

ESPERANZA MATEMATICA

Si p es la probabilidad de que una persona reciba una cantidad de dinero S, pS define la esperanza matematica (o
simplemente la esperanza).

EJEMPLO 9 Encontrar E(X) para la distribucion de la suma de los dos dados dada en la tabla 6.1. La distribucion se presenta
en los siguientes resultados de EXCEL. En A2:B12 se presenta la distribucion en la que los valores p(X) se han convertido a la
forma decimal. En C2 se ingresa la expresion =A2*B2, se da clic y se arrastra desde C2 hasta C12. En C13 se ingresa la expresion
=Sum(C2:C12) y se obtiene la esperanza matematica, que es 7.

X p(X) XP(X)
2 0.027778 0.055556
3 0.055556 0.166667
4 0.083333 0.333333
5 0.111111 0.555556
6 0.138889 0.833333
7 0.166667 1.166667
8 0.138889 1111111
9 0.111111 1
10 0.083333 0.833333
11 0.055556 0.611111
12 0.027778 0.333333
7

El concepto de esperanza es facil de extender. Si X denota una variable aleatoria discreta que puede tomar los
valores X, X,, ..., X con probabilidades p;, p,, ..., Pk, respectivamente, donde p; + p, +---+ px = 1, la esperanza
matematica de X (o simplemente la esperanza de X), que se denota E(X), se define de la manera siguiente:

K

E(X)Zple+P2X2+“'+PKXK=ZP;X;‘:ZPX )
=

Si en esta esperanza se sustituyen las probabilidades p; por las frecuencias relativas f;/N, donde N =3 f;, la espe-
ranza se reduce a (>~ fX)/N, que es la media aritmética X" de una muestra de tamafio N en la que X;, X,,..., Xk se
presentan con estas frecuencias relativas. A medida que N se vuelve cada vez més grande, las frecuencias relativas
f;/N se aproximan a las probabilidades p;. Esto lleva a interpretar E(X) como la media de la poblacion de la que ha sido
tomada la muestra. Si se denota con m a la media muestral, a la media poblacional se le denota con la correspondiente
letra griega, 1 (Mu).

La esperanza también puede ser definida para variables aleatorias continuas, pero esta definicion requiere el uso
del célculo.

RELACION ENTRE MEDIAY VARIANZA POBLACIONALES Y MUESTRALES

Si de una poblacion se toma en forma aleatoria una muestra de tamafio N (es decir, de manera que todas las muestras
de tamafio N sean igualmente probables), se puede demostrar que el valor esperado para la media muestral m es la
media poblacional .
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Sin embargo, no se sigue que el valor esperado de cualquier cantidad calculada a partir de una muestra sea la can-
tidad poblacional correspondiente. Por ejemplo, el valor esperado de la varianza muestral, como se ha definido aqui,
no es la varianza poblacional, sino (N — 1) /N veces esta varianza. A esto se debe que algunos especialistas en estadis-
tica prefieran definir la varianza muestral como la varianza aqui definida pero multiplicada por N/(N — 1).

ANALISIS COMBINATORIO

Para obtener probabilidades de eventos complejos, hacer una enumeracion de los casos suele ser dificil, tedioso 0 ambas
cosas. Para facilitar esta tarea se hace uso de los principios basicos de una materia llamada analisis combinatorio.

Principio fundamental

Si un evento puede ocurrir de n; maneras diferentes, y si una vez que ha ocurrido, otro evento puede ocurrir de n,
maneras diferentes, entonces la cantidad de maneras en que pueden ocurrir los dos eventos, en este orden especifico,
es nyN,.

EJEMPLO 10 En una hoja de calculo de EXCEL se ingresan los nimeros 0 a 5 en las casillas A1 a A6. En B1 se ingresa
=FACT(AL), se hace clic y se arrastra desde B1 hasta B6. Después, para graficar los puntos, se emplea el asistente para graficos de
EXCEL. La funcion =FACT(n) es lo mismo que n! Paran =0, 1, 2, 3,4y 5 =FACT(n) esigual a 1, 1, 2, 6, 24 y 120. La figura
6-4 se gener6 con el asistente para graficos de EXCEL.

140
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Figura 6-4 Grafica de n! generada con EXCEL.

EJEMPLO 11 La cantidad de permutaciones de las letras a, b y ¢ tomadas de dos en dos es ;P, = 3 - 2 = 6. Estas permutaciones
son ab, ba, ac, ca, bcy cb.
El numero de permutaciones de n objetos de los cuales n, son iguales, n, son iguales, ... es

n!
7}11!”2!.“ donde n=n;+n, +--- (10)

EJEMPLO 12 EIl nimero de permutaciones de las letras en la palabra statistics es

10!

33112 20 400

ya que hay 3 eses, 3tes, 1 a,2iesylc.
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COMBINACIONES

Una combinacion de n objetos diferentes tomados de r en r es una seleccidn de r de los n objetos sin importar el orden.
El nimero de combinaciones de n objetos tomados de r en r se denota mediante el simbolo (}) y esta dado por

r! rl(n—r)!

(n) nn—1)--(n—r+1) n! (11)

r

EJEMPLO 13 EIl nimero de combinaciones que se pueden hacer con las letras a, b, y ¢, tomadas de dos en dos, es

3 3.2
(z)*7*3

Estas combinaciones son ab, ac y bc. Obsérvese que ab es la misma combinacion que ba, pero no la misma permutacion.

Con EXCEL, las combinaciones de 3 objetos tomando 2 a la vez se obtienen con el comando =COMBIN(3,2), que
da como resultado 3.

APROXIMACION DE STIRLING PARAn!

Cuando n es grande es poco practico evaluar directamente n! En tales casos se hace uso de una formula de aproxima-
cion desarrollada por James Stirling:

n! =~ \2mmn" e (12)

donde e = 2.71828. .. es la base del logaritmo natural (ver problema 6.31).

RELACION ENTRE LA PROBABILIDAD Y LA TEORIA DE CONJUNTOS

Como se ve en la figura 6-5, un diagrama de Venn representa, mediante un rectangulo, todos los resultados posibles
de un experimento, a lo que se llama el espacio muestral S. Los eventos se representan como figuras tetraédricas o
como circulos dentro del espacio muestral. Si S contiene Unicamente una cantidad finita de puntos, entonces a cada
punto se le puede asociar un nimero no negativo, llamado probabilidad, de manera que la suma de todos los nimeros
correspondientes a los puntos de S sea 1. Un evento es un conjunto (o0 una coleccion) de puntos en S, como los indica-
dos en la figura 6-5 por E; y E,.

DIAGRAMAS DE EULER O DE VENN Y PROBABILIDAD

El evento E; + E, es el conjunto de puntos que estan en E; o en E, 0 en ambos, mientras que el evento E.E, es el
conjunto de puntos que son comunes a ambos, E; y E,. La probabilidad de un evento por ejemplo el evento E; es la
suma de las probabilidades correspondientes a todos los puntos que estan en el conjunto E,. De igual manera, la pro-
babilidad de E; + E,, que se denota Pr{E; + E,}, es la suma de las probabilidades correspondientes a todos los puntos
contenidos en el conjunto E; + E,. Si E; y E, no tienen puntos en comun (es decir, si los eventos son mutuamente
excluyentes), entonces Pr{E; + E,} = Pr{E;} + Pr{E,}. Si tienen puntos en comin, entonces Pr{E; + E,} = Pr{E;}
+ Pr{E,} — Pr{E;E,}.

El conjunto E; + E, también suele denotarse E; U E, y se conoce como la unién de los dos conjuntos. El conjun-
to E,E, también suele denotarse E; N E, y se conoce como la interseccion de los dos conjuntos. Se pueden hacer
extensiones a mas de dos conjuntos; asi, en lugar de E; + E, + E; y E;E,E5, se pueden emplear las notaciones E; U
E, U E;y E; N E, N Eg, respectivamente.
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DIAGRAMAS DE EULER O DE VENN Y PROBABILIDAD

E
E
S
a)
E;
E,
S
b)
E,
E
S
c)
E,
E,
S
d)

Figura 6-5 Operaciones con eventos. a) El complemento del evento E aparece sombreado y se denota E;
b) la interseccion de los eventos E; y E, aparece sombreada y se escribe E; N E,; ¢) la union de los
eventos E, y E, aparece sombreada y se denota E; U E,. d) los eventos E, y E, son mutuamente
excluyentes, es decir, E; N E, = ¢.

El simbolo ¢ (la letra fi del alfabeto griego) suele emplearse para denotar el conjunto que no tiene ningin punto,
conjunto al que se le conoce como conjunto vacio. La probabilidad que se le asigna a un evento que corresponde a este
conjunto es cero (es decir, Pr{¢} = 0). Si E; y E, no tienen puntos en comun, se escribe E;E, = ¢, lo que significa que
los eventos correspondientes son mutuamente excluyentes, por lo que Pr{E;E,} = 0.

Con esta visidn moderna, una variable aleatoria es una funcién definida en cada punto de un espacio muestral. Por
ejemplo, en el problema 6.37, la variable aleatoria es la suma de las coordenadas de cada punto.

Empleando conceptos del calculo pueden extenderse las ideas anteriores al caso en el que S tenga una cantidad
infinita de puntos.

EJEMPLO 14 Un experimento consiste en lanzar un par de dados. El evento E, es que se obtenga un 7, es decir, que la suma de
los puntos en los dados sea 7. El evento E, es que en el dado 1 se obtenga un nimero non. A continuacion se presenta el espacio
muestral Sy los eventos E, y E,. Encontrar Pr{E, }, Pr{E,}, Pr{E, N E,} y Pr{E; U E,}. En la figura 6.6 se presentan los resulta-
dos de MINITAB con E,, E, y S en rectangulos separados.

P(E)) =6/36 =1/6 P(E,)=18/36=1/2 P(E,NE,)=23/36=1/12
P(E, UE,) = 6/36+ 18/36 — 3/36 = 21/36.
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Espacio muestral S
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Evento E;

Figura 6-6 Resultados de MINITAB para el ejemplo 14.

PROBLEMAS RESUELTOS

REGLAS FUNDAMENTALES DE LAPROBABILIDAD

6.1

Determinar o estimar la probabilidad p de cada uno de los eventos siguientes:

a) Al lanzar una vez un dado obtener un nimero non.

b) Al lanzar dos veces una moneda obtener por o menos una cara.

c) Alsacar una carta de una baraja, bien barajada, con 52 cartas obtener un as, un 10 de diamantes o un 2 de
espadas.

d) Al lanzar una vez un par de dados su suma sea siete.

e) Sien 100 lanzamientos de una moneda se obtuvieron 56 caras, en el siguiente lanzamiento obtener una
cruz.

SOLUCION

a) De seis casos equiprobables posibles, tres casos (que caiga 1, 3 o 5) son favorables al evento. Por lo tanto,
P=i=2

b) SiH denota “cara” y T denota “cruz”, en los dos lanzamientos se pueden obtener los casos siguientes: HH, HT, TH,
TT, todos igualmente posibles. De éstos, sdlo los tres primeros son favorables al evento. Por lo tanto, p = %

c) Este evento puede darse de seis maneras (as de espadas, as de corazones, as de tréboles, as de diamantes, 10 de dia-
mantes y 2 de espadas) en los 52 casos igualmente posibles. Por lo tanto, p = % = 23—6

d) Cada una de las caras de un dado puede relacionarse con cada una de las seis caras del otro dado, de manera que la
cantidad de casos que pueden presentarse, todos igualmente posibles, es 6 - 6 = 36. Estos casos se pueden denotar
(1,1),(2,1),3,1),...,(6,6).

Hay seis formas de obtener la suma de 7, denotada por (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2) y (6, 1). Por lo tanto,

P=%=¢

e) Como en 100 lanzamientos se obtuvieron 100 — 56 = 44 cruces, la probabilidad estimada (o empirica) de que caiga

cruz es la frecuencia relativa 44/100 = 0.44.
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Un experimento consiste en lanzar una moneda y un dado. Si E; es el evento en que se obtenga “cara” al lanzar
la moneda y E, es el evento en que se obtenga “3 0 6” al lanzar el dado, expresar en palabras cada uno de los
eventos siguientes:

a) E c) EE, e) Pr{E|E,}
b) E_2 d) PI'{ElE_z} f) Pr{E_l + E_z}
SOLUCION

a) Cruz en lamoneday cualquier cosa en el dado.

b) 1,2,465eneldadoy cualquier cosa en la moneda.

c) Caraenlamoneday 366 en el dado.

d) Probabilidad de cara en lamoneday 1, 2,4 6 5 en el dado.

e) Probabilidad de cara en la moneda, dado que en el dado se obtuvo 3 6 6.
f) Probabilidad de cruz en lamonedao 1, 2, 4 6 5 en el dado 0 ambas cosas

De una caja que contiene 6 pelotas rojas, 4 pelotas blancas y 5 pelotas azules se extrae, de manera aleatoria,
una pelota. Determinar la probabilidad de que la pelota extraida sea: a) roja, b) blanca, c) azul, d) no sea roja
y €) sea roja o blanca.

SOLUCION

Con R, Wy B se denotan los eventos de que la pelota que se saque sea roja, blanca o azul, respectivamente. Entonces:

a) Pr{R} — maneras de sacar una pelota roja 6 6 2
" total de maneras de sacar una pelota 6 +4+5 15 5
4 4
Pr{W}=—""——=—
) W =515
5 5 1
c Pr{iBY = —— — "~ —_
) By = a5 15 3
- 2 3 o
d) Pr{R}=1-Pr{R}=1- =3 de acuerdo con el inciso a)
&) Pr{R + W} = maneras de sacar una pelota roja o una pelota blanca _ 6+4 _ 10 _ 2
total de maneras de sacar una pelota 6+4+5 15 3

Otro método

Pr{R +W}:Pr{I§}:1—Pr{B}:1—l:

3 de acuerdo con el inciso C)

W

Obsérvese que Pr{R + W} = Pr{R} + Pr{W} (es decir, 3 =%+ %). Este es un ejemplo de la regla general
Pr{E; + E,} = Pr{E,} + Pr{E,} vélida para eventos E, y E, mutuamente excluyentes.

Un dado se lanza dos veces. Encontrar la probabilidad de obtener un 4, un’5 o un 6 en el primer lanzamiento y
un 1, 2, 36 4 en el segundo lanzamiento.

SOLUCION

Sea E, el evento “4,5 6 6” en el primer lanzamiento y E, el evento “1, 2, 3 6 4” en el segundo lanzamiento. A cada una de
las seis maneras en que puede caer el dado en el primer lanzamiento se le asocia cada una de las seis maneras en que puede
caer en el segundo lanzamiento, lo que hace un total de 6 - 6 = 36 maneras, todas igualmente probables. A cada una de las
tres manera en que puede ocurrir E; se le asocia cada una de las cuatro maneras en que puede ocurrir E,, obteniéndose
3.4 =12 maneras en las que pueden ocurrir E; y E, 0 E;E, Por lo tanto, Pr{E,E,} = 12/36 = 1/3.

Obseérvese que Pr{E,E,} = Pr{E,} Pr{E,} (es decir, } = 3. %) es valido para eventos independientes E, y E,.
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6.5

6.6

6.7

De una baraja, bien barajada, con 52 cartas se extraen dos cartas. Encuentre la probabilidad de que las dos sean
ases si la primera carta: a) se devuelve a la baraja y b) no se devuelve a la baraja.

SOLUCION

Sea E, = evento “as” en la primera extraccion y sea E, = evento “as” en la segunda extraccion.

a) Silaprimeracarta se devuelve a la baraja, E; y E, son eventos independientes. Por lo tanto, Pr{las dos cartas extraidas
sean ases} = Pr{E E,} = Pr{E;} Pr{Ey} = (35)(%) = 15-

b) Laprimera carta se puede extraer de 52 maneras y la segunda puede extraerse de 51 maneras, ya que la primera carta
no se devuelve a la baraja. Por lo tanto, las dos cartas se pueden extraer de 52 - 51 maneras todas igualmente posi-
bles.

Hay cuatro maneras en las que puede ocurrir E; y tres maneras en las que E, puede ocurrir, de manera que E; y
E, 0 E,E, puede ocurrir de 4 - 3 maneras. Por lo tanto, Pr{£, E,} = (4-3)/(52-51) = 5k

Obsérvese que Pr{E,|E, } = Pr{segunda carta sea un as dado que la primera carta es un as} = <. De manera
que este resultado ilustra la regla general Pr{E| E,} = Pr{E,} Pr{E,|E,} donde E; y E, son eventos dependientes.

De la caja del problema 6.3 se extraen, sucesivamente, tres pelotas. Encuéntrese la probabilidad de que se
extraigan en el orden roja, blanca y azul: a) si cada pelota se devuelve a la caja y b) si no se devuelve.

SOLUCION

Sea R = evento “roja” en la primera extraccion, W = evento “blanca” en la segunda extraccion y B = evento “azul” en la
tercera extraccion. Lo que se busca es Pr{RWB}.

a) Sicada una de las pelotas se devuelve, entonces R, W'y B son eventos independientes y

Pr{RWE} = Pr{R} Pr{W'} Pr{B} = (6 +46L+ 5) (6+j+ 5) <6 +451+ 5) - (%) (115) (%) - 2275

b)  Si las pelotas no se devuelven, entonces R, W'y B son eventos dependientes y

6+4+5)\5+4+5)\5+3+5

- (35) () () =1

donde Pr{B|WR} es la probabilidad condicional de extraer una pelota azul si se han extraido ya una roja y una
blanca.

Pr{RWB}:Pr{R}Pr{W|R}Pr{B‘WR}:< 6 )( 4 )< 5 )

Encuéntrese la probabilidad de que en dos lanzamientos de un dado se obtenga por lo menos un 4.

SOLUCION

Sea E; = el evento “4” en el primer lanzamiento, E, = el evento “4” en el segundo lanzamiento y E; + E, = el evento “4”
en el primer lanzamiento o “4” en el segundo lanzamiento o ambos = el evento de obtener por lo menos un 4. Lo que se
busca es Pr{E; + E,}.

Primer método

Los dos dados pueden caer en un total de 6 - 6 = 36 maneras igualmente posibles. Ademas,

Cantidad de maneras en las que puede ocurrir E; perono E, =5
Cantidad de maneras en las que puede ocurrir E, perono E; =5
Cantidad de maneras en las que pueden ocurrir E; y E, =1

Por lo tanto, la cantidad de maneras en las que puede ocurrir por lo menos uno de los eventos E; 0 E, es5 +5 4+ 1 =11,
y por lo tanto, Pr{E; + E,} = 1.
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Segundo método

Como E, y E, no son mutuamente excluyentes, Pr{E, + E,} = Pr{E;} + Pr{E,} — Pr{E;E,}. Ademés, como E, y E, son
independientes, Pr{E,E,} = Pr{E;} Pr{E,}. Por lo tanto,

Pr{E; + Ep} = Pr{E;} + Pr{Ep} — Pr{E;} Pr{E;} = ¢ +§—©) ) = %
Tercer método

Pr{obtener por lo menos un 4} + Pr{no obtener ningiin 4} = 1.

Por lo tanto,  Pr{obtener por lo menos un 4} = 1 — Pr{no obtener ningtn 4}
= 1 — Pr{no obtener un 4 ni en el primero ni en el segundo lanzamiento}
=1- Pr{ElEz} =1- Pr{El} Pr{Ez}
=1-Q @ =%

Una bolsa contiene 4 pelotas blancas y 2 pelotas negras; otra contiene 3 pelotas blancas y 5 pelotas negras. Si
se saca una pelota de cada bolsa, encontrar la probabilidad de que: a) ambas sean blancas, b) ambas sean negras
y €) una sea blanca y la otra sea negra.

SOLUCION

Sea W, = el evento “blanca” de la primera bolsa y W, = el evento “blanca” de la segunda bolsa.

a) Pr{ I, Wa} = Pr{W,} Pr{W>} — (ﬁ) (3%5) :%
b) Pr{W, W,} = Pr{IW,} Pr{IW,} = (ﬁ) (%) _ %

c) Elevento “una es blanca y la otra es negra” es lo mismo que el evento “o la primera es blanca y la segunda es negra
o la primera es negray la segunda es blanca”; es decir, W, W, + W, W,. Como los eventos W, W,y W, W, son mutua-
mente excluyentes, se tiene

Pr{W\ W, + W\ Wy} = Pr{W, Wy} + Pr{W, Wy}
=Pr{W,} Pr{Ws} + Pr{W,} Pr{W,}

B (412)(3i5) +(4iz)(3is) -

La probabilidad que se busca es 1 — Pr{ W, W,} — Pr{W W,} =1 -1 -5 =1

Otro método

Ay B juegan 12 partidos de ajedrez, de los cuales, A gana 6, B gana 4y en 2 terminan empatados. Se ponen de
acuerdo para jugar otros 3 partidos. Encuéntrese la probabilidad de que: a) A gane los tres partidos, b) 2 parti-
dos terminen empatados, c) A y B ganen alternadamente y d) B gane por lo menos un partido.

SOLUCION

Sean A;, A, y A; los eventos “A gana” en el primero, el segundo y el tercer partidos, respectivamente; sean By, B, y B; los
eventos “B gana” el primero, el segundo y el tercer partidos, respectivamente, y D,, D, y D5 los eventos “terminan empa-
tados” en el primero, el segundo y el tercer partidos, respectivamente.
Sobre la base de experiencias anteriores (probabilidad empirica), asumir que Pr{A gana cualquiera de los partidos}
6 1

=5 = % que Pr{B gana cualquiera de los partidos} = % = % y que Pr{termina en empate en cualquier partido} = 12—2 =5

a) Pr{Agane los tres partidos} = Pr{4, 4,45} = Pr{4,} Pr{4,} Pr{4;} = (%) (%) (%) :é
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suponiendo que el resultado de cada partido sea independiente de los resultados de los otros partidos, lo que parece
razonable (a menos, por supuesto, que el jugador se vea psicolégicamente influenciado por los otros partidos ganados
o perdidos).

b)  Pr{2 partidos terminen empatados} = Pr{el primero y el segundo o el primero y el tercero o el segundo y el tercer
partidos terminen empatados}

= Pr{D,D,Ds} + Pr{D D,Ds} + Pr{D D, D5}
= Pr{D,} Pr{D,} Pr{Ds} + Pr{D,} Pr{D,} Pr{D;}
+Pr{D,} Pr{D,} Pr{Ds}

SOV (VY (Y L (B (DN (1) 15 S
“\6/\6/\6 6)\6)\6 6)\6)\6) 216 72

c) Pr{Ay B ganen alternadamente} = Pr{A gane y después B gane y después A gane o que B gane y después A gane y
después B gane}

= Pr{4,By4; + Bi Ay B3} = Pr{4,ByA3} + Pr{B 4,85}
= Pr{Al} Pr{Bz} PI'{A3} + Pr{Bl} Pr{Az} Pr{B3}

IAVAVAARNAAVAAYA AN
S \2/\3/\2 3)\2)\3) 36
d) Pr{B gane por lo menos un partido} = 1 — Pr{B no gane ningun partido}
=1- Pr{Blézé:;} =1- PT{BI} Pr{Bz} PF{B3}

--()6)6) -7

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

6.10

Encontrar la probabilidad de que haya nifios o nifias en familias con tres hijos, suponiendo probabilidades
iguales para nifios que para nifias.

SOLUCION

Sea B = el evento “nifio en la familia” y G = el evento “nifia en la familia”. De acuerdo con la suposicién de probabilida-
des iguales, Pr{B} = Pr{G} = 1. En las familias con tres hijos pueden presentarse los siguientes eventos mutuamente
excluyentes con las probabilidades que se indican.

a) Tres nifios (BBB):
1

Pr{BBB} = Pr{B} Pr{B} Pr{B} = 3

Aqui se supone que el que nazca un nifio no esta influenciado de manera alguna porque el hijo anterior haya sido
también nifio, es decir, se supone que los eventos son independientes.

b) Tres nifias (GGG): Como en el inciso a) o por simetria,
1
Pr{GGG} = 3

c) Dos nifios y una nifia (BBG + BGB + GBB):
Pr{BBG + BGB + GBB} = Pr{BBG} + Pr{BGB} + Pr{GBB}
= Pr{B} Pr{B} Pr{G} + Pr{B} Pr{G} Pr{B} + Pr{G} Pr{B} Pr{B}
1 1 1 3

8 + 8 + 8§ 8
d) Dos nifias y un nifio (GGB + GBG + BGG): como en el inciso c) o por simetria, la probabilidad es 3/8.

Si X denota la variable aleatoria que indica la cantidad de nifios en una familia con tres hijos, la distribucion de
probabilidad es la que se muestra en la tabla 6.2.
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Tabla 6.2

Cantidad de nifios (hombres) X 0 1 2 3
Probabilidad p(X) 1/8 3/8 3/8 1/8

6.11  Graficar la distribucion del problema 6.10.

SOLUCION

La grafica puede representarse ya sea como en la figura 6.7 o como en la figura 6.8. Obsérvese que en la figura 6.8 la suma
de las areas de los rectangulos es 1; en esta figura llamada histograma de probabilidad, X es considerada como una variable
continua, aunque en realidad sea discreta, procedimiento que suele resultar util. Por otro lado, la figura 6.7 se emplea cuan-
do no se desea considerar a la variable como variable continua.

0.400

0.350

0.300

0.250

Probabilidad

0.200

0.150

0.100

T T T T
0 1 2 3
Nifios
Figura 6-7 SPSS, gréfica de la distribucion de probabilidad.

40 -

30 A

20 A

Porcentaje

Nifios
Figura 6-8 MINITAB, histograma de probabilidad.
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6.12 Una variable aleatoria continua X, que toma valores sélo entre 0 y 5, tiene una funcién de probabilidad dada
02,0< X <35
por p(X) =

. ,~. La gréfica se muestra en la figura 6.9.
0, sino es asi
a) \Verificar que es una funcién de densidad.

0.25

0.2

0.15 A

P(X)

0.1 1

0.05 -

Figura 6-9 Funcion de densidad de probabilidad para la variable X.

b) Encontrary graficar Pr{2.5 < X < 4.0}.

SOLUCION

a) Lafuncion p(X) es siempre > 0 y el area total bajo la grafica de p(X) es 5 x 0.2 = 1, ya que tiene forma rectangular
con 0.2 de ancho y 5 de largo (ver figura 6-9).

b) La probabilidad Pr{2.5 < X < 4.0} se muestra en la figura 6.10.

0.250 +

0.225 A

0.200 +

pP(X)

0.175 A

0.150 A

Figura 6-10 La probabilidad Pr{2.5 < X < 4.0} aparece como un area sombreada.

El &rea rectangular, Pr{2.5 < X < 4.0} es (4 — 2.5) x 0.2=0.3.



PRroBLEMAS RESUELTOS 155

ESPERANZA MATEMATICA

6.13  Se compra un boleto para una rifa con el que se puede ganar $5 000 como primer premio o $2 000 como segun-
do premio, siendo las probabilidades 0.001 y 0.003, respectivamente. ¢ Cudl seria el precio justo a pagar por un
boleto?

SOLUCION

La esperanza es ($5 000)(0.001) + ($2 000)(0.003) = $5 + $6 = $11, que es el precio justo a pagar.

6.14 Enuna inversion de negocios hay una probabilidad de 0.6 de obtener como ganancia $300 y una probabilidad
de 0.4 de perder $100. Determinar la esperanza.

SOLUCION

La esperanza es ($300)(0.6) + (—$100)(0.4) = $180 — $40 = $140.

6.15 Encontrar: a) E(X), b) E(X?) y ¢) E[(X — X)?)], para la distribucién de probabilidad que se muestra en la ta-
bla 6.3.

d) Emplear EXCEL para dar la solucién de los incisos a), b) y c).

Tabla 6.3

X 8 12 16 20 24
p(X) 1/8 | 1/6 | 3/8 | 1/4 | 1/12

SOLUCION

a) EX)=> Xp(X) =)&) + (12)@) + (16)(3) + (20)(%) + (24)({5) = 16; lo que representa la media de la distri-
bucion.

b) E(X?) =3 X*p(X) = (8)° () + (12)°() + (16)° Q) + (20)*(}) + (24)*(5) = 276; lo que representa el segundo
momento respecto al origen cero.

¢)  E[(X - X)’] = (X - X)’p(X) = (8 = 16)()) + (12— 16)*(}) + (16 — 16)°(}) + (20 — 16)*(})+(24 — 16)*(51)
= 20; lo que representa la varianza de la distribucion.

d) EnAZL:E1 se ingresan los titulos, como se muestra. Los valores de X y los valores de probabilidad se ingresan en A2:
B6. Los valores esperados de X se calculan en C2:C7. El valor esperado se da en C7. El segundo momento respecto
al origen se calcula en D2:D7. El segundo momento aparece en D7. La varianza se calcula en E2:E7. La varianza se

daenE7.
A B C D E
X PX) Xp(X) X"2p(X) X — EX)"2p(X)
8 0.125 1 8 8
12 0.166667 2 24 2.666666667
16 0.375 6 96 0
20 0.25 5 100 4
24 0.083333 2 48 5.333333333
16 276 20

6.16 Una bolsa contiene 2 pelotas blancas y 3 pelotas negras. Cada una de cuatro personas, A, B, C y D, en este
orden, extrae una pelota y no la devuelve a la bolsa. La primera que extraiga una pelota blanca recibira $10.
Determinar las esperanzas de A, B, Cy D.
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SOLUCION

Como s6lo hay 3 pelotas negras, alguna de las personas debera ganar en el primer intento. Sean A, B, C y D los eventos “A
gana”, “B gana”, “C gana” y “D gana”, respectivamente.

2 2
Pr{A gane} = Pr{4} = 3:2°5

Por lo tanto, la esperanza de A =2 ($10) = $4.

Pr{A pierday B gane} = Pr{AB} = Pr{A} Pr{B|A} = @) (%) = %

Por lo tanto, la esperanza de B = $3.

, o - _ o 3\ /2 /2\ 1
Pr{Ay B pierdany C gane} = Pr{ABC} = Pr{A} Pr{B|4} Pr{CAB} = (§> (Z) (5) =3
Por lo tanto, la esperanza de C = $2.
Pr{A, By C pierdany D gane} = Pr{4BCD}
= Pr{A4} Pr{B|4} Pr{C|AB} Pr{D|ABC}
AYAVAYAEE
S \5/\4)\3/\1/) 10
Por lo tanto, la esperanza de D = $1.
Comprobacion: $4 + $3 +$2 4+ $1 =$10y 2+ L +1+ 45 =1.
PERMUTACIONES
6.17 ¢De cuantas maneras se pueden acomodar en linea 5 canicas de colores diferentes?
SOLUCION
Hay que ordenar las cinco canicas en cinco posiciones: — — — — — . La primera posicién puede ser ocupada por cualquiera
de las 5 canicas (es decir, hay 5 maneras de ocupar la primera posicidn). Hecho esto, hay 4 maneras de ocupar la segunda
posicion; a continuacion hay 3 maneras de ocupar la tercera posicion; 2 maneras de ocupar la cuarta posicion y, por ultimo,
s6lo una manera de ocupar la Gltima posicion. Por lo tanto:
NUmero de maneras en que se pueden colocar las cinco canicas en linea=5-4-3-2-1=5! =120
En general,
Nuamero de maneras en las que se pueden colocar n objetos diferentes en linea =n(n —1)(n —2)--- 1 =nl
A esto se le conoce como el nimero de permutaciones de n objetos diferentes tomados de n en n 'y se denota ,P,,.
6.18 ¢De cuantas maneras se pueden sentar 10 personas en una banca en la que sélo hay 4 asientos disponibles?

SOLUCION

Hay 10 maneras de ocupar el primer asiento; hecho esto, hay 9 maneras de ocupar el segundo asiento; 8 maneras de ocupar
el tercer asiento, y 7 maneras de ocupar el cuarto asiento. Por lo tanto:

Numero de ordenaciones de 10 personas tomadasde4en4 =10-9-8-7 =5040
En general,

NUmero de ordenaciones de n objetos diferentes tomadosderenr=n(n—1)---(n —r+1)
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A esto también se le conoce como el nimero de permutaciones de n objetos diferentes tomados de r en r y se denota ,P,,
P(n, r) o P,,. Obsérvese que cuando r =n, ,P, = n!, como en el problema 6.17.

Evaluar: a) P, b) P4, €) 15P1 Y 5P3, Y €) los incisos del a) al d) empleando EXCEL.

SOLUCION

a) P,=8.7.6=2336,b)oP,=6-5-4.3=360,c) P, =15,yd)sP;=3-2-1=6
e) =PERMUTACIONES(8,3) =336  =PERMUTACIONES(S, 4) = 360
—PERMUTACIONES(15,1) =15~ =PERMUTACIONES(3, 3) = 6

Se desea sentar en hilera a 5 hombres y 4 mujeres de manera que las mujeres ocupen los lugares pares. ¢De
cuantas maneras es posible hacer esto?

SOLUCION

Los hombres se pueden sentar de 5P maneras y las mujeres de ,P, maneras. A cada acomodo de los hombres se le puede
hacer corresponder un acomodo de las mujeres. Por lo tanto, la cantidad de acomodos es sP5 - ,P, = 5!4! = (120)(24) =
2 880.

¢ Cuantos nimeros de cuatro digitos se pueden formar con los 10 digitos 0, 1, 2, 3,..., 9, si: @) puede haber
repeticiones, b) no puede haber repeticiones y ¢) no puede haber repeticiones y el Gltimo digito debe ser
cero?

SOLUCION

a) El primer digito puede ser cualquiera de 9 digitos (ya que no puede ser 0). El segundo, tercero y cuarto digitos pueden
ser uno cualquiera de 10. Entonces, se pueden formar 9 - 10 - 10 - 10 = 9 000 nimeros.
b) El primer digito puede ser cualquiera de 9 digitos (cualquiera menos el 0).
El segundo digito puede ser cualquiera de 9 digitos (cualquiera menos el usado como primer digito).
El tercer digito puede ser cualquiera de 8 digitos (cualquiera menos los usados como los dos primeros digitos).
El cuarto digito puede ser cualquiera de 7 digitos (cualquiera menos los usados como los primeros tres digitos).
De manera que se pueden formar 9 -9 - 8 - 7 = 4 536 nimeros.

Otro método

El primer digito puede ser uno cualquiera de 9 digitos y los tres restantes se pueden escoger de 4P, maneras. Por lo
tanto, se pueden formar 9 - gP; =9-9- 8- 7 = 4 536 nimeros.

c) El primer digito se puede formar de 9 maneras, el segundo de 8 maneras y el tercero de 7 maneras. Por lo tanto, se
pueden formar 9 - 8 - 7 = 504 nimeros.

Otro método

El primer digito se puede formar de 9 maneras y los siguientes dos digitos en 4P, maneras. Por lo tanto, se pueden
encontrar 9 - P, =9 - 8 - 7 = 504 nlimeros.

En un librero se van a acomodar cuatro libros diferentes de matematicas, 6 libros diferentes de fisica y 2 libros
diferentes de quimica. ¢Cuantos son los acomodos posibles si: a) los libros de cada materia tienen que estar
juntos y b) solo los libros de matematicas tienen que estar juntos?

SOLUCION

a) Los libros de matematicas se pueden ordenar entre ellos de ,P, = 4! maneras, los libros de fisica de Pg = 6! maneras,
los libros de quimica de ,P, = 2! maneras y los tres grupos de ;P; = 3! maneras. Por lo tanto, el nimero de acomodos
que se busca es = 4! 6! 2! 31 = 207 360.
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6.23

6.24

b) Considere a los 4 libros de matematicas como un solo libro. Entonces se tienen 9 libros que se pueden acomodar
de 4Py = 9! maneras. En todas estas maneras, los libros de matematicas estan juntos. Pero los libros de matematicas,
entre ellos, se pueden acomodar de ,P, = 4! maneras. Por lo tanto, el nimero de acomodos buscado es = 9! 4! =
8709 120.

Cinco canicas rojas, 2 canicas blancas y 3 azules estan ordenadas en linea. Si las canicas de un mismo color no
se distinguen unas de otras, ;cuantas ordenaciones distintas se pueden tener? Para evaluar esta expresion usar
la funcion de EXCEL definida como =MULTINOMIAL.

SOLUCION

Supodngase que existen P ordenaciones diferentes. Multiplicando P por el nimero de maneras en las que se pueden ordenar:
a) las 5 canicas rojas entre si, b) las 2 canicas blancas entre si y c) las 3 canicas azules entre si (es decir, multiplicando P
por 5! 2! 31), se obtiene el nlmero de maneras en que se pueden ordenar las 10 canicas si son distinguibles (es decir, 10!).
Por lo tanto,

o
" 5!

En general, el nimero de ordenaciones de n objetos de los cuales n, son iguales, n, son iguales, ..., n, son iguales es

(51213)P =101 'y P

n!
n1!n2! . '}’lk!

donde ny +ny +---+ne=n.
Con la funcién de EXCEL definida como =MULTINOMIAL(5,2,3) se obtiene 2 520.

¢De cuantas maneras pueden sentarse 7 personas a una mesa redonda si: a) las 7 se pueden sentar en cualquier
lugar y b) 2 determinadas personas no pueden sentarse juntas?

SOLUCION

a) Seescoge una de las personas para sentarla en cualquier lugar. Entonces, las 6 personas restantes se pueden sentar de
6! = 720 maneras, que es el total de maneras de acomodar a 7 personas en una mesa redonda.

b) Considérese como una sola persona a las dos personas que no se pueden sentar juntas. Entonces, quedan 6 personas
en total que se pueden acomodar de 5! maneras. Pero las dos personas consideradas como una sola, entre ellas, se
pueden acomodar de 2! maneras. Por lo tanto, la cantidad de maneras en que se pueden acomodar 6 personas en una
mesa redonda sentando 2 personas juntas es 512! = 240.

Entonces, empleando el inciso a), el total de maneras en las que 7 personas se pueden sentar a una mesa redon-
da, de manera que 2 determinadas personas no se sienten juntas = 720 — 240 = 480 maneras.

COMBINACIONES

6.25

¢De cuantas maneras pueden colocarse 10 objetos en dos grupos, uno de 4y otro de 6 objetos?

SOLUCION

Esto es lo mismo que el nimero de ordenaciones de 10 objetos de los cuales 4 son iguales entre si y 6 son iguales entre si.
De acuerdo con el problema 6.23, esto es

100 10-9-8-7

PTTSA TR

Este problema es equivalente a hallar de cuantas maneras se pueden tomar 4 de 10 objetos (o bien 6 de 10 objetos)
sin importar el orden.

En general, el nimero de maneras en que se pueden seleccionar r de n objetos, a lo que se le llama el nimero de
combinaciones de n cosas tomadas de r en r, se denota (") y esta dado por

() r!(nnir)!_n(n_l)“}!(n_rﬂ) "

r
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Evaluar: a) (}), b) (%), ¢) (;) y d) evaluar los incisos del a) al ¢) empleando EXCEL.

SOLUCION
7 7! 7-6-5-4 T7-6-5
3) (4):@!: A 32
6 6! 6-5-4.-3.2 . 6 6
b) (5)7W7T76 0 bien (5)_(])_6
c) (j) es el nimero de maneras en que se pueden tomar todos los cuatro objetos, y s6lo hay una manera, por lo que (j)

d)

= 1. Obsérvese que formalmente

4 B 4! 1
4) a0l
si definimos 0! = 1.

—COMBIN(7, 4) da 35, =COMBIN(6, 5) da 6 y =COMBIN(4, 4) da 1.

¢De cuantas maneras puede formarse de un grupo de 9 personas un comité de 5 personas?

SOLUCION

9 9 9.8.7-6-5
=—=2""""_1n
(5) 514! 5! 6

Con 5 matematicos y 7 fisicos hay que formar un comité que conste de 2 matematicos y 3 fisicos. ;De cuantas
maneras se puede formar este comité si: a) puede incluirse a cualquiera de los matematicos y a cualquiera de
los fisicos, b) hay uno de los fisicos que tiene que formar parte del comité y c) hay dos de los matematicos que
no pueden formar parte del comité?

SOLUCION

a)

b)

c)

Dos matematicos de 5 se pueden seleccionar de (;) formas y 3 fisicos de 7 se pueden seleccionar de (;) formas. Asi que
las maneras en que se puede seleccionar el comité son

G)(Z) =10-35=350

Dos matematicos de 5 se pueden seleccionar de (g) maneras y 2 fisicos de 6 se pueden seleccionar de (g) maneras. Asi
que las maneras en que se puede seleccionar el comité son

(§)~®:10.15:150

Dos matematicos de 3 se pueden seleccionar de (g) maneras y 3 fisicos de 7 se pueden seleccionar de (;) maneras. Asi
que las maneras en que se puede seleccionar el comité son

() ()

Una nifia tiene 5 flores que son todas distintas. ¢ Cuantos ramos puede formar?

SOLUCION

Cada flor puede tratarse de dos maneras; puede ser elegida para el ramo o puede no ser elegida para el ramo. Como a cada
una de estas dos maneras de tratar a la flor le corresponden 2 maneras de tratar a cada una de las otras flores, el nimero de
maneras en que se puede tratar a las 5 flores es = 2°. Pero estas 25 maneras comprenden el caso en que no se elija ninguna
de las flores. Por lo tanto, la cantidad de ramos que pueden formarse es = 2% — 1 = 31,
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Otro método

La nifia puede elegir 1 de 5 flores, 2 de 5 flores, ..., 5 de 5 flores. Por lo tanto, el nimero de ramos que puede formar es

(00 () -semerssero

En general, para todo nimero entero positivo n,
n n n n n
<1>+(2)+<3)+.“+(n)_2 !

6.30 Con 7 consonantes y 5 vocales ¢cuantas palabras con 4 consonantes distintas y 3 vocales distintas pueden
formarse? No importa que las palabras no tengan significado.

SOLUCION

Las cuatro consonantes distintas pueden elegirse de (Z) maneras, las tres vocales distintas pueden elegirse de (2) maneras, y
estas 7 letras (4 consonantes y 3 vocales) pueden ordenarse de ,P, = 7! maneras. Por lo tanto, el nimero de palabras es

(Z)-(i).7!=35.1o.504021764ooo

APROXIMACION DE STIRLING PARAn!
6.31 Evaluar 50!

SOLUCION

Cuando n es grande se tiene n! ~ /27 n" e™"; por lo tanto,

50! &~ \/27(50)50" e = §
Para evaluar S se usan logaritmos base 10. Por lo tanto,
log S = log (V100750 ¢=>) =1 1og 100 + § log 7 + 50 log 50 — 50 loge
=11og 100 + 4 log3.142 + 50 log 50 — 50 log2.718

— 1(2) +1(0.4972) + 50(1.6990) — 50(0.4343) = 64.4346

de lo que se encuentra que S = 3.05 x 10%, niimero que tiene 65 digitos.

PROBABILIDAD Y ANALISIS COMBINATORIO

6.32  Una caja contiene 8 pelotas rojas, 3 blancas y 9 azules. Si se extraen 3 pelotas en forma aleatoria, determinar
la probabilidad de que: a) las 3 sean rojas, b) las 3 sean blancas, c) 2 sean rojas y 1 sea blanca, d) por lo menos
1 sea blanca, e) se extraiga una de cada color y f) se extraigan en el orden roja, blanca, azul.

SOLUCION

a) Primer método

9w

Sean Ry, R, y R; los eventos “pelota roja en la primera extraccion”, “pelota roja en la segunda extraccion”, “pelota roja
en la tercera extraccion”, respectivamente. Entonces R R,R; denota el evento de que las tres pelotas extraidas sean
rojas.

Pr{R,R,R;} = Pr{R} Pr{Ry|R,} Pr{Rs|R R,} = (2%) (%9) (%) _ %
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Segundo método

8
maneras de seleccionar 3 de 8 pelotas rojas (3) _ 14
maneras de seleccionar 3 de 20 pelotas (20) 285
3

Probabilidad buscada =

b) Empleando el segundo método del inciso a),
Pr{las 3 sean blancas} = > 4= ——

También se puede usar el primer método del inciso a)

maneras de seleccionar \ /maneras de seleccionar 8\ /3
2 de 8 pelotas rojas 1 de 3 pelotas blancas / _ \2/ \1

7
Pr{2 jas y 1 sca blanca} = =
©) r{2 seanrojas y 1 sea blanca} maneras de seleccionar 3 de 20 pelotas 20 95
3
17
. 3 34 23
d) Pr{ninguna sea blanca} = ( 0) — de manera que Pr{por lo menos 1 sea blanca} = 1 — =5
3
e) Pr{l decadacolor} = | —
20\
3
f) Empleando el inciso €),
. 1 1/18 3
Pr{extraer las pelotas en el orden rojo, blanco, azul } = A Pr{1 de cada color} = s\95) =93

Otro método

Pr{R,W,B,} = Pr{R,} Pr{W, R} Pr{B;|R,W,} = (%) <%> <%> - %

De una baraja de 52 cartas bien barajadas se extraen 5 cartas. Encontrar la probabilidad de que: a) 4 sean ases;
b) 4 sean ases y 1 sea rey; ¢) 3 sean dieces y 2 sean sotas; d) sean 9, 10, sota, reina y rey en cualquier orden;
e) 3 sean de un palo y 2 de otro palo, y ) se obtenga por lo menos 1 as.

SOLUCION
(1)
4 1 1
a) Pr{4 ases} = (4) - ﬁ = 51145
5

4
) Pr{4 asesy I rey} = (4> ' @ 649 740
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6.34

6.35

4
2 1

4
c) Pr {3 sean dieces y 2 sean sotas} = (3)

52\ © 108290
5
4 4 4 4 4
1) \1) \1) \1) \1) o4
52 162435
5
e) Como hay 4 maneras de elegir el primer palo y 3 maneras de elegir el segundo palo,
13 13
4(3) '3(2) 429
52 4165
5

35673 18482
54 145 54 145

d) Pr{sean 9, 10, sota, reina y rey en cualquier orden} =

Pr{3 sean de un palo y 2 de otro palo} =

48
5) 35673

f) Pr {ninglin as} = (ST =%1145 y
;)

Determinar la probabilidad de tener 3 seises en cinco lanzamientos de un dado.

Pr{por lo menos 1 as} = 1

SOLUCION

Los lanzamientos del dado se representaran por 5 espacios: — — — — — . En cada espacio se tendra el evento 6 0 el evento
no-6 (6); por ejemplo se pueden tener tres 6 y dos no-6 en esta forma 6 6 6 6 6 0 en estaforma 6 6 6 6 6, etcétera.

Ahora la probabilidad de un evento, como, por ejemplo, 6 6 6 6 6 es

Pr{66666} =Pr{6}Pr{6} Pr{6} Pr{6} Pr{6} :é%%é%: (2)3(2)2

De igual manera, Pr {66666} = (é)3 (g)z, etc., para todos los eventos en los que hay tres 6 y dos no-6. Pero de estos even-
tos hay (g) = 10y estos eventos son mutuamente excluyentes; por lo tanto, la probabilidad buscada es

o S\ /1)’ /5\* 125
Pr{666660666660ectc.} = - - =—=
r{ © oete} (3)(6) (6) 3 888
En general siq = Pr{E} y q = Pr{E}, entonces empleando el razonamiento anterior, la probabilidad de en N ensayos
obtener exactamente X veces E es (§ )p*q" .

En una fabrica se encuentra que en promedio 20% de los tornillos producidos con una maquina estan defectuo-
so0s. Si se toman aleatoriamente 10 tornillos producidos con esta maquina en un dia, encontrar la probabilidad
de que: a) exactamente 2 estén defectuosos, b) 2 0 mas estén defectuosos y ¢) mas de 5 estén defectuosos.

SOLUCION

a) Empleando un razonamiento similar al empleado en el problema 6.34,
10
Pr{2 tornillos defectuosos} = ( 5 ) (0.2)%(0.8)% = 45(0.04)(0.1678) = 0.3020

b)  Pr{2 o mas tornillos defectuosos} = 1 — Pr{0 tornillos defectuosos} — Pr{1 tornillo defectuoso}

-1 (100) (0.2)°(0.8)" — (11()) (0.2)'(0.8)°

=1-1(0.8)"" —10(0.2)(0.8)°
= 1—10.1074 — 0.2684 = 0.6242
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c) Pr{mas de 5 tornillos defectuosos} = Pr{6 tornillos defectuosos} + Pr{7 tornillos defectuosos}
+ Pr{8 tornillos defectuosos} + Pr{9 tornillos defectuosos}
+ Pr{10 tornillos defectuosos}

- (160) (0.2)°(0.8)* + (170) (0.2)"(0.8)° + (180) (0.2)%(0.8)*
+(190) (0.2)°(0.8) + Gg) (0.2)"

= 0.00637

Si en el problema 6.35 se tomaron 1 000 muestras de 10 tornillos cada una, ¢en cuantas de estas muestras se
espera encontrar: a) exactamente 2 tornillos defectuosos, b) 2 0 mas tornillos defectuosos y c) mas de 5 tornillos
defectuosos?

SOLUCION

a) Lacantidad esperada es = (1 000)(0.3020) = 302, de acuerdo con el problema 6.35a).
b) La cantidad esperada es = (1 000)(0.6242) = 624, de acuerdo con el problema 6.35b).
c) Lacantidad esperada es = (1 000)(0.00637) = 6, de acuerdo con el problema 6.35c).

DIAGRAMAS DE EULER O DE VENN Y PROBABILIDAD

6.37

En la figura 6.11 se muestra como representar el espacio muestral de cuatro lanzamientos de una moneda y los
eventos E,, obtener exactamente dos caras y dos cruces, y E,, obtener lo mismo en el primero y en el Gltimo
lanzamiento. Esta es una manera de representar diagramas de Venn y eventos en una hoja de célculo.

espacio muestras evento E1 evento E2

h h h h Y
h h h t

h h t h Y
h h t t X

h t h h Y
h t h t X

h t t h X Y
h t t t

t h h h

t h h t X Y
t h t h X

t h t t Y
t t h h X

t t h t Y
t t t h

t t t t Y

Figura 6-11 EXCEL, representacion del espacio muestral y de los eventos E; y E,.

Debajo de E; se han marcado con una X los casos en los que se da el evento E; y debajo de E, se han
marcado con una Y los casos en los que se da el evento E,.

a) Dar los casos que pertenecena E; N E, y E; U E,.
b) Dar las probabilidades Pr{E; N E,} y Pr{E; U E,}.

SOLUCION

a) Los casos que pertenecen a E; N E, son los que tienen X'y Y. Por lo tanto, E; N E, consta de los casos htth y thht. Los
casos que pertenecen a E; U E, son los que tienen X, Y 0 Xy Y. Los casos que pertenecen a E; U E, son: hhhh, hhth,
hhtt, hthh, htht, htth, thht, thth, thtt, tthh, ttht y tttt.

b) Pr{E;NE,} =2/16=1/800.125. Pr{E; U E,} =12/16 = 3/4 0 0.75.
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6.38  Usando un espacio muestral y diagramas de \enn, mostrar que

a) Pr{AUB}=Pr{4}+ Pr{B} —Pr{4N B}

b) Pr{AUBUC} =Pr{4} +Pr{B} +Pr{C} —Pr{4ANB} —Pr{BNC}—
Pr{ANC}+Pr{dNnBNC}

SOLUCION

a) Launion no mutuamente excluyente A U B se puede expresar como la unién mutuamente excluyente de A N B, BN A,
yANB.

I

AnB

S
Figura 6-12 Una unién expresada como unién disyunta.

Pr{4UB} =Pr{4N B} +Pr{BN A} +Pr{4N B}
Ahora en el lado derecho de la ecuacion se suma y se resta Pr{A N B}.
Pr{4U B} = Pr{4A N B) + Pr{BN A} + Pr{4 N B} + [Pr{4 N B} — Pr{4 N B}]
Reordenando esta ecuacion de la manera siguiente:
Pr{4UB} = [Pr{4 N B) + Pr{AN B}] + [Pr{BN A} + Pr{A N B}] — Pr{4 N B}
Pr{4U B} = Pr{4} +Pr{B} — Pr{4 N B}

b) Enlafigura 6-13, el evento A esta compuesto por las regiones 1, 2, 3y 6, el evento B estd compuesto por las regiones
1,3,4y7,y el evento C estd compuesto por las regiones 1,2, 4y 5.

C

S
Figura 6-13 La uniéon no mutuamente excluyente de tres eventos, AU B U C.

El espacio muestral de la figura 6-13 esta formado por 8 regiones mutuamente excluyentes. Estas 8 regiones se
describen como sigue: laregion 1esAN B N C, laregion2esANC N B, la region 3esANBN C la region 4 es
ANCNB,laregion5es AN C N B, laregion 6esANC N B, laregion 7esA N C N By laregion8es 4 N C
N B.

La probabilidad Pr{ A U B U C} se expresa como la probabilidad de las 7 regiones mutuamente excluyentes
que forman A U B U C, como sigue:

Pr{ANBNC}+Pr{ANCNB}+Pr{ANBNC}+Pr{ANCNB}

+Pr{AnCnB}+Pr{ANCNB}+Pr{ANCNB}
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Cada parte de esta ecuacion puede reescribirse y toda completa simplificarse para obtener:
Pr{AUBUC} =Pr{4} +Pr{B} + Pr{C} —Pr{4ANB} —Pr{BNC} —Pr{ANC} +Pr{ANBNC}
Por ejemplo, Pr{4 N C N B} puede expresarse COMo

Pr{C} —Pr{ANC} - Pr{BNC}+Pr{ANBNC}

En una entrevista a 500 adultos se les hizo una pregunta que constaba de tres partes: 1) ¢ Tiene usted teléfono
celular? 2) ¢ Tiene un ipod? 3) ¢ Tiene conexion a Internet? Los resultados se presentan a continuacion (ningu-
no contestd que no a todas las preguntas).

Teléfono celular 329 teléfono celular e ipod 83
ipod 186 teléfono celular y conexion a Internet 217
conexion a Internet 295 ipod y conexién a Internet 63

Dar la probabilidad de los eventos siguientes:

a) que conteste si a todas las preguntas, b) que tenga teléfono celular, pero no conexion a Internet, c) que
tenga ipod, pero no teléfono celular, d) que tenga conexién a Internet, pero no ipod €) que tenga teléfono
celular o conexién a Internet pero no ipod y g) que tenga teléfono celular, pero no ipod o conexion a
Internet.

SOLUCION

El evento A es que el entrevistado tenga teléfono celular, el evento B es que el entrevistado tenga ipod y el evento C es que
el entrevistado tenga conexion a Internet.

teléfono
celular

ipod

conexion a Internet

Figura. 6-14 Diagrama de Ven para el problema 6.39.

a) La probabilidad de que todos estén en la union es 1, ya que ninguno respondio no a las tres partes. Pr{A U B U C}
esta dada por la expresion siguiente:

Pr{A4} + Pr{B} +Pr{C} —Pr{ANB} —Pr{BNC} —Pr{ANC}+Pr{ANBNC}
1 =329/500 + 186/500 + 295/500 — 83/500 — 63/500 — 217/500 + Pr{4 N BN C}
Despejando Pr{A N B N C}, se obtiene 1 — 447/500 o bien 53/500 = 0.106.

Antes de responder los demas incisos conviene llenar las regiones de la figura 6-14, como se muestra en la figura 6-15.
La cantidad correspondiente a la region 2 es la cantidad en la region A N C menos la cantidad en la region 1 o bien
217 — 53 = 164. La cantidad correspondiente a la region 3 es la cantidad en la region A N B menos la cantidad en la
region 1 o bien 83 — 53 = 30. La cantidad en la region 4 es la cantidad correspondiente a la regiéon B N C menos el
numero en la region 1 o bien 63 — 53 = 10. La cantidad correspondiente a la region 5 es la cantidad en la regién C
menos la cantidad en las regiones 1, 2'y 4 o bien 295 — 53 — 164 — 10 = 68. La cantidad correspondiente a la region
6 es la cantidad en la region A menos la cantidad en las regiones 1, 2 'y 3 0 bien 329 — 53 — 164 — 30 = 82. La can-
tidad correspondiente a la region 7 es 186 — 53 — 30 — 10 = 93.
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8

Teléfono 3 ipod
celular 6 7
Regién numero
2 1 4 1 53
2 164
5 3 30
4 10
5 68
conexion a Internet 6 82
7 93
Total 500

Figura 6-15 A, By C divididas en regiones mutuamente excluyentes.

b) regiones 3y 6 0 bien 30 + 82 = 112 y la probabilidad es 112/500 = 0.224.

c) regiones 4y 7 obien 10 + 93 = 103y la probabilidad es 103/500 = 0.206.

d) regiones 2y 5 o bien 164 + 68 = 232y la probabilidad es 232/500 = 0.464.

e) regiones 2, 5 0 bien 6 o bien 164 + 82 = 314 y la probabilidad es 314 /500 = 0.628.
f) region 6 u 82y la probabilidad es 82/500 = 0.164.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

REGLAS FUNDAMENTALES DE LAPROBABILIDAD

6.40

6.41

6.42

6.43

Determinar o estimar la probabilidad p de cada uno de los eventos siguientes:

a) Al extraer de una baraja bien barajada una sola carta, obtener rey, as, sota de tréboles o rey de diamantes.
b) Se lanzan dos dados, una sola vez, y la suma de los puntos que aparecen en ellos resulte 8.

c) Encontrar un tornillo que no esté defectuoso si de 600 tornillos examinados, 12 estuvieron defectuosos.
d) Selanzan dos dados una vez y la suma de los puntos resulte 7 u 11.

e) Al lanzar tres veces una moneda obtener cara por lo menos una vez.

Un experimento consiste en extraer sucesivamente tres cartas de una baraja bien barajada. Sea E; el evento “rey” en la
primera extraccion, E, el evento “rey” en la segunda extraccion y E; el evento “rey” en la tercera extraccion. Exprese en
palabras el significado de:

a) PT{E1E2} C) E_l + E_2 e) E_IE_zE_3
b) Pr{E,+Ey} d) Pr{E;|E E,} f) Pr{EE,+ E;Es}

De una caja que contiene 10 canicas rojas, 30 blancas, 20 azules y 15 anaranjadas, se extrae una canica. Hallar la probabi-
lidad de que la canica extraida sea: a) anaranjada o roja, b) ni azul ni roja, c) no azul, d) blancay e) roja, blanca o azul.

De la caja del problema 6.42 se extraen sucesivamente dos canicas, devolviendo a la caja cada canica después de extraida.
Encontrar la probabilidad de que: a) las dos sean blancas, b) la primera sea roja y la segunda sea blanca, ¢) ninguna sea
anaranjada, d) sean rojas o blancas o las dos cosas (roja y blanca), €) la segunda no sea azul, f) la primera sea anaranjada,
g) por lo menos una sea azul, h) cuando mucho una sea roja, i) la primera sea blanca, pero la segunda no, y f) sélo una sea
roja.
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6.49

6.50

6.51
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Repetir el problema 6.43, pero suponiendo que una vez extraidas las canicas no se devuelven a la caja.

Encontrar la probabilidad de que al lanzar dos veces dos dados los puntos que se obtengan sumen 7: a) en el primer lanza-
miento, b) en uno de los dos lanzamientos y ¢) en los dos lanzamientos.

De una baraja de 52 cartas, bien barajada, se extraen sucesivamente dos cartas. Encontrar la probabilidad de que: a) la
primera carta extraida no sea un 10 de tréboles o un as, b) la primera carta sea un as, pero la segunda no, c) por lo menos
una de las cartas sea un diamante, d) las cartas no sean de un mismo palo, €) no mas de una de las cartas sea una figura
(sota, reina o rey), f) la segunda carta no sea una figura, y g) la segunda carta no sea una figura dado que la primera si fue
una figura, h) las cartas sean figuras o espadas o ambas.

Una caja contiene papelillos numerados del 1 al 9. Si se extraen 3 papelillos de uno en uno, encontrar la probabilidad de
que tengan ndmeros: 1) non, par, non o 2) par, non, par.

Las oportunidades de que A gane un partido de ajedrez contra B son 3:2. Si se van a jugar 3 partidos, ¢cuales son las posi-
bilidades: a) a favor de que A gane por lo menos dos de los tres partidos y b) en contra de que A pierda los dos primeros
partidos contra B?

En un monedero hay dos monedas de plata y dos monedas de cobre, en otro monedero hay cuatro monedas de plata y 3
monedas de cobre. Si se toma al azar una moneda de uno de los dos monederos, ¢cual es la probabilidad de que sea una
moneda de plata?

La probabilidad de que en 25 afios un hombre esté vivo es % y la probabilidad de que en 25 afios su esposa esté viva es %
Encontrar la probabilidad de que en 25 afios: a) ambos estén vivos, b) sélo el hombre esté vivo, c) solo la esposa esté viva
y d) por lo menos uno esté vivo.

De 800 familias con cuatro hijos cada una, ;,qué porcentaje se espera que tenga: a) 2 nifios y 2 nifias, b) por lo menos 1
nifio, ¢) ninguna nifia y d) cuando mucho 2 nifias? Supéngase que la probabilidad de nifio y de nifia es la misma.

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

6.52

6.53

6.54

6.55

Si X es la variable aleatoria que indica la cantidad de nifios en una familia con 4 hijos (ver problema 6.51): a) construir
una tabla que dé la distribucion de probabilidad de X y b) representar graficamente la distribucion de probabilidad del
inciso a).

Una variable aleatoria continua que toma valores sélo entre X = 2 y X = 8, inclusive, tiene una funcion de densidad dada
por a(X + 3), donde a es una constante. a) Calcular a. Hallar b) Pr{3 < X < 5}, ¢) Pr{X >4} yd) Pr{| X — 5| < 0.5}.

De una urna que contiene 4 canicas rojas y 6 blancas se extraen 3 canicas sin reemplazo. Si X es la variable aleatoria que
indica la cantidad de canicas rojas extraidas: a) construir una tabla que muestre la distribucién de probabilidad de X, y
b) graficar la distribucion.

a) Se lanzan 3 dados y X = la suma de las tres caras que caen hacia arriba. Dar la distribucion de probabilidad de X.
b) Encontrar Pr{7 < X < 11}.

ESPERANZA MATEMATICA

6.56

¢Cual es el precio justo a pagar en un juego en el que se pueden ganar $25 con probabilidad 0.2 y $10 con probabili-
dad 0.4?
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6.58

6.59

6.60

6.61

6.62

6.63
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Si llueve, un vendedor de paraguas gana $30 diarios. Si no, pierde $6 diarios. ;Cual es la esperanza si la probabilidad de
que llueva es 0.3?

Ay B juegan un partido en el que lanzan una moneda 3 veces. El primero que obtiene cara, gana el partido. Si A lanza
primero la moneda y si el valor total de las apuestas es $20, ;con cuanto debera contribuir cada uno para que el juego sea
justo?

Dada la distribucion de probabilidad de la tabla 6.4, hallar: a) E(X), b) E(X?), ¢) E[(X — X)*], d) E(X®).

Tabla 6.4

X —10 —20 30

pX) | 1/5 | 3/10 | 172

Dados los datos del problema 6.54, encontrar: a) la media, b) la varianza y c) la desviacion estandar de la distribucién de
X e interpretar los resultados.

Una variable aleatoria toma el valor 1 con probabilidad py el valor O con probabilidad g = 1 - p. Probar que: a) E(X) = p
yb) E[(X = X)’] = pq.

Probar que: a) E(2X + 3) = 2E(X) + 3y b) E[(X — X)?] = E(X?) — [E(X)]~.

En el problema 6.55, encontrar el valor esperado de X.

PERMUTACIONES

6.64

6.65

6.66

6.67

6.68

6.69

6.70

6.71

Evalar: a) ,P,, b) ,Ps, y ) 1,P5. Dar la funcion de EXCEL para evaluar los incisos a), b) y c).

¢Paraqué valoresdenes . ,P; = P,?

¢De cuantas maneras se pueden sentar 5 personas en un sofa si el sofa sélo tiene 3 asientos?

¢De cuéntas maneras pueden ordenarse 7 libros en un librero si: a) pueden ordenarse como se desee, b) hay 3 libros que
deben estar juntos y c) hay 2 libros que deben estar al final?

¢Cuantos nimeros de cinco digitos diferentes pueden formarse con los digitos 1, 2, 3,..., 9 si: a) el nimero debe ser non
y b) si los dos primeros digitos de cada nimero tienen que ser pares?

Resolver el problema 6.68 si se permiten digitos repetidos.

¢Cuantos nimeros de tres digitos pueden formarse con tres 4, cuatro 2 y dos 3?

¢De cuantas maneras pueden sentarse a una mesa redonda 3 hombres y 3 mujeres si: a) sin ninguna restriccion, b) hay dos
mujeres que no pueden sentarse juntas y c) cada mujer debe estar entre dos hombres?
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COMBINACIONES

7 8 10
6.72  Evaluar: a) (3) b) (4) yC) ( 3 ) Dar la funcién de EXCEL para evaluar los incisos a), b) y c).

< 1
6.73  ;Para qué valores de n se cumple que: 3 (n J; ) =7 (;)o

6.74  ;De cuantas maneras se pueden seleccionar 6 de 10 preguntas?
6.75  ;Cuantos comités de 3 hombres y 4 mujeres pueden formarse a partir de un grupo de 8 hombres y 6 mujeres?

6.76  ¢De cuantas maneras pueden seleccionarse 2 hombres, 4 mujeres, 3 nifios y 3 nifias de un grupo de 6 hombres, 8 mujeres,
4 nifios y 5 nifias si: a) no hay ninguna restriccion y b) hay un hombre y una mujer que tienen que seleccionarse?

6.77  ;De cuéantas maneras puede dividirse un grupo de 10 personas en: a) dos grupos de 7 y 3 personas y b) tres grupos de 4, 3,
y 2 personas?

6.78  Anpartir de 5 profesionales de la estadistica y 6 economistas, se va a formar un grupo que conste de 3 profesionales de la
estadistica y 2 economistas. ¢ Cuantos comités diferentes pueden formarse si: a) no hay restriccion alguna, b) hay 2 profe-
sionales de la estadistica que deben estar en el comité y c) hay un economista que no puede formar parte del comité?

6.79  Encontrar la cantidad de: a) combinaciones y b) permutaciones de cuatro letras que pueden formarse con las letras de la
palabra Tennessee.

6.80  Probarque 1 — (7) + (Z) — (Z) + (=) (n> =0.

APROXIMACION DE STIRLING PARA n!

6.81  ;De cuantas maneras se pueden seleccionar 30 individuos de un grupo de 100 individuos?
2 .

6.82  Mostrar que para valores grandes de n ( nn) = 2%"/\/mn, aproximadamente.

PROBLEMAS MISCELANEOS

6.83  De una baraja de 52 cartas se extraen tres cartas. Encontrar la probabilidad de que: a) dos sean sotas y una sea rey, b) todas
sean de un mismo palo, c) todas sean de palos diferentes y d) por lo menos dos sean ases.

6.84  Encontrar la probabilidad de que de cuatro lanzamientos de un par de dados, por lo menos en dos se obtenga como suma 7.

6.85  Si 10% de los remaches que produce una maquina estan defectuosos, ¢cual es la probabilidad de que de 5 remaches toma-
dos al azar: a) ninguno esté defectuoso, b) 1 esté defectuoso y c) por lo menos 2 estén defectuosos?

6.86 a) Darun espacio muestral para los resultados de 2 lanzamientos de una moneda empleando 1 para representar “cara” y
0 para representar “cruz”.

b) A partir de este espacio muestral, determinar la probabilidad de por lo menos una cara.

c) ¢Se puede dar el espacio muestral para los resultados de tres lanzamientos de una moneda? Determinar con ayuda de
este espacio muestral la probabilidad de cuando mucho dos caras.
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6.87

6.88

6.89

6.90

6.91

6.92

6.93

6.94

6.95

6.96

6.97

En una encuesta realizada con 200 votantes, se obtuvo la informacién siguiente acerca de tres candidatos (A, By C) de un
partido que competian por tres puestos diferentes:

28 afavorde Ay B 122 a favor de B o C, pero no de A
98 a favorde Ao B, perono de C 64 a favor de C, peronode Ao B
42 afavorde B, peronode Ao C 14 afavorde Ay C, pero no de B

¢ Cuantos de los votantes estuvieron a favor de: a) los tres candidatos, b) A sin tener en cuenta a B o C, ¢) B sin tener en
cuentaa Ao C,d) Csintenerencuentaa AoB, e) Ay B, peronode C,y f) sélo uno de los candidatos?

a) Probar que para dos eventos E, y E, cualquiera, Pr{E| + E,} < Pr{E,} + Pr{E,}.
b) Generalizar los resultados del inciso a).

Sean E,, E, y E; tres eventos diferentes y se sabe que por lo menos uno de ellos ha ocurrido. Supongase que cualquiera de
estos eventos tiene como resultado otro evento A, que también se sabe que ya ha ocurrido. Si todas las probabilidades
Pr{E.}, Pr{E,}, Pr{E;} y Pr{A|E;}, Pr{A|E,}, Pr{A|E;} se suponen conocidas, probar que

Pr{E,} Pr{4|E,}

P AL = B Y Pe{AE ) + Pr{By) Pr{A|Ey} + Pr{Es} Pr{AE;)

existiendo resultados similares para Pr{E,| A} y Pr{E;| A}. Esto se conoce como regla o teorema de Bayes, y es Util para
calcular las probabilidades de diversos E;, E, y E; hipotéticos que han dado como resultado un evento A. Este resultado
puede generalizarse.

Se tienen tres joyeros idénticos con dos cajones cada uno. En cada cajon del primer joyero hay un reloj de oro. En cada
cajon del segundo joyero hay un reloj de plata. En un cajon del tercer joyero hay un reloj de oro, y en el otro cajén hay un
reloj de plata. Si se toma al azar uno de los joyeros, se abre uno de los cajones y se encuentra que contiene un reloj de plata,
¢cudl es la probabilidad de que en el otro cajon se encuentre un reloj de oro? [Sugerencia: Emplear el problema 6.89.]

Encontrar la probabilidad de ganar en un sorteo en el que hay que elegir seis nimeros, en cualquier orden, de entre los
nimeros 1, 2, 3,..., 40.

Repetir el problema 6.91 si hay que escoger: a) cinco, b) cuatro y c) tres nimeros.

En un juego de poquer, a cada jugador se le dan cinco cartas de un juego de 52 naipes. Determinar las posibilidades en
contra de que a un jugador le toque:

a) Una flor imperial (as, rey, reina, sota'y 10 de un mismo palo).

b) Unacorrida (5 cartas consecutivas y del mismo palo; por ejemplo, 3, 4, 5, 6 y 7 de espadas).
c) Un pdquer (por ejemplo 4 sietes).

d) Un full (3 de un tipoy 2 de otro; por ejemplo, 3 reyes y 2 dieces).

Ay B acuerdan encontrarse entre 3y 4 de la tarde y también acuerdan que no esperaran al otro méas de 10 minutos. Determinar
la probabilidad de que se encuentren.

En un segmento de recta de longitud a > 0 se seleccionan en forma aleatoria dos puntos. Encontrar la probabilidad de que
los tres segmentos de recta que se forman puedan ser los lados de un triangulo.

Un tetraedro regular consta de cuatro lados. Cada lado tiene la misma posibilidad de caer hacia abajo cuando el tetraedro
es lanzado y vuelve al reposo. En cada uno de los lados hay uno de los nimeros 1, 2, 3 0 4. Sobre una mesa se lanzan tres
tetraedros regulares. Sea X la suma de las caras que caen hacia abajo. Dar la distribucion de probabilidad de X.

En el problema 6.96, encontrar el valor esperado de X.



6.98

6.99

6.100
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En una encuesta realizada a un grupo de personas se encontré que 25% eran fumadoras y bebedoras, 10% eran fumadoras
pero no bebedoras, y 33% eran bebedoras pero no fumadoras. ;Qué porcentaje eran fumadoras o bebedoras 0 ambas
cosas?

Acme electronics fabrica MP3 en tres lugares. La fabrica situada en Omaha fabrica el 50% de los MP3, 1% de los cuales
tienen algin defecto. La fabrica en Memphis fabrica el 30%, el 2% de éstos tienen algun defecto. La fabrica en Fort
Meyers fabrica el 20% y el 3% de éstos tienen algun defecto. Si se toma al azar un MP3, ;cual es la probabilidad de que
tenga algun defecto?

Con respecto al problema 6.99: se encuentra un MP3 que tiene algun defecto, ¢cual es la probabilidad de que haya sido
fabricado en Fort Meyers?



|_AS DISTRIBUCIONES
BINOMIAL, NORMAL
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LA DISTRIBUCION BINOMIAL

Si p es la probabilidad de que en un solo ensayo ocurra un evento (Ilamada la probabilidad de éxito) yq=1 —pesla
probabilidad de que este evento no ocurra en un solo ensayo (Illamada probabilidad de fracaso), entonces la probabi-
lidad de que el evento ocurra exactamente X veces en N ensayos (es decir, que ocurran X éxitos y N — X fracasos) esta
dada por

p(X) = (])\;)pqu‘X =¥ T ]év '_ ol P d" (€

donde X =0,1,2,...,N; Nl =N(N — 1)(N — 2)---1; y 0! = 1 por definicion (ver problema 6.34).

EJEMPLO 1 La probabilidad de obtener exactamente dos caras en seis lanzamientos de una moneda es

OO 5

empleando la formula (1) conN=6,X=2y p=¢ = %

Usando EXCEL, la evaluacion de la probabilidad de 2 caras en 6 lanzamientos se obtiene de la siguiente manera:
=BINOMDIST(2,6,0,5,0), donde la funcién BINOMDIST tiene 4 parametros.

El primer pardmetro es el nimero de éxitos, el segundo es el nimero de ensayos, el tercero es la probabilidad de éxito y el
cuarto es 0 0 1. Cero da la probabilidad del niamero de éxitos y uno da la probabilidad acumulada. La funcion =BINOMDIST(2,6,0.5,0)
da 0.234375 que es lo mismo que 15/64.

EJEMPLO 2 La probabilidad de obtener por lo menos 4 caras en 6 lanzamientos de una moneda es
O\ (LY (N (O (1Y (LY (O) (1) (s 6 111
4)\2) \2 5/\2) \2 6/\2) \2 64 64 64 32

172
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A ladistribucidn de probabilidad discreta (1) suele llamarsele distribucion binomial, debidoaqueaX =0, 1, 2,...,
N le corresponden los términos sucesivos de la fdrmula binomial o expansion binomial,

N\ o N\ v
(g+p)" =¢" + <1>qN 'p+ (2)61” P pY ()

donde 1, (7). (5)....se conocen como coeficientes binomiales.

Empleando EXCEL, la solucion es =1-BINOMDIST(3,6,0.5,1) 0 0.34375 que es lo mismo que 11/32. Como
Pr{X >4} =1 — Pr{X < 3} y BINOMDIST(3,6,0.5,1) = Pr{X < 3}, este céalculo da la probabilidad de obtener por
lo menos 4 caras.

4 4 4
EJEMPLO 3 (g+p)=d"+ (1)q3p+ (2)q2p2+ (3>qp3 +pt
=q" +44°p+64°p" +4qp’ + p'

En la tabla 7.1 se enumeran algunas de las propiedades de las distribuciones binomiales.

Tabla 7.1 Distribucién binomial

Media = Np
Varianza o” = Npq
Desviacion estandar o= +/Npq

_ _4q-p
Coeficiente momento de sesgo o3 =

Vv Npq

. . 1 —6pgq

Coeficiente momento de curtosis oy =3+———
Npq

EJEMPLO 4 En 100 lanzamientos de una moneda, el nimero medio de caras es . = Np = (100)(3) = 50; éste es el nimero
esperado de caras en 100 lanzamientos de una moneda. La desviacion estandar es o = /Npg = /(100)(} (%) = 5.

LA DISTRIBUCION NORMAL

Uno de los ejemplos mas importantes de distribucién de probabilidad continua es la distribucién normal, curva normal
o distribucién gaussiana, que se define mediante la ecuacion

Y = 41 3*1/2()(*#)2/02 3)

donde i = media, o = desviacion estandar, 7 = 3.14159--- y e = 2.71828- - -. El total del area, que esta limitada por
la curva (3) y por el eje X es 1; por lo tanto, el area bajo la curva comprendida entre X =ay X = b, donde a < b repre-
senta la probabilidad de que X se encuentre entre a y b. Esta probabilidad se denota por Pr{a < X < b}.

Si la variable X se expresa en términos de unidades estandar [z = (X — u)/o], en lugar de la ecuacidn (3) se tiene
la Ilamada forma estandar:

Y=L 1 (4)
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En estos casos se dice que z esta distribuida normalmente y que tiene media 0 y varianza 1. En la figura 7-1 se presen-
ta la grafica de esta curva normal estandar; también se muestra que las areas comprendidas entre z = —1y z = +1,
z=-2yz=+42,yz=—-3yz=+3son iguales, respectivamente, a 68.27%, 95.45% y 99.73% del &rea total, que es
1. En la tabla que se presenta en el apéndice 11 se dan las areas bajo esta curva entre z = 0 y cualquier valor positivo
de z. Con ayuda de esta tabla se encuentra el rea entre dos valores de z cualesquiera, empleando la simetria de la curva
respectoaz = 0.

En la tabla 7.2 se enumeran algunas propiedades de la distribucion normal dada por la ecuacién (3).

Figura7-1 Curva normal estandar: 68.27% del rea esta entrez = —1y z = 1, 95.45% del area esta entre
z=-2yz=2y99.73% del &reaestdentrez= —-3yz = 3.

Tabla 7.2 Distribucion normal

Media 1
Varianza o’
Desviacion estandar o
Coeficiente momento de sesgo a3 =0
Coeficiente momento de curtosis ay =3
Desviacion media oy/2/m=0.7979¢

RELACION ENTRE LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y NORMAL

Si N es grande y si ni p ni q tienen valores muy cercanos a cero, la distribucion binomial puede ser aproximada por
una distribucion normal con la variable estandarizada dada por

X —Np
Zz =
vV Npq
A medida que crece N, la aproximacion mejora y en el caso limite es exacta; esto se muestra en las tablas 7.1y 7.2, de
donde es claro que a medida que N aumenta, el sesgo y la curtosis de la distribucion binomial se aproximan al sesgo

y a la curtosis de la distribucién normal. En la préactica, la aproximacion es muy buena si tanto Np como Ng son mayo-
res ab.
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EJEMPLO 5 En la figura 7-2 se muestra la distribucion binomial correspondiente a N = 16 y p = 0.5, ilustrando las probabili-
dades de obtener X caras en 16 lanzamientos de una moneda, asi como la distribucién normal con media 8 y desviacion estandar 2.
Obsérvese lo semejante que son ambas distribuciones. X es binomial, con media = Np = 16(0.5) = 8 y desviacion estandar /Npqg =
1/16(0.5)(0.5) = 2.Y es una curva normal con media = 8 y desviacion estandar 2.

0 4 8 12 16
1 1 1 1 1
PO TN
0.20 ° 0.20 °
(] (] o (]
0.15 0.15 o
(] (] Y Y
0.10 0.10 A
o [ J () o
0.05 0.05 o
(] (] o (]
° o ° ° °
000 {@e@®@® Binomial ©00 (0001 00® Normal LY XY
0 4 8 12 16

Figura 7-2 Graéfica de una curva binomial correspondiente a N = 16 y p = 0.5 y una curva normal
con media = 8 y desviacion estandar = 2.

LA DISTRIBUCION DE POISSON

La distribucion de probabilidad discreta

)\Xe—/\
p(X) = Ve

X=0,1,2,... ©)

donde e = 2.71828--- y X es una constante dada, se conoce como distribucion de Poisson en honor a Siméon-Denis
Poisson, quien la descubrié a comienzos del siglo xix. Los valores de p(X) pueden calcularse empleando la tabla del
apéndice V111 (la cual da los valores de e para diversos valores de \) o usando logaritmos.

EJEMPLO 6 EI nimero de personas por dia que llegan a una sala de urgencias tiene una distribucién de Poisson con media 5.
Hallar la probabilidad de que cuando mucho lleguen tres personas por dia y la probabilidad de que por lo menos lleguen 8 personas
por dia. La probabilidad de que cuando mucho lleguen 3 personas es Pr{X < 3}=e>{5°/0! 4 5Y/1! + 52/21 + 5%/31}. De acuerdo
con el apéndice VIII, e~ =0.006738 y Pr{X <3} =0.006738{1 +5 + 12.5 + 20.8333} = 0.265. Empleando MINITAB, la secuen-
cia “Calc = Probability distribution = Poisson” da la caja de dialogo de la distribucion de Poisson que se llena como se mues-
tra en la figura 7-3.

El resultado que se obtiene es el siguiente:

Funcién de distribucién acumulada
Poisson with mean = 5

X P(X<=x)
3 0.265026

El resultado es el mismo que el hallado usando el apéndice VIII.
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La probabilidad de que lleguen por lo menos 8 personas por dia es Pr{X>8} =1 —Pr{X <7}. Empleando
MINITAB se encuentra:

. Poisson Distribution

" Probability

" Inverse cumulative probability

Mean: Isi

" Input column: [
Optional storage: [

@ Input constant: [3
Optional storage: [

Select l
Help | | OK | Cancel |

Figura7-3 MINITAB, cuadro de dialogo para la distribucién de Poisson.

Funcién de distribucién acumulada

Poisson with mean = 5
X P(X < =x)
7 0.866628

Pr{X>8}=1-0.867=0.133.
En la tabla 7.3 se enumeran algunas de las propiedades de la distribucién de Poisson.

Tabla 7.3 Distribucién de Poisson

Media w=A
Varianza o2 =\
Desviacion estandar o=\
Coeficiente momento de sesgo as = 1/V/A
Coeficiente momento de curtosis ag =341/

RELACION ENTRE LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y DE POISSON

En la distribucion binomial (1), si N es grande, pero la probabilidad p de la ocurrencia de un evento es cercana a 0, con
loque g =1 — pescercanal, al evento se le llama evento raro. En la practica se considera que un evento es raro si el
namero de ensayos es por lo menos 50 (N > 50) mientras que Np es menor a cinco. En tales casos la distribucién bino-
mial (1) se aproxima con la distribucién de Poisson (5) con A = Np. Esto se comprueba comparando las tablas 7.1y
7.3, ya que sustituyendo A = Np, g~ 1y p =~ 0 en la tabla 7.1 se obtienen los resultados de la tabla 7.3.

Como existe una relacion entre las distribuciones binomial y normal, también existe una relacion entre las distri-
buciones de Poisson y normal. En efecto, se puede demostrar que a medida que A aumenta indefinidamente, la dis-
tribucion de Poisson se aproxima a la distribucion normal con variable estandarizada (X — \)/v/\.
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LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Si los eventos E;, E,, ..., Ex pueden ocurrir con probabilidades p;, p,, ..., Pk, respectivamente, entonces la probabili-
dad de que E;, E,, ..., E¢ ocurran X, X,,..., Xk Veces, respectivamente, es

N! X, X X
mlﬁ Pyt Pkt (6)

donde X; + X, + - -- + Xx = N. Aestadistribucion, que es una generalizacion de la distribucion binomial, se le llama
distribucion multinomial debido a que la ecuacion (6) es el término general en la expansion multinomial

N
(P +p2+-+pk).

EJEMPLO 7 Siun dado se lanza 12 veces, la probabilidad de obtener cada uno de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5y 6 exactamente dos

Veces es
| 2 7N2 71N2 Z1N2 21N 2 /N 2
VPOV 005
212121212121\ 6 6 6 6 6 6 559 872

Los nimeros esperados de veces que ocurrirdn E;, E,, ..., E en N ensayos son Np;, Np,, ..., Npy, respectivamente.
Para obtener este resultado se puede emplear EXCEL de la manera siguiente: se usan =MULTINOMIAL(2,2,2,2,2,2) para
evaluar 5545, con lo que se obtiene 7 484 400. Esto se divide después entre 62, que es 2 176 782 336. El cociente es 0.00344.

AJUSTE DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS
MUESTRALES MEDIANTE DISTRIBUCIONES TEORICAS

Cuando por medio de un razonamiento probabilistico, o de alguna otra manera, se tiene idea de la distribucion de una
poblacidn, tal distribucidn tetrica (también llamada distribucién modelo o esperada) puede ajustarse a distribuciones
de frecuencias de una muestra obtenidas de una poblacion. EI método utilizado consiste, por lo general, en emplear la
media y la desviacion estandar de la muestra para estimar la media y la desviacién estandar de la poblacién (ver pro-
blemas 7.31, 7.33y 7.34).

Para probar la bondad de ajuste de las distribuciones teoricas se usa la prueba ji-cuadrada (que se presenta en el
capitulo 12). Cuando se quiere determinar si una distribucién normal representa un buen ajuste para datos dados es
conveniente emplear papel grafico de curva normal, o papel grafico de probabilidad, como se le suele llamar (ver
problema 7.32).

PROBLEMAS RESUELTOS
LA DISTRIBUCION BINOMIAL

7.1  Evaluar las expresiones siguientes:

a) 5! c) (2) e) (i)
van 00 ()

SOLUCION

a) 5!'=5.4.-3.2.1=120
6! 6-5-4-3:-2-1  6-5
= - - - 15

b) 2040 (2-1)(4-3-2-1) 2-1

9 8\ 8 _87!_8-7~6-5~4~3-2~1_8~7-6_56
3) 31(8=3) 35 (3.2-1)(5-4-3-2-1) 3.2-1
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7.2

7.3

4 41 A
e) =——=1 ya que por definicion, 0! = 1

) (g) zﬁz

Supdngase que 15% de la poblacion es zurda. Encontrar la probabilidad de que en un grupo de 50 individuos
haya: a) cuando mucho 10 zurdos, b) por lo menos 5 zurdos, c) entre 3y 6 zurdos y d) exactamente 5 zurdos.
Usar EXCEL para hallar las soluciones.

SOLUCION

a) Laexpresion de EXCEL =BINOMDIST(10,50,0.15,1) da Pr{X < 10} que es 0.8801.

b) Sepide hallar Pr{X > 5} que esigual a1 — Pr{X <4}, yaque X > 5y X < 4 son eventos complementarios. La expresion
de EXCEL para obtener el resultado buscado es =1-BINOMDIST(4,50,0.15,1), que da 0.8879.

c) Sepide hallar Pr{3 < X < 6} que es igual a Pr{X < 6} — Pr{X < 2}. La expresion de EXCEL para obtener el resultado
buscado es =BINOMDIST(6,50,0.15,1)-BINOMDIST(2,50,0.15,1) que proporciona 0.3471.

d) Laexpresion de EXCEL =BINOMDIST(5,50,0.15,0) da Pr{X = 5} que da 0.1072.

Hallar la probabilidad de que en cinco lanzamientos de un dado aparezca un 3: a) ninguna vez, b) una vez,
c) dos veces, d) tres veces, €) cuatro veces, f ) cinco veces y g) dar la solucién empleando MINITAB.

SOLUCION

La probabilidad de obtener un 3 en un solo lanzamiento = p = % y la probabilidad de no obtener un 3 en un solo lanza-
miento=¢=1—-p= g; por lo tanto:

0 5
a) Pr{aparezca un 3 cero veces} (2) (%) (2) 1)(1) (g) :%
5\ (1)'(5\° 5\* 3125
)6 6) =966 -7
1\?/5\° 1\ /125 625
(6> () = ©0() () = 3555
3 2
d) Pr{aparezca un 3 tres veces} = (g) (%) g) (10) (%)

e) Pr{aparezca un 3 cuatro veces} = (2) 2)4(2) (5) ﬁ) g) = %
f) Pr{aparezca un 3 cinco veces} = (2) (é)s <Z>o— (1) (%) 1) = 7176
Obsérvese que estas probabilidades corresponden a los términos de la expansion binomial
G)-0-060©)-06 @06 @O -6 -
6 6 6 1)\6/) \6 2)\6/) \6 3)\6) \6 4)\6)\6 6

g) Enlacolumna C1 se ingresan los enterados 0 a 5 y después se llena el cuadro de didlogo para la distribucién binomial
como se indica en la figura 7-4.

b) Pr{aparezca un 3 unavez} = ( (
2

c) Pr{aparezca un 3 dos veces} = ( ’



74

PRroBLEMAS RESUELTOS 179

.Binomial Distribution

C1 & Probability
c2
(" Cumulative probability

" Inverse cumulative probability

Number of trials: [
Probability of success: [0 16666

& Input column: [c1
Optional storage: |(32

" Input constant: |
Optional storage: [

Select |
Help | | 0K | Cancel |

Figura7-4 MINITAB, cuadro de dialogo para el problema 7.3g).

En la hoja de célculo se obtiene el siguiente resultado:

cl cC2

0 0.401894
1 0.401874
2 0.160742
3 0.032147
4 0.003215
5 0.000129

Mostrar que las fracciones dadas en los incisos a) a f) se transforman en los decimales que se obtienen con
MINITAB.

Escribir la expansion binomial de a) (q 4 p)*y de b) (q + p)®.

SOLUCION
4 4 4
a) (g+p)=q"+ (1)q3p+ (2>q2p2+ (3)qp3+p4
= 4" +4¢°p +64°p" +4qp’ +p'
6 6 6 6 6
b) (g+p)° =4q"+ (l)cfp + (2) q'r*+ (3)q3p3 + (4) 7pt+ <5) a’ +p°

= ¢ +6¢°p + 15¢°p> + 204°p° + 15¢%p* + 6p° + p°

Los coeficientes 1, 4, 6, 4,1y 1, 6, 15, 20, 15, 6, 1 son los coeficientes binomiales correspondientesaN =4y N =
6, respectivamente. Si se escriben estos coeficientes para N = 0, 1, 2, 3,..., como se muestra en la figura siguiente, se
obtiene el llamado tridngulo de Pascal. Obsérvese que en cada renglon el primero y el Gltimo nimero es un 1, y que cada
numero se obtiene sumando los nimeros que se encuentran a la izquierda y a la derecha en el renglén superior.
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7.5

7.6

7.7

Encontrar la probabilidad de que en una familia con cuatro hijos haya: a) por lo menos un nifio y b) por lo
menos un nifio y una nifia. Supéngase que la probabilidad de que nazca un nifio varén es %

SOLUCION
a) Pr{1 nifio} = (i) (;)1 (;)3_1 Pr{3 nifios} = (g) (;)3 (%) :%
Pr{2 nifios} = (g) (;)2 G)z—z Pr{4 nifios} = (2) (;)4 (;)0— 1%

Por lo tanto, Pr{por lo menos 1 nifio} = Pr{1 nifio} + Pr{2 nifios} + Pr{3 nifios} + Pr{4 nifios}
13 1S
48 4716 16

Otro método

. o 1\* 1 15
Pr{por lo menos 1 nifio} = 1 — Pr{ningdn nifio} = 1 — =1

2 16 16
o . S . - 1 1 7
b)  Pr{por lo menos 1 nifio y 1 nifia} = 1 — Pr{ningln nifio} — Pr{ninguna nifia} = 1 — 6 16" 8

De 2 000 familias con cuatro hijos cada una, ¢cuéantas se esperaria que tuvieran: a) por lo menos un nifio,
b) dos nifios, ¢) 1 0 2 nifias y d) ninguna nifia? Consultar el problema 7.5a).

SOLUCION

a) Namero esperado de familias por lo menos con 1 nifio = 2 000(3) = 1 875

b)  Numero esperado de familias con 2 nifios = 2 000 - Pr{2 nifios} = 2 000(3) = 750

c¢) Pr{lo2nifias} = Pr{1 nifia} + Pr{2 nifias} = Pr{1 nifio} + Pr{2 nifios} = %+ 2 = 2 Ntimero esperado de familias
con 10 2 nifias = 2 000(3) = 1 250

d) Numero esperado de familias sin ninguna nifia = 2 000() = 125

Si el 20% de los tornillos que se fabrican con una maquina estan defectuosos, determinar la probabilidad de
que de 4 tornillos elegidos al azar: a) 1 tornillo esté defectuoso, b) 0 tornillos estén defectuosos y c) cuando
mucho 2 tornillos estén defectuosos.

SOLUCION

La probabilidad de que un tornillo esté defectuoso es p = 0.2 y la probabilidad de que no esté defectuosoesq =1 —p
=0.8.

4
a) Pr{1 de 4 tornillos esté defectuoso} = (1) (0.2)'(0.8)* = 0.4096
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. ) 4
Pr{0 tornillos estén defectuosos} = (0> (0.2)°(0.8)* = 0.4096

. ) 4
Pr{2 tornillos estén defectuosos} = (2) (0.2)*(0.8)* = 0.1536

Por lo tanto

Pr{cuando mucho 2 tornillos estén defectuosos} = Pr{0 tornillos estén defectuosos} + Pr{1 tornillo esté defectuoso}
+ Pr{2 tornillos estén defectuosos}

= 0.4096 + 0.4096 +- 0.1536 = 0.9728

La probabilidad de que un estudiante que entra a la universidad se titule es 0.4. Determinar la probabilidad de
que de 5 estudiantes elegidos al azar: a) ninguno se titule, b) 1 se titule, ¢) por lo menos 1 se titule, d) todos se
titulen y e) emplear STATISTIX para responder los incisos a) a d).

SOLUCION

a)

b)

c)

d)

€)

Pr{ninguno se titule} = ((5)) (0.4)°(0.6)° = 0.07776 o aproximadamente 0.08

Pr{1 se titule} = G) (0.4)'(0.6)* =0.2592 0 aproximadamente 0.26

Pr{por lo menos 1 se titule} = 1 — Pr{ninguno se titule} = 0.92224 0 aproximadamente 0.92
Pr{todos se titulen} = (2) (0.4)°(0.6)" = 0.01024 o aproximadamente 0.01

STATISTIX sélo evalla probabilidades binomiales acumuladas. Con el cuadro de dialogo de la figura 7-5 se obtiene
la distribucion de probabilidad binomial acumulada paraN=5,p=0.4,q=06yx=0,1,4y5.

|. Probabiliy Functions

niction
Beta(x. a.b) Close
Binomial (%, n, p)
Chi-square [x, df] Erint Al | Help

Correlation [, n)

F [, dfnumn, dfden) 5 |5

k-
S
@
e
@
" F Inverse (p, dfnum, dfden)
e
@
e
e
®
I

Hypergeo (¢1, 2. n1, n2 N |5
Nea-Binomial (n+, n, p) = IU_ 4

Poisson [x, lambda)

T 1-Tail (=, df)
T 2-Tail . df] Results
T Inversa (p. df] Binomial [0, 5, 0.4) = 0.07776
" Z1-Tail[x) Binomial (1, 5, 0.4) = 0.33656
7 2Tal ) Binomial (4, 5, 0.4] = 0.98376
Binomial (5, 5, 0.4] =

" Z Inverse [p)

Figura7-5 STATISTIX, cuadro de dialogo para el problema 7.8e).
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7.9

7.10

Mediante la informacién obtenida en el Gltimo cuadro de dialogo, se tiene que: la probabilidad de que ninguno se titule es
Pr{X = 0} = Binomial(0,5,0.4) = 0.07776. La probabilidad de que 1 se titule es Pr{X =1} = Pr{X < 1} — Pr{X < 0} =
Binomial(1,5,0.4) — Binomial(0,5,0.4) = 0.33696 — 0.07776 = 0.2592. La probabilidad de que por lo menos 1 se titule es
Pr{X> 1} =1 — Pr{X = 0} = 1 - Binomial(0,5,0.4) = 0.92224. La probabilidad de que todos se titulen es Pr{X = 5} =
Pr{X < 5} — Pr{X < 4} = Binomial(5,5,0.4) —Binomial(4,5,0.4) = 1.00000 — 0.98976 = 0.01024. Obsérvese que
STATISTIX Gnicamente da la probabilidad binomial acumulada y también algunas de las tablas que aparecen en los libros
de texto dan Unicamente probabilidades binomiales acumuladas.

¢Cudl es la probabilidad de que en 6 lanzamientos de un par de dados se obtenga como suma 9: a) dos veces y
b) por lo menos 2 veces?

SOLUCION

Cada una de las 6 maneras en que puede caer el primer dado se asocia con cada una de las 6 maneras en que puede caer el
segundo dado; por lo tanto, hay 6 - 6 = 36 maneras en que pueden caer los dos dados. Se puede tener: 1 en el primer dado
y 1 en el segundo dado, 1 en el primer dado y 2 en el segundo dado, etc., lo que se denota (1, 1), (1, 2), etcétera.

De estas 36 maneras (todas igualmente probables), la suma 9 se obtiene en 4 casos: (3, 6), (4, 5), (5, 4) y (6, 3). Por
lo tanto, la probabilidad de que en un lanzamiento de los dos dados la suma sea 9 es p = -+ = § y la probabilidad de que en
un lanzamiento la suma de los dos dados nosea9esg =1 —p =35,

, 6\ (1\*/8\** 61440
a) Pr{2 nueves en 6 lanzamientos} = (2) (§) (5) = 31 441
b) Pr{por lo menos 2 nueves} = Pr{2 nueves} + Pr{3 nueves} + Pr{4 nueves} + Pr{5 nueves} -+ Pr{6 nueves}
_612§4+6l3§3+614§2+615§1+616§0
T \2/\9 9 3/\9 9 4)\9 9 5)\9 9 6/\9 9
_ 61440 10240 960 48 1 _ 72689
531441 531441 531441 531441 531441 531441

Otro método

Pr{por lo menos 2 nueves} = 1 — Pr{0 nueves} — Pr{1 nueve}

OCIORIOOR

Evaluar: a) >, Xp(X)yb) S°¥_o X*p(X), donde p(X) = (y)p*q" *.

SOLUCION

a) Comoq+p=1,

X=1 ’ X=1
N—-1
=Nplg+p)" =Np
b) inp(X) = inprqN7X = i[X(X’ 1) + X] LquN—X
= = XWw-x) £~ X!(N = X)!
N N
N! N!
= X(Xfl)iquNfX+ XiquN—X
X; XI(N - X)! ); XI(N - X)!
N
= N(Nf l)pzz &p’\/*qu\/*x +Np — N(N* 1)]72((]4*[7)]\/72 +Np
= (X = 2N - X)!

= N(N - 1)p* +Np
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Nota: Los resultados de los incisos a) y b) son las esperanzas de X y de X2, que se denotan E(X) y E(X?), respecti-
vamente (ver capitulo 6).

Si la variable esta distribuida binomialmente, determinar: a) su media x y b) su varianza 2.
SOLUCION
a) De acuerdo con el problema 7.10a),

N
ju = esperanza de la variable = > ~ Xp(X) = Np

X=0
b) Empleando » = Np 'y los resultados del problema 7.10,
2 - 2 . 2 2 . 2 . 2 =
o® =Y (X —p)’p(X) =D (X* = 20X + p)p(X) = > X°p(X) =21 Xp(X)+ > Y p(X)
X=0 X=0 X=0 X=0 X=0

= N(N = 1)p* + Np — 2(Np)(Np) + (Np)*(1) = Np — Np> = Np(1 — p) = Npq
Se sigue que la desviacion estandar de una variable distribuida en forma binomial es ¢ = /Npq.
Otro método
De acuerdo con el problema 6.62b),
E[(X — X)I = E(X*) = [E(X)]> = N(N — 1)p* + Np — N°p* = Np — Np* = Npq
Si la probabilidad de que un tornillo esté defectuoso es 0.1, encontrar: a) la media y b) la desviacion estandar

de la distribucion de los tornillos defectuosos en un total de 400 tornillos.

SOLUCION

a) Lamediaes Np =400(0.1) = 40; es decir, se puede esperar que haya 40 tornillos defectuosos.
b) Lavarianza es Npg = 400(0.1)(0.9) = 36. Por lo tanto, la desviacion estandar es v/36 = 6.

Encontrar el coeficiente momento de: a) sesgo y b) curtosis, de la distribucion del problema 7.12.

SOLUCION

g—p 09-0.1
V/Npq 6
Como este coeficiente es positivo, la distribucion es sesgada a la derecha.

1 —6pq 3. 1 —6(0.1)(0.9)
Npq 36

a) Coeficiente momento de sesgo = =0.133

b) Coeficiente momento de curtosis = 3 + =3.01

Esta distribucion es ligeramente leptocurtica con respecto a la distribucion normal (es decir, ligeramente mas puntia-
guda; ver capitulo 5).

LA DISTRIBUCION NORMAL

7.14

En un examen final de matematicas la media fue 72 y la desviacién estandar fue 15. Determinar las puntuacio-
nes estandar (es decir, las calificaciones en unidades de desviaciones estandar) de los estudiantes que obtuvie-
ron: a) 60, b) 93 y ¢) 72 puntos.

SOLUCION
X-X 60-72 X-X 712-72
a) z= FET: =—-0.8 ) z= PR T =0
X—-X -7
b) z= _B7 =14

K 15
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7.15

7.16

7.17

Con los datos del problema 7.14, encontrar las calificaciones que corresponden a las siguientes puntuaciones
estandar: a) -1y b) 1.6.

SOLUCION

a) X=X+25=72+(-1)(15) =57 b)X=X +2z5=72+ (1.6)(15) =96

Supdngase que la cantidad de juegos en que participan los beisholistas de la liga mayor durante su carrera se
distribuye normalmente con media 1 500 juegos y desviacién estandar 350 juegos. Emplear EXCEL para res-
ponder las preguntas siguientes. a) ;Qué porcentaje participa en menos de 750 juegos? b) Qué porcentaje
participa en mas de 2 000 juegos? y ¢) Encontrar el percentil 90 de la cantidad de juegos en los que participan
durante su carrera.

SOLUCION

a) Laexpresion de EXCEL =NORMDIST(750,1 500, 350, 1) busca el area a la izquierda de 750 en una curva normal
con media igual a 1 500 y desviacion estandar igual a 350. La respuesta es Pr{X < 750} = 0.0161 o bien 1.61% par-
ticipa en menos de 750 juegos.

b) Laexpresion de EXCEL =1-NORMDIST(2 000,1 500, 350, 1) busca el &rea a la derecha de 2 000 en una curva nor-
mal con media igual a 1 500 y desviacion estandar igual a 350. La respuesta es Pr{X > 2 000} = 0.0766 o bien 7.66%
participa en méas de 2 000 juegos.

c) Laexpresion de EXCEL =NORMINV/(0.9,1 500, 350) busca en el eje horizontal el valor tal que a su izquierda se
encuentra 90% del area bajo la curva normal con media 1 500 y desviacién estandar 350. Empleando la notacién del
capitulo 3, Pgy = 1 948.5.

Encontrar el area bajo la curva normal en los casos siguientes.

a) Entrez=08lyz=194
b) Aladerechadez = —1.28.
c) Aladerechadez=2.050alaizquierdadez = —1.44.

Para resolver los incisos a) a ¢) emplear el apéndice Il y EXCEL [ver la figura 7-6, incisos a), b) y c)].

SOLUCION

a) En el apéndice Il, bajar por la columna z hasta llegar a 1.9; después avanzar a la derecha hasta la columna marcada
con 4. El resultado 0.4738 es Pr{0 < z < 1.94}. A continuacion bajar por la columna z hasta llegar a 0.8; después avan-
zar a la derecha hasta la columna marcada con 1. El resultado 0.2910 es Pr{0 < z < 0.81}. El &rea correspondiente a
Pr{0.81 <z < 1.94} es la diferencia de ambos, Pr{0 <z <1.94} — Pr{0 <z < 0.81} = 0.4738 — 0.2910 = 0.1828.
Empleando EXCEL, la respuesta se obtiene con =NORMSDIST(1.94)-NORMSDIST(0.81) = 0.1828. Empleando
EXCEL, el &rea Pr{0.81 < z < 1.94} es la diferencia Pr{—infinito <z < 1.94} — Pr{—infinito <z < 0.81}. Obsérvese
que la tabla del apéndice 11 da areas desde 0 hasta un valor positivo de z, en tanto que EXCEL da areas desde —infinito
hasta el mismo valor de z.

b) Elareaa la derecha de z = —1.28 es la misma area que a la izquierda de z = 1.28. Empleando el apéndice Il, el area
a la izquierda de z = 1.28 es Pr{z < 0} + Pr{0 <z < 1.28} o bien 0.5 + 0.3997 = 0.8997. Usando EXCEL,
Pr{z > —1.28} = Pr{z < 1.28} y Pr{z < 1.28} se obtiene mediante =NORMSDIST(1.28), que da 0.8997.

c) Empleando el apéndice Il, el &rea a la derecha de 2.05 es 0.5 — Pr{z < 2.05} o bien 0.5 — 0.4798 = 0.0202. El &rea
alaizquierda de —1.44 es la misma que el &rea a la derecha de 1.44. El area a la derecha de 1.44 es 0.5 — Pr{z < 1.44}
=0.5-0.4251 = 0.0749. La suma de estas dos areas en las colas es 0.0202 + 0.0749 = 0.0951. Usando EXCEL, esta
area se obtiene como sigue: =NORMSDIST(—1.44) + (1 — NORMSDIST(2.05)), que da 0.0951.

Obsérvese que en EXCEL =NORMSDIST(z) da el area a la izquierda de z bajo la curva normal estandar, en tanto
que =NORMDIST(z, i1, o, 1) da el &rea a la izquierda de z bajo la curva normal cuya media es . y cuya desviacion estan-
dar de o.
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Figura7-6 Areas bajo la curva normal estandar. a) Area entre z = 0.81y z = 1.94; b) area a la derecha de z = —1.28;
c) area a la izquierda de z = —1.44 més area a la derecha de z = 2.05.
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Figura7-8 MINITAB, cuadro de dialogo para la distribucion normal.
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Llenando el cuadro de dialogo como se muestra en la figura 7-8 y ejecutandolo, se obtiene el siguiente resultado:

Funcién de distribucion acumulada

Normal con media = 20.5 y desviacion estandar = 5.5
X P(X<=x)

25  0.793373

79.3% de los estudiantes de educacion media ven 25 horas o menos de television por semana.
Si se ingresa 30 como la constante de entrada, se obtiene el resultado siguiente:

Funcién de distribucién acumulada

Normal con media = 20.5 y desviacioén estandar = 5.5

X P(X<=x)

30 0.957941

El porcentaje que ve méas de 30 horas de television por semana es 1 — 0.958 = 0.042 0 4.2%.
Hallar la ordenada correspondiente a la curva normal en: a) z = 0.84, b) z = —-1.27y c) z = —0.05.

SOLUCION

a) Enelapéndice I, bajar por la columna que tiene como encabezado z hasta llegar a la entrada 0.8; después avanzar hacia
la derecha hasta la columna que tiene como encabezado 4. La entrada 0.2803 es la ordenada buscada.

b) Por simetria: (ordenada correspondiente a z = —1.27) = (ordenada correspondiente a z = 1.27) = 0.1781.
c) (Laordenada correspondiente z = —0.05) = (la ordenada correspondiente a z = 0.05) = 0.3984.

Emplear EXCEL para evaluar algunas ordenadas correspondientes a la curva normal cuya media es 13.5y cuya
desviacion estandar es 2.5. Después, empleando el asistente para gréficos, graficar los puntos obtenidos. Estas
gréficas representan la distribucion normal de la variable X, donde X representa las horas, por semana, que los
estudiantes universitarios pasan en Internet.

SOLUCION

Las abscisas elegidas que van desde 6 hasta 21, a intervalos de 0.5, se ingresan en la hoja de calculo de EXCEL en las
celdas A1:A31. En la celda B1 se ingresa la expresion =NORMDIST(A1,13.5,3.5,0), se hace clic y se arrastra. Estos pun-
tos son de la curva normal cuya media es 13.5 y cuya desviacion estandar es 3.5:

6 0.001773
6.5 0.003166
7 0.005433
7.5 0.008958
8 0.01419
8.5 0.021596
9 0.03158
9.5 0.044368
10 0.059891
10.5 0.077674
11 0.096788
11.5 0.115877
12 0.13329
12.5 0.147308
13 0.156417

13.5 0.159577
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14 0.156417
14.5 0.147308
15 0.13329
15.5 0.115877
16 0.096788
16.5 0.077674
17 0.059891
17.5 0.044368
18 0.03158
18.5 0.021596
19 0.01419
19.5 0.008958
20 0.005433
20.5 0.003166
21 0.001773

Para graficar estos puntos se emplea el asistente para graficos. El resultado se muestra en la figura 7-9.
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X
Figura 7-9 EXCEL, gréfica de la curva normal cuya media es = 13.5 y cuya desviacion estandar es = 2.5.

Determinar el segundo cuartil (Q,), el tercer cuartil (Q3) y el percentil 90 (Pgy,) de las horas, por semana, que
los estudiantes universitarios pasan en Internet. Emplear la distribucion normal dada en el problema 7.20.

SOLUCION

El segundo cuartil o percentil 50 de una distribucién normal corresponde al centro de la curva. Debido a la simetria de esta
distribucién, coincide con el punto en el que se encuentra la media. En el caso del uso de Internet, éste sera 13.5 horas por
semana. Para hallar el percentil 50, se usa la funcion de EXCEL =NORMINV(0.5,13.5,2.5). El percentil 50 significa que
0.5 del area se encuentra a la izquierda del segundo cuartil y que la media es 13.5 y la desviacion estandar es 2.5. El resul-
tado que da EXCEL es 13.5. Usando MINITAB se obtiene:



Funcion de distribucion acumulada inversa
Normal
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con media

= 13.5 y desviacion estandar
p(X<=x) X
0.5

13.5

= 2.5

Esto se ilustra en la figura 7-10 a). En la figura 7-10b) se nota que el 75% del &rea bajo la curva esta a la izquierda
de Q4. Empleando EXCEL, la funciéon =NORMINV/(0.75,13.5,2.5) da Q5 = 15.19.
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Figura 7-10 Se hallan percentiles y cuartiles usando MINITAB y EXCEL. a) Q, es el valor tal que 50%
de los tiempos son menores que ese valor; b) Qs es el valor tal que 75% de los tiempos son menores que ese valor;
C) Py es el valor tal que 90% de los tiempos son menores que ese valor.
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7.22

7.23

En la figura 7-10c) se muestra que 90% del &rea esté a la izquierda de Pg,. La funcion de EXCEL =NORMINV/(0.90,13.5,2.5)
da Pgy = 16.70.

Usando el apéndice I1, encontrar Q para los datos del problema 7.21.

SOLUCION

Si no se dispone de un software como EXCEL o MINITAB, es necesario trabajar con las tablas de la distribucién normal
estdndar como unico recurso.

\ Area =0.25

z=0
Figura7-11 Curva normal estandar.

Usando el apéndice Il en forma inversa, se ve que el area que va desde z = 0 hasta z = 0.67 es 0.2486, y el area que
va desde z = 0 hasta z = 0.68 es 0.2518 (ver figura 7-11). El area desde —infinito hasta z = 0.675 es aproximadamente 0.75,
ya que el area desde —infinito a 0 es 0.5, y el area desde 0 hasta z = 0.675 es 0.25. Por lo tanto, en la curva normal estandar
el tercer cuartil es aproximadamente 0.675. Sea Q4 el tercer cuartil en la curva normal cuya media es 13.5 y cuya desviacion
estandar es 2.5 [ver figura 7-10b)]. Cuando Q4 se transforma en un valor z, se tiene 0.675 = (Q; — 13.5)/2.5. Despejando
en esta ecuacion Q,, se tiene Q5 = 2.5(0.675) + 13.5 = 15.19, que es la misma respuesta que se obtuvo con EXCEL en el
problema 7.21.

Se producen arandelas cuyo didmetro interno esta distribuido normalmente con media 0.500 pulgadas (in) y
desviacion estandar 0.005 in. Las arandelas se consideran defectuosas si su diametro interno es de menos de
0.490 in o si es de mas de 0.510 in. Empleando tanto el apéndice 1l como EXCEL, hallar el porcentaje de
arandelas defectuosas.

SOLUCION
. , 0.490 — 0.500
0.490 en unidades estandar es —o0s — —2.00
. , 0.510 — 0.500
0.510 en unidades estandar es o005 2.00

De acuerdo con el apéndice Il, el area a la derecha de Z = 2.00 es 0.5 — 0.4772, o bien 0.0228. El area a la izquierda de

Z = —2.00 es 0.0228. El porcentaje de defectuosos es (0.0228 + 0.0228) x 100 = 4.56%. Para hallar &reas bajo una curva

normal empleando el apéndice 11 hay que convertir los datos a la curva normal estandar para encontrar las respuestas.
Empleando EXCEL, la respuesta es = 2*NORMDIST(0.490, 0.500, 0.005, 1), que da también 4.56%.
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X 0.500

X

Las arandelas se consideran defectuosas si X < 0.490 o si X > 0.510

Z 0

z

2.00

Figura 7-12 El area a la derecha de X = 0.510 es igual al area a la derecha de Z =2.000 y el area
a laiizquierda de X = 0.490 es igual al area a la izquierda de Z = -2.00.

APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

7.24

Empleando: a) la distribucion binomial y b) la aproximacion normal a la distribucién binomial, encontrar la
probabilidad de que en 10 lanzamientos de una moneda se obtengan 3 a 6 caras inclusive.

Pr{5 caras} = (150> (;)5 (;)5: %
Pr{6 caras} = (160) (;)6 (%) f %

SOLUCION

a) Pr{3 caras} = <130> (;)3 <;)7: %
Pr{4 caras} = (140) (;)4 (;)6 éng

Por lo tanto

{de entre 3 a 6 caras inclusive } =

128

512 7256 512 ' 128

63 105 99:0.7734

b) En lafigura 7-13 se presenta la grafica que se obtiene con EXCEL para la distribucion binomial con N = 10 lanza-

mientos de una moneda.

Obsérvese que aunque la distribucion binomial es una distribucion discreta, esta grafica tiene la forma de una
distribucién normal, que es continua. Para aproximar la probabilidad binomial de 3, 4, 5y 6 caras mediante el area
bajo la curva normal, se busca el area bajo la curva normal desde X = 2.5 hasta X = 6.5. El 0.5 que se agrega a cada
lado de X = 3y X = 6 se le llama correccion por continuidad. A continuacion se dan los pasos a seguir para aproximar
la distribucion binomial mediante la distribucion normal. Se elige la curva normal con media Np = 10(0.5) =5y

desviacion estandar = /Npq =

10(0.5)(0.5) = 1.58. De esta manera se elige la curva normal que tiene el mismo

centro y la misma variacion que la distribucion binomial. Después se busca el area bajo la curva desde 2.5 hasta 6.5,
como se muestra en la figura 7-14. Esta es la aproximacion normal a la distribucién binomial.
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7.25

0.3

0.25 - o

0.2 - * *

0.15 A

Probabilidad

0.1

0.05

O T T T T
0 2 4 6 8 10 12

Numero de caras
Figura 7-13 EXCEL, gréfica de la distribucién binomial con N =10y p =0.5.

<

0.25 A

0.20 +

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00 1 e 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 7-14 Aproximaciéon normal para 3, 4, 5 0 6 caras cuando se lanza una moneda 10 veces.

Usando una hoja de calculo de EXCEL, la solucion se obtiene empleando =NORMDIST(6.5, 5, 1.58,1) —
NORMDIST(2.5, 5, 1.58, 1), con lo que se obtiene 0.7720.

Empleando la técnica del apéndice 11, los valores normales 6.5 y 2.5 se convierten primero a valores normales estan-
dar. (En unidades estandar 2.5 es —1.58, y 6.5 en unidades estandar es 0.95.) De acuerdo con el apéndice Il el area entre
—1.58y 0.95 es 0.7718. Cualquiera que sea el método que se use, el resultado es muy semejante al obtenido con la distri-
bucién binomial, 0.7734.

Se lanza una moneda 500 veces. Hallar la probabilidad de que el nimero de caras no sea diferente de 250:
a) en mas de 10 y b) en mas de 30.

SOLUCION

p=Np=(500)(1) =250 o =+/Npg=/(500)()(}) = 11.18
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a) Sebusca la probabilidad de que la cantidad de caras esté entre 240 y 260 o, considerando los datos como datos conti-
nuos, entre 239.5 y 260.5. Como 239.5 en unidades estandar es (239.5 — 250)/11.18 = —0.94 y 260.5 en unidades
estandar es 0.94, se tiene

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal entre z = —0.94 y z = 0.94)
= (dos veces el areaentrez =0y z = 0.94) = 2(0.3264) = 0.6528

b)  Se busca la probabilidad de que la cantidad de caras esté entre 220 y 280 o, considerando los datos como datos conti-
nuos, entre 219.5 y 280.5. Como 219.5 en unidades estandar es (219.5 — 250)/11.18 = —2.73 y 280.5 en unidades
estandar es 2.73, se tiene

Probabilidad buscada = (dos veces el areaentrez =0y z = —2.73)
= 2(0.4968) = 0.9936

Por lo tanto, se puede confiar en que el nimero de caras no diferira de lo esperado (250) en méas de 30. De manera
que si resulta que el nimero de caras que realmente se encuentra es 280, habra razén para creer que la moneda esta
cargada.

7.26  Supdngase que en el grupo de edad de 1 a 4 afios, el 75% usa el cinturén de seguridad de manera habitual.
Hallar la probabilidad de que si se detienen, al azar, algunos automaviles que transporten pasajeros de 1 a 4
afios, 70 0 menos estén usando el cinturdn de seguridad. Dar la solucion empleando la distribucién binomial
asi como la aproximacion normal a la distribucion binomial. Usar MINITAB para hallar la solucion.

SOLUCION

El resultado de MINITAB dado adelante muestra que la probabilidad de que 70 0 menos estén usando el cinturén de segu-
ridad es igual a 0.1495.

MTB > cdf 70;
SUBC> binomial 100.75.

Funcién de distribucién acumulada

Binomial con n = 100 y p = 0.750000
X P( X & x)
70.00 0.1495

Empleando la aproximacion normal a la distribucion binomial, la solucion se encuentra como sigue: la media de la
distribucién binomial es ;. = Np = 100(0.75) = 75y la desviacion estandar es o = y/Npg = /100(0.75)(0.25) = 4.33.
El resultado de MINITAB dado adelante muestra que la aproximacion normal es igual a 0.1493. Esta aproximacion es muy
semejante al verdadero valor.

MTB > cdf 70.5;
SUBC> media normal = 75 sd = 4.33

Funcion de distribucion acumulada

Normal con media = 75.0000 y desviacion estandar = 4.33000
X P( X & x)
70.5000 0.1493

LA DISTRIBUCION DE POISSON

7.27 De las herramientas que se producen con determinado proceso de fabricacion, 10% resultan defectuosas.
Empleando: a) la distribucién binomial y b) la aproximacion de Poisson a la distribucién binomial, hallar la
probabilidad de que en una muestra de 10 herramientas elegidas al azar exactamente 2 estén defectuosas.
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7.28

SOLUCION

La probabilidad de que una herramienta esté defectuosa es p = 0.1.

10
2

b) Con A=Np=10(0.1) =1y usandoe = 2.718,
X =) (1)26’71 —1

a) Pr{2de 10 herramientas defectuosas} = ( )(0.1)2(0.9)8 =0.1937 obien  0.19

. A g 1 .
Pr{2 de 10 herramientas defectuosas} = ;' == ‘2 =5 0.1839 o bien 0.18

En general, esta aproximacion es buenasip < 0.1y A = Np < 5.

Si la probabilidad de que un individuo tenga una reaccion adversa por la inyeccion de determinado suero es
0.001, determinar la probabilidad de que de 2 000 individuos: a) exactamente 3 y b) mas de 2, sufran una reac-
cion adversa. Usar MINITAB y hallar la respuesta empleando tanto Poisson como distribuciones binomiales.

SOLUCION

a) Enelsiguiente resultado de MINITAB se da primero la probabilidad binomial de que exactamente 3 individuos tengan
una reaccion adversa. Después de la probabilidad binomial se da la probabilidad de Poisson empleando A = Np =
(2 000)(0.001) = 2. La aproximacion de Poisson al parecer es en extremo cercana a la probabilidad binomial.

MTB > pdf 3;
SUBC> binomial 2000.001.

Funcién de probabilidad de densidad
Binomial con n = 2000 y p = 0.001

X P( X = Xx)
3.0 0.1805
MTB > pdf 3;

SUBC> poisson 2.

Funcién de probabilidad de densidad

Poisson con mu = 2
X P( X = %)
3.00 0.1804

b) La probabilidad de que mas de dos individuos tengan una reaccién adversa se obtiene de 1 — P(X < 2). El siguiente
resultado de MINITAB da como probabilidad de que X < 2 el resultado 0.6767 usando tanto la distribucion binomial
como la distribucion de Poisson. La probabilidad de que méas de 2 tengan una reaccion adversa es 1 — 0.6767 =
0.3233.

MTB > cdf 2;
SUBC> binomial 2000.001.

Funcién de distribucién acumulada

Binomial con n = 2000 y p = 0.001

X P( X & x)
2.0 0.6767
MTB > cdf 2;

SUBC> poisson 2.

Funcion de distribucion acumulada

Poisson con mu = 2
X P( X & %)
2.0 0.6767
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7.29  Unadistribucién de Poisson esta dada por

(0.72) 07

pX) = T

Hallar: 2) p(0), b) p(1), ¢) p(2) y d) p(3).

SOLUCION
0 —0.72 —0.72
a) p(0) = (0'722)16 = (l)el =¢ %72 =0.4868  usando el apéndice VIII
1 —-0.72
b) p(l) = % = (0.72)e” "7 = (0.72)(0.4868) = 0.3505
2 —0.72 —0.72
0) poy =072 OS85 599(0.4868) = 0.1262

2! 2

Otro método

p(2) = ? p(1) = (0.36)(0.3505) = 0.1262
d) p(3) = w = % p(2) = (0.24)(0.1262) = 0.0303

LA DISTRIBUCION MULTINOMIAL

7.30 Una caja contiene 5 pelotas rojas, 4 pelotas blancas y 3 pelotas azules. De la caja se extrae al azar una pelota,
se anota su color y se devuelve a la caja. Hallar la probabilidad de que de 6 pelotas extraidas de esta manera,
3 sean rojas, 2 sean blancas y 1 sea azul.

SOLUCION

Pr{roja en cualquier extraccion} = % Pr{blanca en cualquier extraccion} = % y Pr{azul en cualquier extraccion} = %
por lo tanto,

6! (5\[/4\*/3\" 625
Pr{3 sean rojas, 2 sean blancas, 1 sea azul} = 30 (ﬁ) (ﬁ) (E) =5 1sa

AJUSTE DE DATOS MEDIANTE DISTRIBUCIONES TEORICAS
7.31  Ajustar una distribucion binomial a los datos del problema 2.17.

SOLUCION

Se tiene Pr{X caras en un lanzamiento de cinco monedas} = p(X) = (;)quS’X, donde p y g son las probabilidades res-
pectivas de cara y de cruz en un lanzamiento de una moneda. De acuerdo con el problema 7.11a), el nimero medio de
caras es . = Np = 5p. En la distribucion de frecuencias reales (u observadas), la cantidad media de caras es

> X (38)(0) 4 (144)(1) + (342)(2) + (287)(3) + (164)(4) + (25)(5) 2470

= =24
S f 1000 1000 7

Igualando las medias tedrica y real, 5p = 2.47, 0 bien p = 0.494. Por lo tanto, la distribucién binomial ajustada esté
dada por p(X) = (3)(0.494)*(0.506)°*.

En la tabla 7.4 se enumeran estas probabilidades asi como las frecuencias esperadas (tedricas) y las frecuencias
reales. El ajuste parece ser bueno.
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Tabla 7.4

NUmero de Frecuencias Frecuencias
caras (X) Pr{X caras} esperadas observadas

0 0.0332 33.2 0 bien 33 38

1 0.1619 161.9 o bien 162 144

2 0.3162 316.2 0 bien 316 342

3 0.3087 308.7 0 bien 309 287

4 0.1507 150.7 o bien 151 164

5 0.0294 29.4 0 bien 29 25

7.32  Usar la prueba de Kolmogorov-Smirnov de MINITAB para probar la normalidad de los datos de la tabla 7.5. Los
datos representan el tiempo en horas por semana que 30 estudiantes universitarios usan su teléfono celular.

Tabla 7.5
16 17 15
14 14 16
12 16 12
13 11 14
10 15 14
13 15 16
17 13 15
14 18 14
11 12 13
13 15 12
SOLUCION
6 4 R
5 — —
& 44
2 5
(L )
l 4
0 - : : . .
10 12 14 16 18
Horas
a)

Gréfica de probabilidad de horas
Normal

Media 14
95 4 Desv estand 1.948
90 4 * N 30
80 A KS 0.031
707 ValorP  >0.150

Porcentajes
@
3

0 1 1 16 18
Horas
b)
Figura 7-15 Prueba de Kolmogorov-Smirnov para normalidad: datos normales. a) Histograma que muestra
un conjunto de datos distribuidos normalmente; b) la prueba de Kolmogorov-Smirnov para normalidad
indica un valor p > 0.150 para normalidad.



PRroBLEMAS RESUELTOS 197

El histograma de la figura 7-15a) indica que los datos de esta encuesta estan distribuidos normalmente. La prueba
de Kolgomorov-Smirnov también indica que los datos muestrales provienen de una poblacién distribuida normalmente. La
mayoria de los especialistas en estadistica recomiendan que si el valor p es menor que 0.05, entonces se rechace la hipote-
sis de normalidad. Aqui el valor p es > 0.15.

7.33  Usar la prueba de Kolgomorov-Smirnov de MINITAB para probar la normalidad de los datos presentados en
la tabla 7.6. Estos datos son el tiempo en horas, por semana, que emplean su teléfono celular 30 estudiantes
universitarios.

Tabla 7.6
18 16 11
17 12 13
17 17 17
16 18 17
16 17 17
16 18 15
18 18 16
16 16 17
14 18 15
11 18 10

Histograma de horas

Frecuencia

o P N W A~ 01O N 0 ©

10 12 14 16 18
Horas

a)

Gréfica de probabilidad de horas

Normal
99
° Media 15.83
95 (] Desv estand 2.291
20 : N 30
80 KS 0.162
gg Valor P 0.046

Porcentaje
B
o

10 12 14 16 18 20 22
Horas

b)
Figura 7-16 Prueba de Kolgomorov-Smirnov para normalidad; valor p = 0.046, datos no normales.
a) El histograma muestra un conjunto de datos sesgado a la izquierda; b) la prueba de Kolgomorov-Smirnov
para normalidad indica carencia de normalidad.
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7.34

La mayoria de los especialistas en estadistica recomienda que si el valor p es menor que 0.05 se rechace la hip6tesis de
normalidad. En este caso el valor p es menor a 0.05.

En la tabla 7.7 se presenta el nimero de dias, f, en el que ocurrieron X accidentes automovilisticos en una ciu-
dad durante un periodo de 50 dias. Ajustar a estos datos una distribucidn de Poisson.

Tabla 7.7
Cantidad de Cantidad de
accidentes (X) dias (f)
0 21
1 18
2 7
3
4 1
Total 50

SOLUCION

La cantidad media de accidentes es

XX DO+ 8D+ (D) + BV + ()@ 45 _ o
>/ 50 50

Por lo tanto, de acuerdo con la distribucién de Poisson,

X —0.90

Pr{X accidentes} = M
X!

En la tabla 7.8 se dan las probabilidades, de 0, 1, 2, 3y 4 accidentes, obtenidas con esta distribucion de probabilidad
de Poisson, asi como las cantidades tedricas o esperadas de dias con X accidentes (obtenidas multiplicando las probabili-
dades respectivas por 50). Para facilitar la comparacion, en la columna 4 se dan nuevamente las cantidades de dias de la
tabla 7.7.

Obsérvese que el ajuste de la distribucién de Poisson a los datos dados es bueno.

Tabla 7.8
Cantidad de Cantidad esperada Cantidad real
accidentes (X) Pr{X accidentes} de dias de dias
0 0.4066 23.33 0 bien 20 21
1 0.3659 18.30 o bien 18 18
2 0.1647 8.24 0 bien 8 7
3 0.0494 2.47 o bien 2 3
4 0.0111 0.56 0 bien 1 1

En una distribucion de Poisson, la varianza es o> = \. Calculando la varianza a partir de la distribucion dada se
obtiene 0.97, lo cual al compararlo con el valor 0.90 de A resulta favorable, y esto puede tomarse como una evidencia mas
de que la distribucion de Poisson es adecuada para aproximar los datos muestrales.
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PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

LA DISTRIBUCION BINOMIAL

7.35

7.36

7.37

7.38

7.39

7.40

7.41

7.42

7.43

7.44

7.45

7.46

7.47

7.48

Evaluar a) 7!, b) 101/(6!4!), c), @) d) (5) y e) ().

Expandir: a) (q + p)" y b) (q + p)*°.

Hallar la probabilidad de que al lanzar una moneda seis veces se obtengan: a) 0, b) 1, ¢) 2,d) 3,¢e) 4,f) 5y g) 6 caras.
h) Emplear MINITAB para construir una distribucion de probabilidad para X = nimero de caras en seis lanzamientos de

una moneda.

Hallar la probabilidad de que en un solo lanzamiento de seis monedas se obtengan: a) 2 0 mas caras y b) menos de 4 caras.
c) Usar EXCEL para hallar las respuestas de los incisos a) y b).

Si X denota el nimero de caras en un solo lanzamiento de cuatro monedas, encontrar: a) Pr{X = 3}, b) Pr{X < 2}, c¢) Pr{X
<2}yd)Pr{l < X <3}

De 800 familias con 5 hijos cada una, ¢ cuantas se esperaria que tuvieran: a) 3 nifios, b) 5 nifias y ¢) 2 o 3 nifios? Supdénganse
iguales probabilidades para nifios y nifias.

Encontrar la probabilidad de obtener, en dos lanzamientos de un par de dados, la suma 11: a) una vez y b) dos veces.
¢Cual es la probabilidad de obtener 9 una sola vez en tres lanzamientos de un par de dados?

Hallar la probabilidad de adivinar, correctamente, por lo menos 6 de 10 respuestas en un examen de verdadero y falso.
Un vendedor de seguros vende pdlizas a 5 hombres, todos de la misma edad y con buena salud. De acuerdo con las tablas
actuariales, la probabilidad de que un hombre de esta edad esté vivo en 30 afios es % Encontrar la probabilidad de que
en 30 afios estén vivos: a) los 5 hombres, b) por lo menos 3 de estos hombres, c) sélo 2 de estos hombres y d) por lo menos

1 de ellos. e) Usar EXCEL para responder los incisos del a) al d).

Calcular: a) la media, b) la desviacion estandar, c) el coeficiente momento de sesgo y d) el coeficiente momento de curto-
sis de la distribucion binomial en la que p = 0.7 y N = 60. Interpretar los resultados.

Mostrar que si una distribucion binomial en la que N = 100 es simétrica, su coeficiente momento de curtosis es 2.98.
Evaluar: a) 3 (X — 1) p(X)y b) 3 (X — 1)*p(X) para una distribucién binomial.

Probar las formulas (1) y (2) al principio de este capitulo respecto a los coeficientes momento de sesgo y de curtosis.

LA DISTRIBUCION NORMAL

7.49

7.50

7.51

7.52

En un examen de estadistica, la puntuacion media es 78 y la desviacion estandar es 10.
a) Determinar las puntuaciones estandar de dos estudiantes cuyas calificaciones fueron 93y 62, respectivamente.
b) Determinar las calificaciones de dos estudiantes cuyas puntuaciones estandar fueron —0.6 y 1.2, respectivamente.

Encontrar: a) la media y b) la desviacion estandar de las calificaciones obtenidas en un examen en el que 70 y 88 corres-
ponden a las puntuaciones estandar —0.6 y 1.4, respectivamente.

Hallar el &rea bajo la curva normal entre: @) z= —1.20yz =2.40; b)z=123yz=187,yc)z= —-235y z = —0.50.
d) Resolver los incisos del a) al c) empleando EXCEL.

Hallar el area bajo la curva normal: a) a la izquierda de z = —1.78, b) a la izquierda de z = 0.56, c) a la derecha de z = —1.45,
d) correspondiente a z > 2.16, ) correspondiente a —0.80 <z < 1.53yf)alaizquierdadez= —2.52 y aladerechade z =
1.83. g) Resolver los incisos del a) al f) usando EXCEL.
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7.53

7.54

7.55

7.56

7.57

7.58

7.59

7.60

7.61

7.62

CAPiTULO 7 LAS DISTRIBUCIONES BINOMIAL, NORMAL Y DE Poisson

Si z esta distribuida normalmente con media 0 y varianza 1, hallar: a) Pr{z > —1.64}, b) Pr{—1.96 <z < 1.96} y
c) Pr{jz| > 1}.

Hallar el valor de z tal que: a) el area a la derecha de z sea 0.2266, b) el area a la izquierda de z sea 0.0314, c) el area entre
—0.23yzsea0.5722,d) el areaentre 1.15y z sea 0.0730 y €) el &rea entre —z y z sea 0.9000.

Encontrar z, si Pr{z > z,} = 0.84, donde z est& distribuida normalmente con media 0 y varianza 1.

Empleando el apéndice I, encontrar las ordenadas en la curva normal correspondientes a: a) z = 2.25, b) z = —0.32 y
c) z = —1.18. d) Resolver los incisos del a) al c) empleando EXCEL.

Las estaturas de hombres adultos tienen una distribucion normal cuya media es 70 in y cuya desviacion estandar es 3 in.
a) (Qué porcentaje mide menos de 65 in? b) ;Qué porcentaje mide mas de 72 in? c) ;Qué porcentaje esta entre 68 y 73 in?

Las cantidades gastadas, por determinado grupo de edad, en la compra de articulos en linea tienen una distribucion normal
cuya media es $125 y cuya desviacion estandar es $25. a) ,Qué porcentaje gasta mas de $175? b) ;Qué porcentaje gasta
entre $100 y $1507 c) ,Qué porcentaje gasta menos de $507?

En un examen final la calificacion media es 72 y la desviacion estandar es 9. Los estudiantes que forman parte del 10%
superior obtienen A como nota. ¢ Cudl es la calificacion minima para obtener A?

Si un conjunto de medidas tiene una distribucion normal, ;qué porcentaje de las medidas difiere de la media en: a) mas de
media desviacion estandar y b) menos de tres cuartos de desviacion estandar?

Si X es lamediay s es la desviacion estéqdar de un conjunto de mediciones distribuidas normalmente, z,quﬁ porcentaje de
las mediciones: a) esta dentro del rango X + 2s, b) estan fuera del rango X + 1.2s y c) son mayores que X — 1.5s?

En el problema 7.61 encontrar la constante a tal que el porcentaje de casos: a) dentro del rango X =+ as sea 75% y b) meno-
res que X — as sea 22%.

APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION BINOMIAL

7.63

7.64

7.65

7.66

Encontrar la probabilidad de que en 200 lanzamientos de una moneda se obtengan: a) entre 80 y 120 caras inclusive,
b) menos de 90 caras, ¢) menos de 85 0 mas de 115 caras y d) exactamente 100 caras.

Encontrar la probabilidad de que en un examen de verdadero o falso un estudiante adivine correctamente las respuestas de:
a) 12 de 20 preguntas 0 mas y b) 24 de 40 preguntas 0 mas.

De los tornillos que se producen con una maquina, 10% esta defectuoso. Encontrar la probabilidad de que en una muestra
aleatoria de 400 tornillos producidos con esta maquina: a) cuando mucho 30, b) entre 30 y 50, ¢) entre 35y 45y d) 550
mas de los tornillos estén defectuosos.

Encontrar la probabilidad de obtener mas de 25 sietes en 100 lanzamientos de un par de dados.

DISTRIBUCION DE POISSON

7.67

7.68

Si 3% de los bulbos eléctricos fabricados por una empresa estan defectuosos, encontrar la probabilidad de que en una
muestra de 100 bulbos: a) 0, b) 1, ¢) 2, d) 3,¢e) 4y f) 5 bulbos estén defectuosos.

En el problema 7.67, hallar la probabilidad de que: a) mas de 5, b) entre 1y 3y ¢) 2 0 menos bulbos estén defectuosos.



7.69

7.70

7.71
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Una bolsa contiene 1 canica roja y 7 canicas blancas. De la bolsa se extrae una canica y se observa su color. Después se
regresa la canica a la bolsa y el contenido de la bolsa se mezcla bien. Usando: a) la distribucion binomial y b) la aproxima-
cién de Poisson a la distribucion binomial, encontrar la probabilidad de que en 8 extracciones se extraiga exactamente 3
Veces una canica roja.

Segun la oficina de estadistica del Departamento de Salud de Estados Unidos, en ese pais la cantidad anual de ahogados
accidentalmente es 3 por 100 000 habitantes. Encontrar la probabilidad de que en una ciudad en que la poblacion es de
200 000 habitantes haya anualmente: a) 0, b) 2, ¢) 6, d) 8, e) entre 4 y 8, y f ) menos de 3 ahogados en forma accidental.

En una empresa, la cantidad promedio de llamadas que Ilegan al conmutador entre las 2 y las 4 de la tarde es 2.5 por
minuto. Encontrar la probabilidad de que en determinado minuto haya: a) 0, b) 1, ¢) 2, d) 3, €) 4 0 menos, y f) mas de 6
llamadas.

LADISTRIBUCION MULTINOMIAL

7.72

7.73

7.74

Un dado se lanza seis veces. Hallar la probabilidad de que se obtengan: a) un 1, dos 2 y tres 3, y b) una vez cada lado.

Una caja contiene una gran cantidad de canicas rojas, blancas, azules y amarillas en la proporcién 4:3:2:1, respectivamen-
te. Encontrar la probabilidad de que en diez extracciones los colores de las canicas sean: a) 4 rojas, 3 blancas, 2 azules y
una amarilla'y b) 8 rojas y 2 amarillas.

Encontrar la probabilidad de que en cuatro lanzamientos de un dado no se obtengan 1, 2 ni 3.

AJUSTE DE DATOS A DISTRIBUCIONES TEORICAS

7.75

7.76

7.77

7.78

Ajustar la distribucién binomial a los datos de la tabla 7.9.

Tabla 7.9

X 0 1 2 3 4
f 30 62 46 10 2

En una encuesta realizada a estudiantes de educacion media se determinaron las horas de ejercicio que practican por sema-
na. Usando STATISTIX, construir un histograma con los datos. Empleando la prueba de Shapiro-Wilk de STATISTIX,
determinar si los datos provienen de una distribucidon normal. Los datos aparecen en la tabla 7.10.

Tabla 7.10
5 10 2 3 2
5 5 1 3 15
1 2 20 3 1
4 4 4 3 5

Con los datos de la tabla 7.5 del problema 7.32, construir un histograma empleando STATISTIX. Empleando la prueba de
Shapiro-Wilk de STATISTIX, determinar si los datos provienen de una distribucion normal.

Las puntuaciones de examen de la tabla 7.11 siguen una distribucién en forma de U, que es exactamente lo opuesto a una
distribucién normal. Con estos datos, construir un histograma empleando STATISTIX. Usando la prueba de Shapiro-Wilk
de STATISTIX, determinar si los datos provienen de una distribucién normal.
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Tabla 7.11
20 90 10
40 90 20
80 70 50
70 40 90
90 70 10
60 30 80
10 20 30
30 10 20
10 80 90
60 50 80

7.79  Emplee los datos de la tabla 7.11. Usando la prueba de Anderson-Darling y la de Ryan-Joiner de MINITAB, determinar si
los datos provienen de una distribucién normal.

7.80  Los datos de la tabla 7.12 provienen de 10 cuerpos de la armada prusiana y corresponden a un periodo de 20 afios (1875 a
1894). Estos datos muestran la cantidad de muertes, por afio, debidas a patadas de caballo. Ajustar una distribucion de
Poisson a los datos.

Tabla 7.12

X 0 1 2 3 4
f 109 65 22 3 1




TEORIA ELEMENTAL
DEL MUESTREO

TEORIA DEL MUESTREO

La teoria del muestreo es el estudio de la relacién que existe entre una poblacion y las muestras que se obtienen de esa
poblacion. La teoria del muestreo se emplea en muchos contextos. Por ejemplo, en la estimacién de cantidades pobla-
cionales desconocidas (como la media y la varianza poblacionales), a las que se les conoce como parametros
poblacionales o simplemente parametros, a partir de las correspondientes cantidades muestrales (como la mediay la
varianza muestrales), a menudo conocidas como estadisticos muestrales o simplemente estadisticos. EI problema de
la estimacion se estudia en el capitulo 9.

La teoria del muestreo también sirve para determinar si las diferencias que se observan entre dos muestras se deben
a variaciones casuales o si son diferencias realmente significativas. Tales preguntas surgen, por ejemplo, al probar un
nuevo suero para el tratamiento de una enfermedad o cuando se tiene que decidir si un proceso de produccién es mejor
que otro. Para responder a estas preguntas se usan las llamadas pruebas de significancia o de hipétesis, fundamentales
en la teoria de decisiones. Estos temas se tratan en el capitulo 10.

En general, al estudio de las inferencias que se hacen acerca de una poblacién, empleando muestras obtenidas de
ella, y de las indicaciones de la exactitud de tales inferencias, mediante el uso de la teoria de la probabilidad, es a lo
que se le llama inferencia estadistica.

MUESTRAS ALEATORIAS Y NUMEROS ALEATORIOS

Para que las conclusiones que se obtienen empleando la teoria del muestreo y la inferencia estadistica sean vélidas, las
muestras deben elegirse de manera que sean representativas de la poblacién. Al estudio de los métodos de muestreo y
de los problemas relacionados con ellos se le conoce como disefio de experimentos.

Una manera de obtener una muestra representativa es mediante un proceso llamado muestreo aleatorio, mediante
el cual cada uno de los miembros de la poblacién tiene la misma posibilidad de ser incluido en la muestra. Una técni-
ca para obtener una muestra aleatoria consiste en asignarle, a cada miembro de la poblacion, un nimero, escribir estos
nimeros en pedazos pequefios de papel, colocarlos en una urna y después extraer los nimeros de la urna, teniendo
cuidado de mezclar muy bien antes de cada extraccion. Una alternativa a este método es usar una tabla de nimeros
aleatorios (ver el apéndice 1X), la cual se construye especialmente para este fin. Ver el problema 8.6.

203
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MUESTREO CON REPOSICION Y SIN ELLA

Si se extrae un nimero de una urna, antes de extraer otro, el nimero puede ser devuelto a la urna (ser repuesto) o no.
En el primer caso, el nimero puede ser extraido varias veces, en tanto que en el segundo caso s6lo puede ser extraido
una vez. A un muestreo en el que cada miembro de la poblacion puede ser elegido mas de una vez se le llama muestreo
con reposicion; en cambio, si sélo puede ser elegido una vez se llama muestreo sin reposicion.

Una poblacion puede ser finita o infinita. Por ejemplo, si de una urna que contiene 100 canicas se extraen sucesi-
vamente 10 canicas sin reposicion, se estd muestreando una poblacion finita; en cambio, si se lanza una moneda 50
veces y se cuenta la cantidad de caras, se estd muestreando de una poblacién infinita.

Una poblacion finita que se muestrea con reposicion puede considerarse tedricamente infinita, ya que se puede
extraer cualquier cantidad de muestras sin agotar la poblacién. Para fines practicos, cuando se muestrea de una pobla-
cion finita pero muy grande, se puede considerar que el muestreo se hace de una poblacion infinita.

DISTRIBUCIONES MUESTRALES

Considérense todas las muestras de tamafio N que pueden extraerse de determinada poblacion (ya sea con reposicion
o sin ella). Para cada muestra se pueden calcular diversos estadisticos (como media o desviacion estandar), los cuales
variaran de una muestra a otra. De esta manera se obtiene una distribucion del estadistico de que se trate, a la que se
le llama distribucion muestral.

Por ejemplo, si el estadistico de que se trata es la media muestral, a la distribucion que se obtiene se le llama dis-
tribucion muestral de las medias o distribucion muestral de la media. De igual manera se pueden obtener distribucio-
nes muestrales de las desviaciones estandar, de las varianzas, de las medianas, de las proporciones, etcétera.

A cada distribucion muestral se le puede calcular su media, su desviacion estandar, etc. Asi, se puede hablar de la
media, de la desviacion estandar, de la distribucion muestral de las medias, etcétera.

DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE MEDIAS

Supdngase que de una poblacion finita de tamafio N, > N se extraen, sin reposicion, todas las muestras posibles de
tamafio N. Si se denota con p ¢ Yy oy respectivamente, a la media y a la desviacion estandar de una distribucion mues-
tral de las medias, y con u y o, respectivamente, a la media y la desviacion estandar poblacionales, entonces

M

py=n Y N =T 2

Si el valor de N es grande (N > 30), la distribucién muestral de las medias es aproximadamente normal con media
1 Y desviacidn estandar o, independientemente de la poblacién (siempre y cuando la media y la varianza poblacio-
nales sean finitas y el tamafio de la poblacion sea por lo menos el doble del tamafio de la muestra). Si la poblacion es
infinita, este resultado es un caso especial del teorema del limite central de la teoria avanzada de la probabilidad, el
cual muestra que la exactitud de la aproximacion aumenta a medida que N aumenta. Esto suele indicarse diciendo que
la distribucion muestral es asint6ticamente normal.

Si la poblacidn esta distribuida normalmente, la distribucion muestral de las medias también es normal aun cuando
el valor de N sea pequefio (es decir, N < 30).
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DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE PROPORCIONES

Supongase que una poblacion sea infinita y que la probabilidad de ocurrencia de un evento (Ilamada éxito) es p, y que
la probabilidad de no ocurrencia del evento es q = 1 — p. La poblacidon puede ser, por ejemplo, la de los lanzamientos
de una moneda, en los que la probabilidad del evento “cara” es p = % Consideérense todas las posibles muestras de
tamafio N extraidas de esta poblacién, y para cada muestra determinese la proporcion P de éxitos. En el caso de una
moneda, P es la proporcion de caras en N lanzamientos. De esta manera se obtiene una distribucién muestral de las
proporciones cuya media pp y cuya desviacion estandar op estan dadas por

pp=p Y 0P=\/%=\/p(1]vm 3)

que se pueden obtener de la ecuacion (2) sustituyendo ;. = py o = ,/pq. Si el valor de N es grande (N > 30), esta
distribucion muestral es aproximadamente normal. Obsérvese que la poblacidn esta distribuida en forma binomial.
Las ecuaciones (3) también son validas para poblaciones finitas si el muestreo se hace con reposicion. En el caso
de poblaciones finitas en las que el muestreo se hace sin reposicion, las ecuaciones (3) se sustituyen por las ecuaciones
(Dconp=pyo=./pq.
Obsérvese que las ecuaciones (3) pueden obtenerse mas facilmente dividiendo entre N, la media y la desviacion
estandar (Np y v/Npq) de la distribucion binomial (ver capitulo 7).

DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE DIFERENCIAS Y SUMAS

Se supone que se tienen dos poblaciones. Para cada muestra de tamafio N, tomada de la primera poblacion se calcula
un estadistico S;, con lo que se obtiene una distribucion muestral de este estadistico S,, cuya media y desviacion estan-
dar se denotan pg; Y og;, respectivamente. De igual manera, para cada muestra de tamafio N, tomada de la segunda
poblacion se calcula un estadistico S,, con lo que se obtiene una distribucion muestral de este estadistico S,, cuya media
y desviacion estandar se denotan pg, Y og,, respectivamente. Con todas las posibles combinaciones de estas muestras
de las dos poblaciones se obtiene una distribucion de las diferencias, S; —S,, a la que se le llama distribucion muestral
de las diferencias de los estadisticos. La media y la desviacion estandar de esta distribucion muestral se denotan, res-
pectivamente, ug; s, Y 0g1_gp, Y €Stan dadas por

Hs1—s2 = [s1 — Hs2 y Os1-s2 = \/ 031 + 0% (4)

siempre y cuando las muestras elegidas no dependan, de manera alguna, una de la otra (es decir, las muestras sean
independientes).

Si S,y S, son las medias muestrales de las dos poblaciones, a las que se les denota Xy X>, respectivamente, enton-
ces la distribucion muestral de las diferencias de las medias esta dada para poblaciones infinitas con media y desviacion
estandar (i, y 04) y (1, Y 0,), respectivamente, por

> 2
g [oF

Pyl =px1 — = —H2 Y Oxixa =1\/0% T 0% = *Nl +7N2 ©)
M

usando las ecuaciones (2). Estas ecuaciones también son validas para poblaciones finitas si el muestreo se hace con
reposicidn. Para poblaciones finitas en las que el muestreo se haga sin reposicién, se obtienen ecuaciones similares
empleando las ecuaciones (1).



Tabla 8.1 Error estandar de distribuciones muestrales

Distribucion Error
muestral estandar Observaciones
Esta formula es valida tanto para muestras grandes como para
. muestras pequefias. La distribucién muestral de las medias se aproxima
Media oy = N a una distribucion normal cuando N > 30, aun cuando la poblacién no
sea normal.
wy = i, lamedia poblacional, en todos los casos.
a=p La observacion hecha para las medias también es valida en este
Proporciones op= P 7 p) _ % caso.
ip = P, en todos los casos.
Cuando N > 100, la distribucion muestral de s es casi normal.
1) o, = g o, esta dada por (1) so6lo si la poblacion es normal (o
. ' V2N aproximadamente normal). Si la poblacion no es normal, se puede usar
Desviaciones @)
estandar 2 ek 2 4
) o, = Ha — Obsérvese que (2) se reduce a (1) cuando p, = oy p, = 307, l0
* 4N 1y que ocurre en poblaciones normales.
Cuando N > 100, ps = o muy aproximadamente.
Cuando N > 30, la distribucion muestral de la mediana es casi
) T 1.2533¢c normal. La formula dada es valida solo si la poblacion es normal (o
Medianas Tmed = O[5 = JN aproximadamente normal).
Hmed = H
La observacion hecha para las medianas también es valida aqui.
Primero y tercer o o 1.36260 1q1 Y Hqs SON casi iguales al primero y tercer cuartiles de la
cuartiles oLy T N poblacion.
Obsérvese que 0g; = Tppeq
1.70940
Op)y = 0p9 = \/N
142880 Las observaciones hech las medianas tambié dlid
Opy = Opg = N Las observaciones hechas para las medianas también son validas
) aqui.
Deciles Up1s Mpgs - - - SON casi iguales al primero, segundo, . .. deciles de la
1.31800 blacic
Opy = Op7 = poblacién.
VN Obsérvese que ops = Opmeg-
1.2680c
Op4 = Ope = \/N
Rangos 078670 Las observaciones hechas para las medianas también son validas
semiinter- 0g=—r aqui.
cuartilicos VN Hq €s casi igual al rango semiintercuartil poblacional.
) Las observaciones hechas para la desviacion estandar también son
Varianzas

validas aqui. Obsérvese que si la poblacion es normal (2) da (1).
sz = a2(N = 1)/N, que es casi igual a o cuando N es grande.

Coeficiente de
variacion

Aqui v = o/ es el coeficiente de variacion poblacional. La
formula dada es valida para poblaciones normales (o casi normales) y
N > 100.
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Pueden obtenerse resultados semejantes para las distribuciones muestrales de las diferencias entre las proporciones
de dos poblaciones distribuidas en forma binomial con pardmetros (p;, ;) Y (P, 0), respectivamente. En este caso, S,
y S, son proporcion de éxitos, P, y P,, y las ecuaciones (4) se transforman en

P14, | P29>
Mpl—p2 = Hp1 — bp2 = D1 — P2 y Opl-p2 = 4/ Ohy + 0%y = 714'72 (6)

SiN; y N, son grandes (N;, N, > 30), la distribucion muestral de diferencias entre medias o proporciones se aproximan
mucho a una distribucién normal.

Algunas veces se necesita la distribucion muestral de la suma de estadisticos. La media y la desviacion estandar
de estas distribuciones estan dadas por

Hs1452 = Ps1 T+ ps2 y Os1+82 = 1/ 0'%91 + 0??2 (7)

suponiendo que las muestras sean independientes.

ERRORES ESTANDAR

A la desviacion estandar de la distribucién muestral de un estadistico suele conocérsele como su error estandar. En la
tabla 8.1 se enumeran los errores estandar de distribuciones muestrales de varios estadisticos, suponiendo que el mues-
treo es un muestreo aleatorio de una poblacién infinita (o muy grande) o de una poblacién finita pero hecho el muestreo
con reposicion. Se presentan también algunas observaciones especiales en las que se dan las condiciones bajo las
cuales son validas las férmulas, asi como otras observaciones pertinentes.

Las cantidades u, o, p, i, Y X, s, P, m, denotan media, desviacion estandar, proporcion y el r-ésimo momento
respecto a la media, poblacionales y muestrales, respectivamente.

Se hace notar que si el tamafio N de la muestra es suficientemente grande, la distribucion muestral es normal o casi
normal. A esto se debe que estos métodos se conozcan como métodos para muestras grandes. Cuando N < 30, a las
muestras se les llama pequefas. La teoria de las muestras pequefias o teoria del muestreo exacto, como se le llama
algunas veces, se estudia en el capitulo 11.

Cuando los parametros poblacionales, por ejemplo, o, p 0 bien 1, no se conocen, pueden estimarse con bastante
exactitud a partir de sus estadisticos muestrales, s (0 bien § = /N /(N — 1)s), Py m,, siempre y cuando las muestras
sean suficientemente grandes.

DEMOSTRACIONES DE LA TEORIA ELEMENTAL DEL MUESTREO
EMPLEANDO SOFTWARE

EJEMPLO 1

En una poblacion grande se define la siguiente variable aleatoria. X es la cantidad de computadoras por hogar; X esta distribuida de
manera uniforme, es decir, p(x) = 0.25 parax = 1, 2, 3y 4. En otras palabras, 25% de los hogares tiene 1 computadora; 25% tiene
2 computadoras; 25% tiene tres computadoras y 25% tiene 4 computadoras. La media de X es 1 = Xxp(x) = 0.25+0.540.75
+1=2.5 Lavarianzade X es 0” = Xx’p(x) — > = 0.25 + 1 4 2.25 + 4 — 6.25 = 1.25. Entonces, la cantidad media de compu-
tadoras por hogar es 2.5 y la varianza de la cantidad de computadoras por hogar es 1.25.

EJEMPLO 2

Para enumerar todas las muestras, tomadas con reposicidn, de dos hogares puede usarse MINITAB. La hoja de célculo se vera como
la que se presenta en la tabla 8.2. Las 16 muestras aparecen en C1y C2, y la media de cada una de ellas en C3. Como la poblacion
esta distribuida de manera uniforme, la probabilidad de cada media muestral es 1/16. Resumiendo, en las columnas C4 y C5 se da
la distribucion de probabilidad.

Obsérvese que i, = Sxp(%) = 1(0.0625) + 1.5(0.1250) + - - - + 4(0.0625) = 2.5. Como se ve ug = p. Ademas, o3 =
Sp(F) — p2 = 1(0.0625) + 2.25(0.1250) + - - - + 16(0.0625) — 6.25 = 0.625 con lo que o = (0 /2). Empleando MINITAB
para dibujar la grafica de la distribucion de probabilidad de x barra se obtiene el resultado que se muestra en la figura 8-1. (Obsérvese
que X y x barra se usan indistintamente.)
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Tabla 8.2

C1 Cc2 C3 C4 C5
hogar 1 hogar 2 media X barra p(x barra)
1 1 1.0 1.0 0.0625
1 2 15 15 0.1250
1 3 2.0 2.0 0.1875
1 4 2.5 25 0.2500
2 1 15 3.0 0.1875
2 2 2.0 35 0.1250
2 3 2.5 4.0 0.0625
2 4 3.0
3 1 2.0
3 2 25
3 3 3.0
3 4 35
4 1 2.5
4 2 3.0
4 3 35
4 4 4.0
0.25
0.20

<

= 0.15 1

o
0.10 A
0.05 1, . . . . . .

1.0 L5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X barra

Figura8-1 Gréfica de p(x barra) vs. x barra.

PROBLEMAS RESUELTOS
DISTRIBUCION MUESTRAL DE LAS MEDIAS

8.1  Una poblacion consta de los cinco nimeros 2, 3, 6, 8 y 11. Considerar todas las muestras de tamafio 2 que
pueden extraerse de esta poblacidn con reposicién. Encontrar: a) la media de la poblacion, b) la desviacion
estandar de la poblacion, c) la media de la distribucion muestral de las medias y d) la desviacion estandar de
la distribucion muestral de las medias (es decir, el error estandar de las medias).
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SOLUCION
2434648411 30
a) p="e =% =60
s, 26 +(B—=6 +(6-6"+(8—67+(11—6)7 164+9+0+4+25
b) o’ = = =108
5 5
yo =329

c) Existen 5(5) = 25 muestras de tamafio 2 que pueden extraerse con reposicion (ya que a cada uno de los cinco nimeros
de la primera extraccion le corresponden cada uno de los cinco nimeros de la segunda extraccidn). Asi, se tiene

2,2 (2.3) (2, 6) 2. 8) @2, 11)
(3.2 (3.3 (3, 6) (3, 8) 3, 11)
6,2 (6,3) (6, 6) (6, 8) (6, 11)
8,2  (8.3) (8, 6) (8, 8) (8, 11)
(11,2) (11,3 (11,6 (11,8 (11, 11)

Las medias muestrales correspondientes son

2.0 25 4.0 5.0 6.5
25 3.0 4.5 5.5 7.0
4.0 45 6.0 7.0 8.5 (8)
5.0 5.5 7.0 8.0 9.5
6.5 7.0 8.5 9.5 11.0

y la media de la distribucion muestral de las medias es

suma de todas las medias muestrales de (8) 150

X = 25 25 6.0

lo que ilustra que py = p.

d) Lavarianza o de la distribucién muestral de las medias se obtiene restandole 6 a cada una de las medias en (8), ele-
vando cada resultado al cuadrado, sumando los 25 resultados obtenidos y dividiendo esta suma entre el 25. El resul-
tado final es o—} = 135/25 = 5.40 y por lo tanto oy = v/5.40 = 2.32. Esto ilustra que en una poblacion finita en la
que se muestrea con reposicion (0 en una poblacion infinita), a§; = az/N, ya que el lado derecho es 10.8/2 = 5.40, que
coincide con el valor anterior.

Resolver el problema 8.1 considerando que el muestreo se hace sin reposicion.

SOLUCION

Como en los incisos a) y b) del problema 8.1, 4 =6y o = 3.29.
c) Existen (g) = 10 muestras de tamafio 2 que pueden ser extraidas sin reposicion (esto significa que se extrae un nimero
y después otro diferente al primero) de la poblacién: (2, 3), (2, 6), (2, 8), (2, 11), (3, 6), (3, 8), (3, 11), (6, 8), (6, 11) y
(8, 11). La extraccion (2, 3) se considera igual a la (3, 2).
Las medias muestrales correspondientes son 2.5, 4.0, 5.0, 6.5, 4.5, 5.5, 7.0, 7.0, 8.5 y 9.5, y la media de la
distribucion muestral de las medias es

254404+504+654+454+55+704+7.0+8.5+9.5
iy = - = 6.0
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8.3

8.4

lo que ilustra que py = p.
d) Lavarianza de la distribucién muestral de las medias es

(2.5 - 6.0)* + (4.0 — 6.0)* + (5.0 — 6.0)> + -+ (9.5 - 6.0)*

oy = =4.05

[l
—_
(e

y oy = 2.01. Esto ilustra que

ya que el lado derecho es igual a

que es lo que se obtuvo antes.

Supongase que las estaturas de 3 000 estudiantes del sexo masculino de una universidad tienen una distribucion
normal con media 68.0 pulgadas (in) y desviacion estandar 3.0 in. Si se obtienen 80 muestras, cada una de 25
estudiantes, ¢cuales seran la media y la desviacion estandar esperadas de la distribucion muestral de las medias
si el muestreo se hace: a) con reposicion y b) sin reposicion?

SOLUCION

El nimero de muestras de tamafio 25 que tedricamente pueden obtenerse de un grupo de 3 000 estudiantes, con reposicién
y sin ésta son, respectivamente (3 000)25 y (3220), que son mucho mas que 80. De manera que no se obtendra una verda-
dera distribucién muestral de las medias, sino Gnicamente una distribucién muestral experimental. De cualquier manera,
dado que el nimero de muestras es grande, habra una estrecha coincidencia entre las dos distribuciones muestrales. Por lo

tanto, la media y la desviacion estandar esperadas seran muy semejantes a las de la distribucion tedrica. Se tiene:

a) iy = p=68.0in y oy = =0.6in

- o NN 3000 — 25
b) 1y = 68.0in y UX*\/W prli\/z—s_ 3000—1

que es apenas ligeramente menor a 0.6 in y por lo tanto, para fines practicos, puede considerarse igual a la del muestreo
con reposicion.

De esta manera, se espera que la distribucién muestral experimental de las medias esté distribuida de manera
aproximadamente normal con media 68.0 in y desviacidn estandar 0.6 in.

¢En cuéntas de las muestras del problema 8.3 se esperaria encontrar que la media: a) estuviera entre 66.8 y
68.3 in y b) fuera menor a 66.4 in?

SOLUCION
La media X de una muestra, en unidades estandar, esta dada por

X —py X-680

- —
z =

oy 06
a) 66.8 en unidades estandar = W =-20
68.3 en unidades estandar = 68.3-68.0 _ 0.5

0.6
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-2.67

b)
Figura 8-2 Areas bajo la curva normal estandar. a) En esta curva normal estandar se muestra
el area entre z=-2y z=0.5. b) En esta curva normal estandar se muestra el area
alaizquierda de z =-2.67.

Como se muestra en la figura 8-2a).

La proporcién de muestras cuya media esté entre 66.8 y 68.3 in
= (&rea bajo la curva normal entrez = —2.0y z = 0.5)
= (4reaentrez=—-2yz=0) + (areaentrez=0y z=0.5)
= 0.4772 + 0.1915 = 0.6687

Por lo tanto, la cantidad esperada de muestras es (80)(0.6687) = 56.496, o 53.

b) 66.4 en unidades estandar = W = —2.67

Como se muestra en la figura 8-2b).

Proporcion de las muestras que tienen una media
menor que 66.4 in = (area bajo la curva normal a la izquierda de z = —2.67)

= (area a la izquierda de z = 0)
— (4reaentrez=—-2.67yz=0)
= 0.5 — 0.4962 = 0.0038
Por lo tanto, el nimero de muestras esperada es (80)(0.0038) = 0.304 o cero.

8.5  Se tienen 500 balines cuyo peso medio es 5.02 gramos (g) y cuya desviacion estandar es 0.30 g. Encontrar la
probabilidad de que todos los balines de una muestra aleatoria de 100 balines, tomada de estos balines, pese:
a) entre 496 y 500 g y b) méas de 510 g.
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SOLUCION
Para la distribucion muestral de las medias, uy = = 5.02g,y

o |Ny—N 030 /500100
Oy = —— —
YOUNVN, -1 100V 500 -1

a) El peso de los 100 balines, juntos, estara entre 496 y 500 g, si el peso medio de los balines se encuentra entre 4.96 y

=0.027¢g

5.00 g.
. , 4.96 — 5.02
4,96 en unidades estandar = 00007 = -2.22
5.00 — 5.02
. i 3 =~ —_0.74
5.00 en unidades estandar 0027 0.7

Como se muestra en la figura 8-3a),
Probabilidad buscada = (area entre z = —2.22 y z = —0.74)
= (areaentrez=—2.22yz=0) — (4reaentrez= —0.74y z = 0)
= 0.4868 — 0.2704 = 0.2164

=222 -0.74
a)

2.96
b)

Figura 8-3 Las probabilidades muestrales se encuentran como areas bajo la curva normal estandar.
a) Curva normal estdndar en la que se muestra el area entre z =-2.22 y z = -0.74; b) curva normal
estandar en la que se muestra el area a la derecha de z = 2.96.

b) El peso de los 100 balines juntos sera mayor a 510 g si el peso medio de los balines es mayor a 5.10 g.

. . 5.10 — 5.02
5.10 en unidades estandar = o0 = 2.96
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a)

b)
c)
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Como se muestra la figura 8-3h),
Probabilidad buscada = (4rea a la derecha de z = 2.96)
= (&rea a la derechade z=0) — (areaentrez=0y z = 2.96)
=0.5-0.4985 = 0.0015
Por lo tanto, sélo hay 3 posibilidades en 2 000 de obtener una muestra de 100 balines que juntos pesen méas de 510 g.

Mostrar la manera de tomar, de la tabla 2.1, 30 muestras aleatorias (con reposicion) de 4 estudiantes cada
una, empleando nimeros aleatorios.

Encontrar la media y la desviacion estandar de la distribucion muestral de las medias del inciso a).
Comparar los resultados del inciso b) con los valores tedricos y explicar cualquier discrepancia.

SOLUCION

a)

b)

c)

Para enumerar cada uno de los 100 estudiantes se emplean los digitos: 00, 01, 02,..., 99 (ver la tabla 8.3). Por lo tanto,
los 5 estudiantes cuya estatura esta en el intervalo 60-62 estan numerados 00-04; los dieciocho estudiantes cuya esta-
tura esta en el intervalo 63-65 estan numerados 05-22, etc. Al nimero de cada estudiante se le llama nimero de mues-
treo.

Tabla 8.3

Estatura (in) Frecuencias NUmero de muestreo

60-62 5 00-04
63-65 18 05-22
66-68 42 23-64
69-71 27 65-91
72-74 8 92-99

Después, se extraen nimeros de muestreo de una tabla de nimeros aleatorios (apéndice 1X). En el primer renglén
se encuentra la secuencia 51, 77, 27, 46, 40, etc., la que sera considerada como los nimeros del muestreo aleatorios,
cada uno de los cuales dara la estatura de determinado estudiante. Asi, 51 corresponde a un estudiante cuya estatura
esta en el intervalo 66-68 in, estatura que se toma como 67 in (la marca de clase). De igual manera, 77, 27 y 46 dan
las estaturas 70, 67 y 67 in, respectivamente.

Mediante este proceso se obtiene la tabla 8.4, en la que se muestra el nimero de muestreo extraido, la estatura
correspondiente y la estatura promedio de cada una de las 30 muestras. Es necesario decir que aunque se han tomado
los nimeros aleatorios del primer renglon de la tabla, igualmente podria haberse partido de cualquier otro lugar de la
tabla y elegir cualquier otro patron especifico.

En la tabla 8.5 se da la distribucion de frecuencias de las medias muestrales de las estaturas obtenidas en el inciso a).
Esta es una distribucién muestral de las medias. La media y la desviacion estandar se obtienen, como de costumbre,
empleando un método de compilacion de los capitulos 3y 4:

ey fu (0.75)(23)
N = 67.00 T

— 2 2 2
Desviacion estandar = ¢\/ u*> — > = C”Z].\I[’u - (ZNfu) =0.75 %— (%) =14lin

La media tedrica de la distribucion muestral de las medias, dada por 1., debe ser igual a la media poblacional 1, que
es 67.45 in (ver problema 3.22), lo que coincide con el valor 67.58 del inciso b).

La desviacion estandar tedrica (error estandar) de la distribucion muestral de las medias, dada por oy, debe ser
igual a o/+/N, donde la desviacion estandar poblacional es o = 2.92 in (ver problema 4.17) y el tamafio de la muestra
esN=4.Comoo/v/N = 2.92/+/4 = 1.46in, esto coincide con el valor 1.41 in del inciso b). Las ligeras discrepancias
resultan de que s6lo se tomaron 30 muestras y de que el tamafio de la muestra es pequefio.

Media= A+ cu= A4+ = 67.58in
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Tabla 8.4
NUmeros muestrales Estaturas Estatura | Numeros muestrales Estaturas Estatura
extraidos correspondientes media extraidos correspondientes media
1. 51,77, 27, 46 67, 70, 67, 67 67.75 16. 11, 64, 55, 58 64, 67, 67, 67 66.25
2. 40, 42, 33,12 67, 67, 67, 64 66.25 | 17. 70, 56, 97, 43 70, 67, 73, 67 69.25
3. 90, 44, 46, 62 70, 67, 67, 67 67.75 | 18. 74, 28, 93, 50 70, 67, 73, 67 69.25
4. 16, 28, 98, 93 64, 67, 73, 73 69.25 | 19. 79,42, 71, 30 70, 67, 70, 67 68.50
5. 58, 20, 41, 86 67, 64, 67, 70 67.00 | 20. 58, 60, 21, 33 67, 67, 64, 67 66.25
6. 19, 64,08, 70 64, 67, 64, 70 66.25 | 21. 75,79, 74, 54 70, 70, 70, 67 69.25
7. 56, 24,03, 32 67, 67, 61, 67 65.50 | 22. 06, 31, 04, 18 64, 67, 61, 64 64.00
8. 34,91, 83,58 67, 70, 70, 67 68.50 | 23. 67,07, 12, 97 70, 64, 64, 73 67.75
9. 70, 65, 68, 21 70, 70, 70, 64 68.50 | 24. 31,71, 69, 88 67, 70, 70, 70 69.25
10. 96, 02, 13, 87 73, 61, 64, 70 67.00 | 25. 11, 64, 21, 87 64, 67, 64, 70 66.25
11. 76, 10, 51, 08 70, 64, 67, 64 66.25 | 26. 03, 58, 57, 93 61, 67, 67, 73 67.00
12. 63, 97, 45, 39 67, 73, 67, 67 68.50 | 27. 53, 81, 93, 88 67, 70, 73, 70 70.00
13. 05, 81, 45, 93 64, 70, 67, 73 68.50 | 28. 23, 22, 96, 79 67, 64, 73, 70 68.50
14. 96, 01, 73, 52 73, 61, 70, 67 67.75 | 29. 98, 56, 59, 36 73, 67, 67, 67 68.50
15. 07, 82, 54, 24 64, 70, 67, 67 67.00 | 30. 08, 15, 08, 84 64, 64, 64, 70 65.50
Tabla 8.5

Media muestral Cuenta f u fu fu?

64.00 / 1 -4 -4 16

64.75 0 -3 0 0

65.50 / 2 -2 -4 8

66.25 W/ 6 -1 -6 6

A — 67.00 V//k 4 0 0 0

67.75 V/k 4 1 4 4

68.50 W) 7 2 14 28

69.25 L 5 3 15 45

70.00 / 1 4 4 16

S f=N=30 S fu=23 3 fu? =123

DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

8.7

Encontrar la probabilidad de que en 120 lanzamientos de una moneda: a) menos del 40% o més del 60% sean

caray b) % 0 MAs sean cara.

SOLUCION

Primer método

Los 120 lanzamientos de la moneda se consideran una muestra de la poblacion infinita de todos los posibles lanzamientos de
una moneda. En esta poblacion la probabilidad de obtener caraes p = % y la probabilidad de obtener cruzesg=1—p =

1

3
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La probabilidad que se busca es que en 120 lanzamientos, la cantidad de caras sea menor a 48 o mayor a 72. Se pro-
cederd, como en el capitulo 7, empleando la aproximacion normal a la binomial. Como el nimero de caras es una
variable discreta, se busca la probabilidad de que el nimero de caras sea menor a 47.5 o0 mayor a 72.5.

p = nimero esperado de caras = Np = 120(3) =60 vy o =+/Npg=/(120)3)(}) = 5.48

a)

47.5 en unidades estandar = % =-228

72.5 en unidades estandar = % =228

Como se muestra en la figura 8-4,

Probabilidad buscada = (area a la izquierda de —2.28 mas area a la derecha de 2.28)
= (2(0.0113) = 0.0226)

-2.28 2.28
Figura 8-4 En la aproximacion normal a la binomial se usa la curva normal estandar.

Segundo método

1y (1
pp=p=1=050 op= %: (21)2(8):0.0456

0.40 — 0.50

0 i 4 - T
40% en unidades estandar 0.0456 2.19

. 0.60 — 0.50
% en un andar=————~ =2,
60% en unidades estandal 0.0456 2.19

Probabilidad buscada = (4rea a la izquierda de —2.19 més area a la derecha de 2.19)
= (2(0.0143) = 0.0286)

Aunque este resultado es exacto a dos cifras significativas, no hay una coincidencia exacta debido a que no se uso el
hecho de que una proporcion es en realidad una variable discreta. Para tomar en cuenta esto, a 0.40 se le resta
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8.8

8.9

1/2N =1/2(120) y a 0.60 se le suma 1/2N = 1/2(120); como 1/240 = 0.00417, las proporciones buscadas son, en
unidades estandar,

0.40 — 0.00417 — 0.50 0.60 + 0.00417 — 0.50
0.0456 =228y 0.0456 =228

con lo que se obtiene coincidencia con el primer método.
Obsérvese que (0.40 — 0.00417) y (0.60 + 0.00417) corresponden a las proporciones 47.5/120 y 72.5/120
usadas en el primer método.

b) Usando el segundo método del inciso a) se encuentra que como g = 0.6250,
0.6250 — 0.00417 — 0.50

(0.6250 — 0.00417) en unidades estandar = 0.0456 =2.65

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 2.65)
= (&rea a la derechade z=0) — (4reaentrez=0y z = 2.65)
= 0.5-0.4960 = 0.0040

Cada una de las 500 personas de un grupo lanza una moneda 120 veces. ¢ Cuéntas personas pueden esperar:
a) que entre el 40% y el 60% de sus lanzamientos sean cara y b) en % 0 mas, de sus lanzamientos obtener
cara?

SOLUCION

Este problema esta estrechamente relacionado con el problema 8.7. Aqui se consideran 500 muestras, cada una de tamafio

120, tomadas de la poblacion infinita de todos los posibles lanzamientos de una moneda.

a) Enelinciso a) del problema 8.7 se establece que de todas las muestras posibles, cada una consistente en 120 lanza-
mientos de una moneda, se puede esperar que en el 97.74% de las mismas se tenga entre 40% y 60% de caras. Entonces,
en 500 muestras se puede esperar que aproximadamente (97.74% de 500) = 489 muestras tengan esta propiedad. Se
concluye que alrededor de 489 personas pueden esperar que en su experimento entre 40% y 60% sean caras.

Es interesante observar que hay 500 — 489 = 11 personas para las que se espera que el porcentaje de caras que
obtengan no esté entre el 40 y el 60%. Estas personas pueden concluir, con razén, que su moneda esté cargada. Este
tipo de error es un riesgo siempre presente cuando se trata con probabilidad.

b) Razonando como en el inciso a) se concluye que aproximadamente (500)(0.0040) = 2 personas obtendran caras en %
0 mas, de sus lanzamientos.

Se encuentra que el 2% de las herramientas producidas con determinada maquina estan defectuosas. ¢Cual es
la probabilidad de que en un pedido de 400 de estas herramientas: a) 3% 0 mas y b) 2% o menos resulten
defectuosas?

SOLUCION

e _ o 0205 o1
prop =2y UP_\/;_ 200 a0 07

a) Primer método
Empleando la correccion para variables discretas, 1/2N = 1/800 = 0.00125, se tiene
0.03 —0.00125 — 0.02

0.03 - 0.00125) en unidades estandar = =1.
( ) 0.007 1.25

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 1.25) = 0.1056

Si no se usa la correccion, se obtiene 0.0764.
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Otro método

(3% de 400) = 12 herramientas defectuosas. Considerando la variable como una variable continua, 12 0 mas herra-
mientas significa 11.5 o mas.

X = (2% de 400) = 8 y o = +/Npg = +/(400)(0.02)(0.98) = 2.8
Entonces, 11.5 en unidades estandar = (11.5 - 8)/2.8 = 1.25, y como se encontro antes, la probabilidad buscada es
0.1056.

b) (0.02 -+ 0.00125) en unidades estandar — 02+ 0602(1)55 —002 43

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la izquierda de z = 0.18)
= 0.5000 + 0.0714 = 0.5714
Si no se usa la correccion, se obtiene 0.5000. También se puede usar el segundo método del inciso a).

8.10 Como resultado de una eleccidn se observa que determinado candidato obtuvo 46% de los votos. Determinar
la probabilidad de que en una encuesta realizada a: a) 200 y b) 1 000 personas elegidas al azar de la poblacién
de votantes se hubiera obtenido una mayoria de votos a favor de este candidato.

SOLUCION

-  Jpa [046)(054)

Como 1/2N = 1/400 = 0.0025, se tiene una mayoria en la muestra si la proporcion a favor de este candidato es 0.50
+ 0.0025 = 0.5025 0 més. (Esta proporcion puede obtenerse también observando que una mayoria es 101 0 mas, pero
considerada como variable continua esto corresponde a 100.5, con lo que la proporcién es 100.5/200 = 0.5025.)

. , 0.5025 — 0.46
0.5025 en unidades estandar = 00352 1.21

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 1.21)
= 0.5000 — 0.3869 = 0.1131

0.46)(0.54
b) py=p=046 y ap:,/%q:\/i( 12)5)0 ) 00158
. 0.5025 - 0.46
502 A — 0 ).
0.5025 en unidades estandar 00158 2.69

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 2.69)
= 0.5000 — 0.4964 = 0.0036

DISTRIBUCION MUESTRAL DE DIFERENCIAS Y DE SUMAS

8.11 Sea U, una variable que representa los elementos de la poblacién 3, 7, 8 y U, una variable que representa los
elementos de la poblacion 2, 4. Calcular: a) gy, b) t1y2, ©) pyr_uz A) oy €) oy Y ) our_us-

SOLUCION

a) py; = mediade la poblacion U; =1(34+7+8) =6
b)  puy, = media de la poblacion U, =1 (2 +4) =3
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c) Esta poblacion consta de todas las diferencias entre los miembros de U, y U,, que es
3-2 7-2 8§—2 1 5
3-4  7-4 8—4 -1 3

14546+ (-1 +3+4

Por lo tanto, tyr—y2 =mediade (U — U,) =

Esto ilustra que pyy_a = iy — My, COMO Se ve en los incisos a) y b).

(B-6’+(7-6°+(8-6" 14

d) 0%, = varianza de la poblacion U, = 3 .
. 14
0 blen oy = ?
. . 237 +(4-3)° _
e) o7, = varianza de la poblacion U, = 2-3) ; (4-3) =1 0 bien oy =1
f) 011> = varianza de la poblacién (U, — U,)
=353+ (63 + (-1 -3+ (33 + (-3 17
B 6 3
0 _
oyl-v2 = 3

Esto ilustra que para muestras independientes oy, = 1/ 0%, + 03,,, COMO se Ve en los incisos d) y e).

8.12  El tiempo medio de vida de los focos del fabricante A es 1 400 horas (h) y su desviacion estandar es 200 h, en
tanto que el tiempo medio de vida de los focos del fabricante B es 1 200 h y su desviacion estandar es 100 h.
Si se prueban muestras aleatorias de 125 focos de cada fabricante, ¢cuél es la probabilidad de que el tiempo
medio de vida de los focos del fabricante A sea por 1o menos: a) 160 h y b) 250 h mayor que el del fabricante
B?

SOLUCION
Sean X,y X los tiempos medios de vida en las muestras de A y de B, respectivamente. Entonces

fix,_x, = Hx, — iy, = 1400 — 1200 = 200 h

2 2 2 2
[y o3 (100)*  (200)
Ry puivc SE R - =20h
y TX— X NA+NB 25 125 0

La variable estandarizada que corresponde a la diferencia entre las medias es
(XA - XB) - (H}?A—X,,) o (X/A - X/B) — 200

0%~y 20
que esta distribuida casi normalmente.
a) Ladiferencia de 160 h en unidades estandar es (160 — 200)/20 = —2. Por lo tanto

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = —2)
= 0.5000 + 0.4772 = 0.9772

b) Ladiferencia de 250 h en unidades estandar es (250 — 200)/20 = 2.50. Por lo tanto

Probabilidad buscada = (4rea bajo la curva normal a la derecha de z = 2.50)
= 0.5000 — 0.4938 = 0.0062
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Los balines de determinada marca tienen un peso promedio de 0.50 g y su desviacion estandar es 0.02 g. ¢Cuél
es la probabilidad de que entre dos lotes, cada uno de 1 000 balines, haya una diferencia de peso de mas de 2 g?

SOLUCION

Sean X,y X, las medias de los pesos de los balines de los dos lotes. Entonces

Hx,—x, = px, — px, = 0.50 —0.50 =0

2 2 2 2
a3 A oo 002
y %% =\N, TN, =\ Tooo " Tooo - O00089

La variable estandarizada correspondiente a la diferencia entre las medias es
(X, = Xy) =0
0.000895

que esta distribuida en forma aproximadamente normal.
Una diferencia de 2 g entre los lotes es equivalente a una diferencia de 2/1 000 = 0.002 g entre las medias. Esto

puede ocurrir si X; — X, > 0.002 0si X; — X, < —0.002; es decir,
0.002 -0 —0.002 -0

bl <
720000805 ~ 2P % 775000895

Entonces Pr{z >2.23 0 z < —2.23} = Pr{z > 223} + Pr{z < —2.23} = 2(0.5000 — 0.4871) = 0.0258.

—2.23

Ay B juegan un partido que consiste en que cada uno lance 50 monedas. A gana el partido si obtiene 5 0 mas
caras que B; si no, B lo gana. Determinar las posibilidades en contra de que A gane un juego.

SOLUCION

Sean P,y Pg las proporciones de caras obtenidas por A y por B, respectivamente. Si se supone que las monedas no estan
cargadas, la probabilidad p de obtener una cara es % Entonces

Bpy—py = pp, — pp, =0

pq pd _ 200
Opita = \75, 05, =\ [ig T =\ 75 = 010

La variable estandarizada correspondiente a esta diferencia entre las proporciones es z = (P, — Pg — 0)/0.10.

Considerando la variable como variable continua, 5 0 mas caras corresponde a 4.5 0 mas caras, de manera que la
diferencia entre las proporciones debe ser de 4.5/50 = 0.09 o més; es decir, z es mayor o igual a (0.09 — 0)/0.10 = 0.9 (o
bienz > 0.9). La probabilidad de esto es el area bajo la curva normal a la derecha de z = 0.9, la cual es (0.5000 — 0.3159)
= 0.1841.

De manera que las posibilidades en contra de que A gane son (1 — 0.1841):0.1841 = 0.8159:0.1841,04.43 a 1.

Dos distancias se miden como 27.3 centimetros (cm) y 15.6 cm con desviaciones estandar (errores estandar)
de 0.16 y 0.08 cm, respectivamente. Determinar la media y la desviacion estandar de: a) la sumay b) la dife-
rencia de estas distancias.

SOLUCION

Si las distancias se denotan D, y D,, entonces:

a) Upi+p2 = Up1 + Upy = 2734+ 156 =429cm
2 2 2 2

o012 = \/Th + 0By = 1/ (0.16)* + (0.08)” = 0.18cm
b) Hpi—p2 = Hp1 — fpy = 27.3 —15.6 = 11.7cm

Oo1-02 = /71 + By = 1/ (0.16)* + (0.08)° = 0.18em
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8.16

La media del tiempo de vida de determinado tipo de foco es 1 500 h y la desviacién estandar es 150 h. Se
conectan tres de estos focos de manera que cuando uno se funda, otro empiece a funcionar. Suponiendo que los
tiempos de vida estén distribuidos normalmente, ;cuél es la probabilidad de que la iluminacion dure: a) por lo
menos 5 000 h y b) a lo mucho 4 200 h?

SOLUCION
Suponga que los tiempos de vida son L,, L, y L;. Entonces

Hrivrorrs = tr1 + o + prz = 1500 4+ 1500 + 1500 =4 500 h

OLiii2i0s =\ 03 + 07 + 033 = 1/3(150)° = 260 h

000 — 4 500
a) 50 000 h en unidades estandar = % =192

Probabilidad buscada = (area bajo la curva normal a la derecha de z = 1.92)
= 0.5000 — 0.4726 = 0.0274

b) 4200 h en unidades estandar = % =—1.15

Probabilidad buscada = (4rea bajo la curva normal a la izquierda de z = —1.15)
= 0.5000 — 0.3749 = 0.1251

DEMOSTRACIONES DE LA TEORIA ELEMENTAL DEL MUESTREO

EMPLEANDO SOFTWARE

8.17  Enuna universidad, 1/3 de los estudiantes toma 9 horas de crédito, 1/3 toma 12 horas de crédito y 1/3 toma
15 horas de crédito. Si X representa las horas de crédito que toma un estudiante, la distribucion de X es p(x) =
1/3 parax =9, 12y 15. Encontrar la media y la varianza de X. ;Qué tipo de distribucion tiene X?
SOLUCION

8.18

La media de X es p =Y xp(x) = 9(1/3) + 12(1/3) 4+ 15(1/3) = 12. La varianza de X es o> = . x’p(x) — p* =
81(1/3) + 144(1/3) +225(1/3) — 144 = 150 — 144 = 6. La distribucién de X es uniforme.

Enumerar todas las muestras de tamafio n = 2 que pueden tomarse (con reposicion) de la poblacion del proble-
ma 8.17. Usar el asistente para graficos de EXCEL para graficar la distribucién muestral de la media y mostrar
que ji; = p1y que o3 = o° /2.

SOLUCION
A B C D E F G
media xbarra p(x barra) xbarra x p(x barra) x barra® x p(x barra)

9 9 9 9 0.111111 1 9
9 12 10.5 10.5  0.222222 2.333333333 24.5
9 15 12 12 0.333333 4 48

12 9 10.5 13.5  0.222222 3 40.5

12 12 12 15 0.111111 1.666666667 25

12 15 135 12 147

15 9 12

15 12 135

15 15 15
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La hoja de calculo de EXCEL muestra en Ay en B los valores muestrales posibles y en C las medias. La distri-
bucion muestral de x barra se construye y se daen D y E. En C2 se ingresa la funcion =AVERAGE(A2:B2), se hace
clicy se arrastra de C2 a C10. Como la poblacion es uniforme, cada muestra tiene probabilidad 1/9 de ser elegida. La
media muestral se representa por x barra. La media de las medias muestrales es . = ¥xp(x)y se calcula de F2 a F6.
La funcion =SUM(F2:F6) se ingresa en F7 y se obtiene 12, mostrando que 1 = . La varianza de las medias mues-
trales es o2 = zxzp(;c) — 42y se calcula como sigue. De G2 a G6 se calcula chzp(x). En G7 se ingresa la funcion
=SUM(G2:G6), que es igual a 147. Restando 122 0 bien144 de 147, se obtiene 3, que es o> = 02/2. En la figura 8-5
se muestra que con un tamafio de muestra 2, la distribucion muestral de x es un poco parecida a una distribucion
normal. Las probabilidades mayores se encuentran cerca de 12 y éstas disminuyen hacia la derecha y hacia la izquierda
de 12.

0.35

0.3 1
0.25 A
0.2 1
0.15 A

<
0.1 1

0.05 A

9 10 11 12 13 14 15
X barra
Figura 8-5 Distribucion de x barra paran = 2.

8.19 Enlistar todas las muestras de tamafio n = 3 que se pueden obtener con reposicién de la poblacién del problema
8.17. Usar EXCEL para construir la distribucion muestral de la media. Para graficar la distribucion muestral
de la media se usa el asistente para graficos de EXCEL. Mostrar que z; = 11y que o2 = %

SOLUCION
A B C D E F G H
media x barra p(x barra)  x barra*p(x barra) x barra®2p(x barra)

9 9 9 9 9 0.037037037 0.333333333 3
9 9 12 10 10 0.111111111 1111111111 11.11111111
9 9 15 11 11 0.222222222 2.444444444 26.88888889
9 12 9 10 12 0.259259259 3.111111111 37.33333333
9 12 12 11 13 0.222222222 2.888888889 37.55555556
9 12 15 12 14 0.111111111 1.555555556 2177777778
9 15 9 11 15 0.037037037 0.555555556 8.333333333
9 15 12 12 12 146
9 15 15 13

12 9 9 10



222 CariTuLo 8 TEORIA ELEMENTAL DEL MUESTREO

Continuacion

A B C D E F G H
media x barra p(x barra)  x barra*p(x barra)  x barra®2p(x barra)
12 9 12 11
12 9 15 12
12 12 9 11
12 12 12 12
12 12 15 13
12 15 9 12
12 15 12 13
12 15 15 14
15 9 9 11
15 9 12 12
15 9 15 13
15 12 9 12
15 12 12 13
15 12 15 14
15 15 9 13
15 15 12 14
15 15 15 15

En la hoja de célculo de EXCEL se muestran en A, B y C todos los valores muestrales, las medias se danen D y la
distribucion muestral de x barra se calculay se daen E y F. En D2 se ingresa la funcion =AVERAGE(A2:C2), se hace
clic y se arrastra desde D2 hasta D28. Como esta poblacion es uniforme, cada muestra tiene la probabilidad 1/27 de
ser elegida. La media muestral se representa por x barra. La media de las medias muestral es . = xp(x)y se calcu-
la desde G2 hasta G8. La funcion =SUM(G2:G8) se ingresa en G9 y da como resultado 12, lo que demuestra que con
muestras de tamafio n = 3 y; = p. La varianza de las medias muestrales es o2 = Z)_czp()_c) — 42y se calcula como
sigue. Desde H2 hasta H8 se calcula chzp(x). En H9 se ingresa la funcion =SUM(H2:H8), que da como resultado
146. Restando 122, que es 144, de 146, se obtiene 2. Obsérvese que o> = 02/3. En la figura 8-6 se observa la tenden-
cia de la distribucién x barra a una distribucién normal.

0.3

0.25 A

0.2 1

0.05 1

0 T T T T T
9 10 11 12 13 14 15

X barra
Figura 8-6 Distribucion de x barra paran = 3.
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8.20 Enlistar las 81 muestras de tamafio n = 4 (con reposicion) que se pueden obtener de la poblacion del problema
8.17. Usar EXCEL para construir la distribucion muestral de las medias. Con el asistente para graficos de
EXCEL, graficar la distribucién muestral de las medias, y mostrar que z; = py que o> = 02/4.

SOLUCION

El método empleado en los problemas 8.18 y 8.19 se extiende a muestras de tamafio 4. En la hoja de célculo de EXCEL se
obtiene la siguiente distribucion para x barra. Ademas, se puede demostrar que px = (Y que o% = 02/4.

X barra p(x barra)  x barra*p(x barra) x barra®2p(x barra)
9 0.012345679 0.111111111 1
9.75 0.049382716 0.481481481 4.694444444
10.5 0.12345679 1.296296296 13.61111111
11.25 0.197530864 2.222222222 25
12 0.234567901 2.814814815 33.77777778
12.75 0.197530864 2.518518519 3211111111
135 0.12345679 1.666666667 22.5
14.25 0.049382716 0.703703704 10.02777778
15 0.012345679 0.185185185 2777777778
1 12 1455

En la figura 8-7 se muestra la grafica de EXCEL de la distribucion de x barra para muestras de tamafio 4.

0.25

0.2 1

0.15

0.05 A

0 T T T T T
9 10 11 12 13 14 15

x barra

Figura 8-7 Distribucién de x barra para muestras de n = 4.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS
DISTRIBUCION MUESTRAL DE LAS MEDIAS

8.21  Una poblacion consta de los cuatro nimeros 3, 7, 11 y 15. Considerar todas las posibles muestras con reposicion de tama-
fio 2 que pueden obtenerse de esta poblacion. Encontrar: a) la media poblacional, b) la desviacion estandar poblacional,
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8.22

8.23

8.24

8.25

8.26

8.27

8.28
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c) la media de la distribucion muestral de las medias y d) la desviacion estandar de la distribucion muestral de las medias.
Verificar los incisos ¢) y d) directamente a partir de los incisos a) y b) empleando las formulas adecuadas.

Resolver el problema 8.21 si el muestreo se hace sin reposicion.

Las masas de 1 500 balines estan distribuidas de manera normal, siendo su media 22.40 g y su desviacion estandar 0.048 g.
Si de esta poblacion se toman 300 muestras aleatorias de tamafio 36, determinar la media y la desviacion estandar esperadas
en la distribucion muestral de las medias si el muestreo se hace: a) con reposicion y b) sin reposicion.

Resolver el problema 8.23 si la poblacién consta de 72 balines.

¢En cuantas de las muestras aleatorias del problema 8.23 la media: a) estara entre 22.39 y 22.41 g, b) sera mayor a 22.42 g,
c) serd menor a 22.37 g y d) sera menor a 22.38 g 0 mayor a 22.41 g?

La media de la vida ttil de ciertos cinescopios fabricados por una empresa es 800 h y la desviacion estandar es 60 h. Encontrar
la probabilidad de que en una muestra aleatoria de 16 cinescopios la media del tiempo de vida: a) esté entre 790 y 810 h,
b) sea menor a 785 h, ¢) sea mayor a 820 hy d) esté entre 770y 830 h.

Repetir el problema 8.26 con una muestra aleatoria de 64 cinescopios. Explicar la diferencia.

Los paquetes que se reciben en una tienda departamental pesan en promedio 300 libras (Ib) y su desviacion estandar es de
50 Ib. ¢ Cuadl es la probabilidad de que 25 paquetes recibidos al azar pesen mas del limite de seguridad especificado en el
elevador, que es 8 200 Ib?

NUMEROS ALEATORIOS

8.29

8.30

8.31

8.32

8.33

Repetir el problema 8.6 usando un conjunto diferente de nimeros aleatorios y seleccionando: a) 15, b) 30, ¢) 45y d) 60
muestras, con reposicion, de tamafio 4. En cada caso, comparar con los resultados tedricos.

Repetir el problema 8.29 tomando muestras de tamafio: a) 2 y b) 8 con reposicion, en lugar de tamafio 4 con reposicion.

Repetir el problema 8.6, pero muestreando sin reposicion. Comparar con los resultados tedricos.

a) Mostrar como se toman 30 muestras de tamafio 2 de la distribucién del problema 3.61.

b) Calcular la media y la desviacion estandar de la distribucion muestral de las medias obtenida y compararla con los
resultados teoricos.

Repetir el problema 8.32 empleando muestras de tamafio 4.

DISTRIBUCION MUESTRAL DE PROPORCIONES

8.34

8.35

Encontrar la probabilidad de que de los 200 préximos nifios que nazcan, a) menos de 40% sean varones, b) entre 43y 57%
sean nifias y ¢) mas de 54% sean varones. Supongase que existe la misma probabilidad de nacimiento de un nifio que de
una nifa.

De 1 000 muestras, cada una de 200 nifios, ¢en cuantas puede esperarse encontrar que: a) menos del 40% sean nifios,
b) entre 40 y 60% sean nifias y c) 53% 0 mas sean nifias?
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Repetir el problema 8.34 si las muestras son de 100 y no de 200 nifios y explicar las diferencias resultantes.

Una urna contiene 80 canicas, de las cuales el 60% son rojas y el 40% son blancas. De 50 muestras, cada una de 20 canicas,
tomadas de la urna con reposicion, ;en cuantas muestras se puede esperar que: a) haya el mismo nimero de canicas rojas
que de canicas blancas, b) haya 12 canicas rojas y 8 canicas blancas, c) haya 8 canicas rojas y 12 canicas blancasy d) 10
0 més canicas sean blancas?

Disefiar un experimento que tenga por objeto ilustrar los resultados del problema 8.37. En lugar de canicas rojas y blancas
se pueden usar tiras de papel en las que se escriba R y B en las proporciones adecuadas. ;Qué error se introduciria al usar
dos conjuntos diferentes de monedas?

Un fabricante envia 1 000 lotes, cada uno de 100 bulbos eléctricos. Si es normal que el 5% de los bulbos esté defectuoso,
¢en cuantos de los lotes se esperaria: @) menos de 90 bulbos buenos y b) 98 o mas bulbos buenos?

DISTRIBUCIONES MUESTRALES DE DIFERENCIAY DE SUMAS

8.40

8.41

8.42

8.43

8.44

8.45

8.46

8.47

8.48

A'y B fabrican cables que tienen una resistencia media a la ruptura de 4 000 Ib y 4 500 Ib, y desviaciones estandar de 300
Ib y 200 Ib, respectivamente. Si se prueban 100 cables del fabricante Ay 50 cables del fabricante B, ¢cual es la probabilidad
de que la resistencia media a la ruptura de B sea: a) por lo menos 600 Ib mayor que la de Ay b) por lo menos 450 Ib mayor
que la de A?

En el problema 8.40, ;cuéles son las probabilidades si se prueban 100 cables de cada fabricante? Explicar cualquier dife-
rencia.

La puntuacion media obtenida por los estudiantes en una prueba de aptitud es 72 puntos y la desviacion estandar es 8 pun-
tos. ¢ Cudl es la probabilidad de que dos grupos de estudiantes, uno de 28 y otro de 36 estudiantes, difieran en la media de
sus puntuaciones en: a) 3 0 mas puntos, b) 6 0 mas puntos y c) entre 2 y 5 puntos?

Una urna contiene 60 canicas rojas y 40 canicas blancas. De esta urna se extraen, con reposicion, dos conjuntos de 30
canicas cada uno, y se van anotando sus colores. ;Cudl es la probabilidad de que los dos conjuntos difieran en 8 0 mas
canicas rojas?

Resolver el problema 8.43 si para obtener los dos conjuntos de canicas el muestreo se hace sin reposicion.

Los resultados de una eleccion indican que un candidato obtuvo el 65% de los votos. Encontrar la probabilidad de que dos
muestras aleatorias, cada una de 200 votantes, indiquen una diferencia mayor al 10% entre las proporciones de quienes
votaron por el candidato.

Si U; y U, son los conjuntos de nimeros del problema 8.11, verificar que: @) puyy 2 = pur + o2 Y D) o1 =

/2 2
oy o

Los valores que se obtienen al medir tres masas son 20.48, 35.97 y 62.34 g, con desviaciones estandar de 0.21, 0.46 y 0.54 g,
respectivamente. Encontrar: a) la media y b) la desviacion estandar de la suma de las masas.

El voltaje medio de una bateria es 15.0 volts (V) y la desviacion estandar es 0.2 V. ;Cual es la probabilidad de que cuatro
de estas baterias conectadas en serie tengan, juntas, un voltaje de 60.8 VV 0 mas?
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8.49  Enuna universidad la distribucion de las horas crédito es como sigue:

X 6 9 12 15 18
px) | 01 0.2 0.4 0.2 0.1

Encontrar yt y o2, Dar las 25 muestras (con reposicion) de tamafio 2 que se pueden obtener, su media y sus probabilidades.

8.50  Graficar la distribucion de probabilidad de x barra del problema 8.49, paran = 2.
8.51  Con los datos del problema 8.50, mostrar que py = py a% = "7

8.52  Con los datos del problema 8.49, proporcionar y graficar la distribucion de probabilidad de x barra paran = 3.
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LA ESTIMACION
ESTADISTICA

ESTIMACION DE PARAMETROS

En el capitulo 8 se vio como emplear la teoria del muestreo para obtener informacion acerca de muestras extraidas en
forma aleatoria de una poblacién desconocida. Sin embargo, desde el punto de vista practico, suele ser mas importan-
te poder inferir informacion acerca de una poblacion a partir de muestras obtenidas de ella. De estos problemas se
ocupa la inferencia estadistica en la que se usan los principios de la teoria del muestreo.

Un problema importante de la inferencia estadistica es la estimacion de parametros poblacionales, o simplemente
parametros (como, por ejemplo, la media y la varianza poblacionales), a partir de los correspondientes estadisticos
muestrales, o simplemente estadisticos (por ejemplo, la media y la varianza muestrales). En este capitulo se analiza
este problema.

ESTIMACIONES INSESGADAS

Si la media de la distribucion muestral de un estadistico es igual al parametro poblacional correspondiente se dice que
el estadistico es un estimador insesgado del pardmetro; si no es asi, se dice que es un estimador sesgado. A los valores
de estos estadisticos se les llama estimaciones insesgadas o sesgadas, respectivamente.

EJEMPLO 1 La media de la distribucion muestral de las medias 15 es p, la media poblacional. Por lo tanto, la media muestral
X es una estimacion insesgada de la media poblacional .

EJEMPLO 2 La media de la distribucion muestral de las varianzas es

N—1 ,
) =———0
Hs N

donde o es la varianza poblacional y N es el tamafio de la muestra (ver tabla 8.1). Por lo tanto, la varianza muestral s es una esti-
macion sesgada de la varianza poblacional o°>. Empleando la varianza modificada

a2 N 2

§ = ———

N-1°

_ 2 a2 : P 2 o ~ - -z
se encuentra que u, = o, de manera que $° es una estimacion insesgada de . Sin embargo, § es una estimacion sesgada de o.

227
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En el lenguaje de la esperanza matematica (ver capitulo 6) se puede decir que un estadistico es insesgado si su
esperanza matematica es igual al correspondiente parametro poblacional. Por lo tanto, X'y § son insesgados, ya que
E{X}=pyE{’} =~

ESTIMACIONES EFICIENTES

Si la distribucién muestral de dos estadisticos tiene la misma media (o esperanza), entonces al estadistico que tiene la
menor varianza se le llama estimador eficiente del pardmetro correspondiente, y al otro se le Ilama estimador inefi-
ciente. A los valores de estos estadisticos se les Ilama estimaciones eficientes e ineficientes, respectivamente.

Si se consideran todos los estadisticos cuya distribucion muestral tiene una misma media, al estadistico que tiene
la menor varianza suele llamarsele estimador mas eficiente o mejor del pardmetro correspondiente.

EJEMPLO 3 Las distribuciones muestrales de la media y de la mediana tienen la misma media, a saber, la media poblacional.
Sin embargo, la varianza de la distribucion muestral de las medias es menor que la varianza de la distribucién muestral de las
medianas (ver tabla 8.1). Por lo tanto, la media muestral proporciona una estimacion eficiente de la media poblacional, en tanto que
la mediana muestral proporciona una estimacion ineficiente de la media poblacional.

De todos los estadisticos que estiman la media poblacional, la media muestral proporciona la mejor (o la mas eficiente) estima-
cion.

En la practica, las estimaciones ineficientes suelen usarse debido a la relativa facilidad con que algunas de ellas
pueden obtenerse.

ESTIMACIONES PUNTUALES Y ESTIMACIONES POR INTERVALO;
SU CONFIABILIDAD

A una estimacion de un parametro poblacional que se da mediante un solo nimero se le llama estimacién puntual del
parametro. A una estimacién de un parametro poblacional que se da mediante dos nimeros, entre los cuales se consi-
dera que debe estar el parametro en cuestion, se le Ilama estimacion por intervalo del parametro en cuestion.

Las estimaciones por intervalo dan la precision, o exactitud, de la estimacion, y por esto se prefieren a las estima-
ciones puntuales.

EJEMPLO 4 Si se dice que en la medicion de una distancia se obtuvo como resultado 5.28 metros (m), se estd dando una esti-
macion puntual. En cambio, si se dice que la distancia es 5.28 4 0.03 m (es decir, que la distancia estéa entre 5.25 y 5.31 m), se esta
dando una estimacion por intervalo.

La informacidn sobre el error (o precisién) de una estimacion es su confiabilidad.

ESTIMACION DE PARAMETROS POBLACIONALES MEDIANTE
UN INTERVALO DE CONFIANZA

Sean ug Y og la media y la desviacion estandar (error estandar), respectivamente, de la distribucion muestral de un
estadistico S. Entonces, si la distribucién muestral de S es aproximadamente normal (lo que se sabe que es asi para
muchos estadisticos si el tamafio de la muestra es N > 30), se puede esperar que exista un estadistico muestral S que
se encuentre en los intervalos ug — og a g + og, g — 205 @ g + 205 0 ug — 305 a g + 3og, 8 68.27%, 95.45% y
99.73% de las veces, respectivamente.

De igual manera, se puede hallar (o se puede tener confianza de hallar) pg en los intervalos S — oga S + og, S —
205aS 4+ 2050S — 30gaS + 3oga68.27, 95.45 y 99.73% de las veces, respectivamente. Debido a ello, a estos
intervalos se les llama intervalos de confianza de 68.27%, 95.45% y 99.73% para estimar pg. A los nimeros de los
extremos de estos intervalos (S £ og, S £+ 205y S £ 305g) se les llama limites de confianza o limites fiduciales.

De igual manera, S + 1.9605y S £ 2.580¢ son los limites de confianza de 95% y de 99% (o de 0.95 y 0.99) para
S. Al porcentaje de confianza se le suele Ilamar nivel de confianza. A los nimeros 1.96, 2.58, etc., que aparecen en los
limites de confianza, se les llama coeficientes de confianza o valores criticos y se denotan z... A partir de los niveles de
confianza se pueden encontrar los coeficientes de confianza y viceversa.
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En la tabla 9.1 se presentan los valores de z, que corresponden a varios niveles de confianza que se usan en la
practica. Los valores de z, para niveles de confianza que no estén en esta tabla se pueden encontrar en las tablas de
areas de la curva normal (ver apéndice II).

Tabla 9.1

Nivel de confianza | 99.73% | 99% [ 98% | 96% | 95.45% | 95% [ 90% | 80% | 68.27% 50%

Z. 3.00 258 | 233 | 2.05 2.00 196 | 1.645 | 1.28 1.00 0.6745

Intervalos de confianza para las medias

Si el estadistico S es la media muestral X, entonces los limites de confianza de 95 y 99% para la estimacion de la media
poblacional y estan dados por X & 1.960 y X + 2.580 ¢, respectivamente. En general, los limites de confianza estan
dados por X + z.0 ¢, donde z, (que depende del nivel de confianza deseado) puede leerse en la tabla 9.1. Empleando
los valores para o ¢ obtenidos en el capitulo 8, se ve que los limites de confianza para la media poblacional estan dados
por

= ag
X+z, — 1

<IN 1)
si el muestreo se hace ya sea de una poblacidn infinita o de una poblacion finita, pero con reposicién, y estan dados
por

T4 o Ny, — N
CUN\N, -1

@)

si el muestreo se hace sin reposicion de una poblacion de tamafio finito N,,.

Por lo general no se conoce la desviacién estandar poblacional o; de manera que para obtener los limites de con-
fianza anteriores, se usa la estimacion muestral 5 0 s. El resultado es satisfactorio si N > 30. Si N < 30, la aproximacion
es pobre y se debe emplear la teoria del muestreo para muestras pequefias (ver capitulo 11).

Intervalos de confianza para proporciones

Si el estadistico S es la proporcion de “éxitos” en una muestra de tamafio N obtenida de una poblacién binomial en la
que p es la proporcion de éxitos (es decir, la probabilidad de éxito), entonces los limites de confianza para p estan
dados por P + z.o,, donde P es la proporcion de éxitos en una muestra de tamafio N. Empleando los valores para o,
indicados en el capitulo 8 se ve que los limites de confianza para la proporcion poblacional estan dados por

Pizc\/’T;PizM/p(lN_p) ©)

si el muestreo se hace de una poblacion infinita o de una poblacidn finita, pero con reposicidn, y estan dados por

pq [Np — N
Pz VN =T (4)
p

si el muestreo se hace sin reposicion y de una poblacion finita de tamafio N,,.

Para calcular estos limites de confianza se emplea la estimacion muestral P para p, la que por lo general resulta
satisfactoria siempre que N > 30. En el problema 9.12 se da un método méas exacto para obtener estos limites de
confianza.
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Intervalos de confianza para diferencias y sumas

Si S,y S, son dos estadisticos muestrales con distribuciones aproximadamente normales, los limites de confianza para
la diferencia entre los pardmetros poblacionales correspondientes a S; y S, estan dados por

S, =Sy tz05 5, =5 S £z, \/m (5)

y los limites de confianza para la suma de los parametros poblacionales estan dados por

S|+ 8y £ 205,45, = Si1 + Sy £ 204/ 05, + 05, )

siempre que las muestras sean independientes (ver capitulo 8).
Por ejemplo, los limites de confianza para la diferencia entre dos medias poblacionales, en el caso en que las pobla-
ciones sean infinitas, estan dados por

B B B _ 2 o2
Xi—Xotzog 5 =X —-X, £z, Fwﬁ (7
1 2
donde X,, o4, N; ¥y X,, 05, N, son las correspondientes medias, desviaciones estandar y tamafios de las dos muestras
obtenidas de las poblaciones.
De igual manera, los limites de confianza para la diferencia entre dos proporciones poblacionales, si las poblacio-

nes son infinitas, estan dados por

1 - 1-—
Pl _PQiZLxO—Plsz :Pl —PziZC \/pl( pl) +p2( pZ) (8)

N, N,

donde P, y P, son las dos proporciones muestrales, N; y N, son los tamafios de las dos muestras obtenidas de las
poblaciones y p; y p, son las proporciones en las dos poblaciones (estimadas por P, y P,).

Intervalos de confianza para desviaciones estandar

Los limites de confianza para la desviacion estdndar o de una poblacion distribuida normalmente, estimada a partir de
una muestra con desviacion estandar s, estan dados por

stzo, =85tz

empleando la tabla 8.1. Para calcular estos limites de confianza, se usa s 0 § para estimar o.

ERROR PROBABLE

Los limites de confianza de 50% para el parametro poblacional correspondiente a un estadistico S estan dados por
S + 0.67450. La cantidad 0.67450¢ se conoce como el error probable de la estimacion.
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PROBLEMAS RESUELTOS

ESTIMADORES INSESGADOS Y EFICIENTES

9.1

9.2

9.3

Dar un ejemplo de estimadores (o0 estimaciones) que sean: a) insesgados y eficientes, b) insesgados e ineficien-
tes y c) sesgados e ineficientes.

SOLUCION

a) Lamedia muestral X y la varianza muestral

son dos ejemplos.

b) La mediana muestral y el estadistico muestral %(Ql + 03), donde Q; y Qs son los cuartiles muestrales inferior y
superior, son dos de estos ejemplos. Ambos estadisticos son estimaciones insesgadas de la media poblacional, ya que
la media de sus distribuciones muestrales es la media poblacional.

c) La desviacion estandar s, la desviacion estandar modificada s, la desviacion media y el rango semiintercuartil son
cuatro de estos ejemplos.

Para el diametro de un esfera, un cientifico obtiene una muestra de cinco mediciones, 6.33, 6.37, 6.36, 6.32 y
6.37 centimetros (cm). Obténganse estimaciones insesgadas y eficientes de: a) la verdadera media y b) la ver-
dadera varianza.

SOLUCION
a) Laestimacion insesgada y eficiente de la verdadera media (es decir, de la media poblacional) es

_ XX 6334637 +636+632+637

X = 6.35cm
N 5

b) Laestimacion insesgada y eficiente de la verdadera varianza (es decir de la varianza poblacional) es

e N L Y-X)

N1 T NI

(633 6.35)> + (6.37 — 6.35)> + (6.36 — 6.35)° + (6.32 — 6.35)° + (6.37 — 6.35)°
5-1

= 0.00055 cm?

Obsérvese que aunque § = +/0.00055 = 0.023 cm es una estimacion de la verdadera desviacion estandar, esta
estimacion no es ni insesgada ni eficiente.

Supdngase que las estaturas de 100 estudiantes varones de la universidad XYZ representan una muestra alea-
toria de las estaturas de los 1 546 estudiantes de esa universidad. Determinar estimaciones insesgadas y eficien-
tes: a) para la verdadera media y b) para la verdadera varianza.

SOLUCION

a) De acuerdo con el problema 3.22, la estimacion insesgada y eficiente de la verdadera estatura media es X = 67.45
pulgadas (in).
b) De acuerdo con el problema 4.17, la estimacion insesgada y eficiente de la verdadera varianza es
5 N , 100

S =—"

=75 =gg (8:5275) =8.6136

Por lo tanto, § = v/8.6136 = 2.93in. Obsérvese que como N es grande, en esencia no hay diferencia entre s? y Fo
entresy s.
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9.4

Obsérvese que no se empled la correccion de Sheppard por agrupamiento. Si se emplea, se usa s = 2.79 in (ver
problema 4.21).

Dar una estimacion insesgada e ineficiente del verdadero diametro medio de la esfera del problema 9.2.

SOLUCION

La mediana es un ejemplo de estimacién insesgada e ineficiente de la media poblacional. Para las cinco mediciones coor-
denadas de acuerdo con su magnitud, la mediana es 6.36 cm.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS

9.5

9.6

Encontrar los intervalos de confianza: a) de 95% y b) 99% para estimar la estatura media de los estudiantes de
la universidad XYZ del problema 9.3.

SOLUCION

a) Los limites de confianza del 95% son X + 1.960/+/N. Empleando X = 67.45in, y § = 2.93in como estimacion de
o (ver problema 9.3), los limites de confianza son 67.45 + 1.96(2.93/1/100) 0 67.45 + 0.57 in. Por lo tanto, el inter-
valo de confianza del 95% para la media poblacional . es 66.88 a 68.02 in, lo que se denota asi 66.88 < u < 68.02.

De manera que se puede decir que la probabilidad de que la media poblacional de las estaturas se encuentre
entre 66.88 y 68.02 es aproximadamente de 95% o 0.95. Empleando simbolos se escribe Pr{66.88 < u < 68.02} =
0.95. Esto equivale a decir que se tiene 95% de confianza en que la media poblacional (o verdadera media) se encuen-
tre entre 66.88 y 68.02 in.

b) Los limites de confianza del 99% son X +2.580/+/N = X +2.585/v/N = 67.45 £ 2.58(2.93/1/100) = 67.45 &
0.76 in. Por lo tanto, el intervalo de confianza del 99% para la media poblacional p es 66.69 a 68.21 in, lo que se
denota asi 66.69 < u < 68.21.

Al obtener los intervalos de confianza anteriores se supuso que la poblacién era infinita o tan grande que se
podia considerar que las condiciones eran las mismas que en un muestreo con reposicion. En el caso de poblaciones
finitas, si el muestreo se hace sin reposicion, se debe usar

N, — N

7
UN N, =1

en lugar de

B

Sin embargo, se puede considerar que el factor

IN,~N /1526 —100
2 __ - =0.967
N, — 1 1546 — 1

es practicamente 1.0, por lo que no necesita usarse. Si se usa, los limites de confianza anteriores se convierten en 67.45
+ 0.56 iny 67.45 + 0.73 in, respectivamente.

Una empresa tiene 5 000 arboles de navidad maduros y listos para ser cortados y vendidos. En forma aleatoria
se seleccionan 100 de estos arboles y se miden sus alturas. En la tabla 9.2 se dan estas alturas en pulgadas.
Emplear MINITAB para dar un intervalo de confianza de 95% para la altura media de los 5 000 arboles. Si
estos arboles se venden a $2.40 por pie, dar un limite inferior y un limite superior para el valor de los 5 000
arboles.

SOLUCION

El intervalo de confianza de MINITAB, que se da a continuacion, indica que la altura media de los 5 000 arboles puede ir
desde 57.24 a 61.20 pulgadas. El nimero total de pulgadas en los 5 000 arboles esta entre (57.24)(5 000) = 286 200 y
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Tabla 9.2
56 61 52 62 63 34 47 35 44 59
70 61 65 51 65 72 55 71 57 75
53 48 55 67 60 60 73 74 43 74
71 53 78 59 56 62 48 65 68 51
73 62 80 53 64 44 67 45 58 48
50 57 72 55 56 62 72 57 49 62
46 61 52 46 72 56 46 48 57 52
54 73 71 70 66 67 58 71 75 50
44 59 56 54 63 43 68 69 55 63
48 49 70 60 67 47 49 69 66 73

(61.20)(5 000) = 306 000. Si estos arboles se venden a $2.40 por pie, entonces el precio por pulgada es $0.2. El valor de
los arboles esté entre (286 000)(0.2) = $57 200 y (306 000)(0.2) = $61 200 con 95% de confianza (o de seguridad).

Despliege de datos

altura
56 70 53 71 73 50 46 54 44
48 61 61 48 53 62 57 61 73
59 49 52 65 55 78 80 72 52
71 56 70 62 51 67 59 53 55
46 70 54 60 63 65 60 56 64
56 72 66 63 67 34 72 60 62
44 62 56 67 43 47 47 55 73
48 67 72 46 58 68 49 35 71
74 65 45 57 48 71 69 69 44
57 43 68 58 49 57 75 55 66
59 75 74 51 48 62 52 50 63
73

MTB > cl desviacion estandar
Columna desviacién estandar

Desviacion estandar de altura = 10.111
MTB > zintervalo 95% de confianza ds = 10.111 datos en cl

Intervalos de confianza
Sigma supuesta = 10.1

Variable N Media DesvEst SE media 95.0% CI
Altura 100 59.22 10.11 1.01 (57.24, 61.20)

En una encuesta a sacerdotes catélicos, cada sacerdote informd de la cantidad de bautizos, bodas y funerales
celebrados el afio anterior. En la tabla 9.3 se presentan las respuestas obtenidas. Utilizar estos datos para cons-
truir un intervalo de confianza de 95% para p, la media del nimero, por sacerdote, de bautizos, bodas y fune-



234 CariTuLo 9 TEORIA DE LA ESTIMACION ESTADISTICA

9.8

Tabla 9.3
32 44 48 35 34 29 31 61 37 41
31 40 44 43 41 40 41 31 42 45
29 40 42 51 16 24 40 52 62 41
32 41 45 24 41 30 42 47 30 46
38 42 26 34 45 58 57 35 62 46

rales celebrados el afio anterior. Obtener el intervalo empleando la formula para intervalos de confianza y usar
también el comando Zinterval de MINITAB para hallar este intervalo.

SOLUCION

Una vez ingresados los datos de la tabla 9.3 en la columna 1 de la hoja de calculo de MINITAB y de haberle dado “nime-
ro” como nombre a esta columna, se dan los comandos para la media y la desviacion estandar.

MTB > cl media

Columna media

Media de numero = 40.261
MTB > cl desviacion estandar

Columna desviacion estandar

Desviacion estandar de numero = 9.9895

El error estandar de la media es igual a 9.9895/+/50 = 1.413, el valor critico es 1.96 y el margen de error de 95%
es 1.96(1.413) = 2.769. El intervalo de confianza va de 40.261 — 2.769 = 37.492 a 40.261 + 2.769 = 43.030.
Con el comando Zinterval se obtiene el resultado siguiente:

MTB > Zinterval, de 95% de confianza sd = 9.9895 datos en cl

Intervalos de confianza Z
Sigma supuesta = 9.99

Variable N Media DesvEst SE media 95.00% CI
NUimero 50 40.26 9.99 1.41 (37.49, 43.03)

Se tiene una confianza de 95% de que la verdadera media de todos los sacerdotes esté entre 37.49 y 43.03.

Para medir el tiempo de reaccién, un psicdlogo estima que la desviacion estandar es 0.05 segundos (). ¢Qué
tan grande debe ser la muestra de las medidas para que se tenga una confianza: a) de 95% y b) de 99% en que
el error de esta estimacion no serd mayor de 0.01 s?

SOLUCION

a) Los limites de confianza del 95% son X + 1.960/+/N, siendo el error de estimacion 1.96¢/+/N. Tomando o = s =
0.05 s, se ve que este error sera igual a 0.01 s si (1.96)(0.05)/+/N = 0.01; es decir, vN = (1.96)(0.05)/0.01 = 9.8
o0 bien N = 96.04. Por lo tanto, se puede tener una confianza del 95% en que el error de estimacion sera menor a 0.01
si N es 97 o mayor.
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Otro método

(1.96)(0.05) . VN 1 . (1.96)(0.05)
7]\]30,01 si WEW o bien ﬁzT_QS

Entonces N > 96.04, o bien N > 97.

b) Los limites de confianza del 99% son X = 2.584/+/N. Entonces (2.58)(0.05)/v/N = 0.01 o bien N = 166.4. De
manera que se puede tener una confianza de 99% de que el error de estimacion sera menor a 0.01 s s6lo si N es 167
0 mayor.

De un total de 200 calificaciones de matematicas se tomd una muestra aleatoria de 50 calificaciones en la que
la media encontrada fue 75 y la desviacion estandar, 10.

a) ¢Cuales son los limites de confianza de 95% para la estimacion de la media de las 200 calificaciones?
b) ¢Con qué grado de confianza se puede decir que la media de las 200 calificaciones es 75 4 1?

SOLUCION

a) Como el tamafio de la poblacién no es muy grande en comparacién con el tamafio de la muestra, hay que hacer un
ajuste. Entonces, los limites de confianza de 95% son

) _ N, — N 10 /200 -
F41960, = ¥ £196 -2 NN 55, 496 10 20250 45 5y
VN[N, =1 /30 V7200 - 1

b) Los limites de confianza estan representados por

_ _ N, — N 10 200 —
Fazopetiz 2 M= N_ oo, 10 j200230 o5,
VN \I'N, - /30 V200 - 1

Como esto debe ser igual a 75 + 1, se tiene 1.23z, = 1, o0 bien z, = 0.81. El &rea bajo la curva normal desde z = 0
hasta z = 0.81 es 0.2910; por lo tanto, el grado de confianza buscado es 2(0.2910) = 0.582 o bien 58.2%.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

9.10

9.11

Un sondeo realizado con 100 votantes tomados en forma aleatoria de la poblacién de todos los votantes de
determinado distrito indica que de éstos, 55% estan a favor de cierto candidato. Encontrar limites de confianza
de: a) 95%, b) 99% y c) 99.73% para la proporcion de todos los votantes a favor de este candidato.

SOLUCION

a) Los limites de confianza de 95% para la p poblacional son P+ 1.960p = P+ 1.96 \/p(l —p)/N = 0.55+
1.96 1/(0.55)(0.45)/100 = 0.55 £ 0.10, donde se ha usado la proporcion muestral P para estimar p.

b) Los limites de confianza de 99% para p son 0.55 £ 2.58 /(0.55)(0.45)/100 = 0.55 £ 0.13.

c) Los limites de confianza de 99.73% para p son 0.55 + 3 ,/(0.55)(0.45)/100 = 0.55 £ 0.15.

¢De qué tamafio debera tomarse la muestra de votantes del problema 9.19 para tener una confianza de: a) 95%
y b) 99.73% de que el candidato sera electo?

SOLUCION

Los limites de confianza parap son P + z. \/p(1 — p)/N = 0.55 & z, 1/(0.55)(0.45)/N = 0.55 & 0.50z./+/N, donde, de
acuerdo con el problema 9.10, se ha usado la estimacion P = p = 0.55. Dado que el candidato gana s6lo si tiene mas del
50% de la poblacion de votantes, se requiere que 0.50z./+/N sea menor a 0.05.
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9.12

9.13

a) Para una confianza de 95%, 0.50z,/v/N = 0.50(1.96) /+/N = 0.05 si N = 384.2. Por lo tanto, N debe ser 385, por lo
menos.

b) Para una confianza de 99.73%, 0.50z./v/N = 0.50(3)/+/N = 0.05 si N = 900. Por lo tanto, N debe ser 901, por lo
menos.

Otro método

1.50/v/N < 0.05 si v/N/1.50 > 1/0.05 0 v/N > 1.50/0.05. Entonces v/N > 30 o bien N > 900, de manera que N
debe ser por lo menos 901.

Se realiza un estudio y se encuentra que 156 de 500 varones adultos son fumadores. Emplear el paquete de
software STATISTIX para dar un intervalo de confianza de 99% para p, la proporcién poblacional de varones
adultos que son fumadores. Verificar el intervalo de confianza calculandolo a mano.

SOLUCION

Los resultados de STATISTIX se dan a continuacion. El intervalo de confianza de 99% aparece en negritas.

Prueba de proporcidén de una muestra

Tamafio de la muestra 500

Exito 156

Proporcioén 0.31200

Hipotesis nula P =0.5

Hipotesis alterna P<>0.5

Diferencia -0.18800

Error estandar 0.02072

Z (sin corregir) -8.41 P 0.0000
Z (corregida) -8.36 P 0.0000

Intervalo de confianza 99%

Sin corregir (0.25863, 0.36537)
Corregido (0.25763, 0.36637)

Se tiene una confianza de 99% de que el verdadero porcentaje de varones adultos fumadores esté entre 25.9% y
36.5%.
Verificacion:

0.312(0.688)

500 =0.0207

P=0312,z. =258,

1 - . . .
P+z, il ¥ ) 0 bien 0.312 + 2.58(0.0207) o bien (0.258, 0.365). Esto es lo mismo que se obtuvo antes con el
paquete de software STATISTIX.

Refiérase al problema 9.12 para dar un intervalo de confianza de 99% para p empleando MINITAB.

SOLUCION

El intervalo de confianza de 99% se muestra abajo en negritas. Es el mismo que el intervalo de confianza obtenido con
STATISTIX en el problema 9.12.

Muestra X N Muestra P Cl 99% Valor z Valor P
1 156 500 0.312000 (0.258629, 0.365371) -8.41 0.000
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INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

9.14

9.15

Para comparar la cantidad de tiempo que utilizan su celular los estudiantes universitarios, tanto varones como
mujeres, se tomaron 50 estudiantes varones y 50 estudiantes mujeres y se determin la cantidad de tiempo, en
horas por semana, que utilizan su celular. En la tabla 9.4 se presentan los resultados en horas. Dar un intervalo
de 95% de confianza para 1, — u, usando MINITAB. Verificar los resultados calculando a mano el intervalo.

Tabla9.4

Varones Mujeres

12 4111113111 9 71 10 9
7 9] 10 | 10 7110 | 10 7 91 10
7112 6 9115 | 11 8 9 6| 11

10 | 11 | 12 7 8 ] 10 7 9112 | 14

8 9111 ] 10 9111 ) 12 | 12 8 | 12
10 9 9 7 9] 12 9110 | 11 7
11 7 (10| 10 | 11 | 12 7 9 8| 11

9112 | 12 8113 ] 10 8 ] 13 8 ] 10

91 10 8|11 ] 10 9 9 9| 11 9
13 | 13 9] 10 | 13 9 8 9112 | 11

SOLUCION

Dado que ambas muestras son mayores de 30, se puede usar indistintamente la prueba z o la prueba t para dos muestras, ya
que la distribucion t y la distribucién z son muy similares.

Dos muestras T para varones vs mujeres

N Media DesvEst SE media
varones 50 9.82 2.15 0.30
mujeres 50 9.70 1.78 0.25

Diferencia = mu (varones) — mu (mujeres)

Estimado para diferencia: 0.120000

Cl 95% para diferencia: (-0.663474, 0.903474)

Prueba T de diferencia = 0 (vs no =): valor T = 0.30 valor P = 0.762
DF = 98

Ambos utilizaron la desviacién estandar comun = 1.9740

De acuerdo con los resultados de MINITAB, la diferencia entre las medias poblacionales esta entre —0.66 y 0.90.
Asi que existe la posibilidad de que no haya diferencia entre estas medias poblacionales.

Verificacion:

La férmula para un intervalo de confianza de 95% es (x| — X,) & z(,,( (s3/ny) + (s3/m3) ) Sustituyendo se obtie-
ne 0.12 4+ 1.96(0.395) que corresponde a la respuesta dada por MINITAB.

Usar STATISTIX y SPSS para resolver el problema 9.14.

SOLUCION

A continuacion se presenta la solucion dada por STATISTIX. Obsérvese que el intervalo de confianza de 95% es el mismo
que el del problema 9.14. Mas adelante se vera por qué se supone que las varianzas son iguales.
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Pruebas de dos muestras T para varones vs mujeres

Variable Media N SD SE
varones 9.8200 50 2.1542 0.3046
mujeres 9.7000 50 1.7757 0.2511
Diferencia 0.1200

Hipotesis nula: diferencia = 0
Hipotesis alterna: diferencia < > 0

Cl 95% para diferencia

Supuesto T DF P Inferior Superior
Varianzas iguales 0.30 98 0.7618 —-0.6635 0.9035
Varianzas desiguales 0.30 94.6 0.7618 —0.6638 0.9038
Prueba para igualdad F DF P

de varianzas 1.47 49,49 0.0899

La solucion dada por SPSS es la siguiente:

Grupo estadistico

Desviacion Media de error
Sexo N Media estandar estandar
momento  1.00 50 9.7000 1.77569 25112
2.00 50 9.8200 2.15416 .30464

Prueba de muestras independientes

Prueba de
Levene
para igualdad
de varianzas Prueba t para igualdad de medias
Intervalo de
confianza de 95%
Sig. Diferencia Diferencia de la diferencia
F Sig. t gl (2-finales) media error estdndar | Inferior | Superior
momento Varianzas .898 | .346 |—.304 98 762 —.12000 .39480 —.90347 | .66347
iguales
supuestas
Varianzas —.304| 94.556 762 —.12000 .39480 —.90383 | .66383
iguales
no supuestas

9.16  Usar SAS para resolver el problema 9.14. Dar las formas de archivos de datos que permiten usar SAS para
realizar este analisis.

SOLUCION

El andlisis de SAS es como se muestra a continuacion. El intervalo de confianza se ha impreso en negritas en la parte infe-
rior de los resultados.
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Dos muestras: prueba t para las medias de varones y mujeres

Estadisticos de muestra

Grupo N Media DesvEst ErrorEst

varones 50 9.82 2.1542 0.3046

mujeres 50 9.7 1.7757 0.2511

Hipotesis nula: media 1 — media 2 = 0

Alternativa Media 1 — media 2 "= 0

Si las varianzas son estadistico t Df Pr > t
Igual 0.304 98 0.7618
Desigual 0.304 94.56 0.7618

Intervalo de confianza 95% para la diferencia entre dos medias.

Limite inferior Limite superior

Los archivos de datos que se emplean con SAS para el analisis pueden tener los datos de varones y de mujeres en columnas
separadas, pero los datos también pueden consistir en las horas que se emplea el celular, en una columna, y el sexo de la
persona (varén o mujer), en otra columna. Varones y mujeres se pueden codificar como 1y 2, respectivamente. En la pri-
mera forma habra 2 columnas y 50 renglones. En la segunda forma habra 2 columnas y 100 renglones.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DESVIACIONES ESTANDAR

9.17

Para un intervalo de confianza para la varianza de una poblacion se utiliza la distribucion Ji cuadrada. El
2 2

(’(‘;zl)i <o’ < (&ZI)S) donde n es el tamafio de la muestra, S? es la

/2 1-a/2

varianza muestral, Xi/z y Xia/z pertenecen a la distribucion Ji cuadrada con (n — 1) grados de libertad. Use

EXCEL para hallar un intervalo de confianza de 99% para la varianza de veinte recipientes de 180 onzas. Los

datos de los veinte recipientes se presentan en la tabla 9.5.

intervalo de confianza (1 — «) x 100% es

Tabla 9.5
181.5 180.8
179.7 182.4
178.7 178.5
183.9 182.2
179.7 180.9
180.6 181.4
180.4 181.4
178.5 180.6
178.8 180.1
181.3 182.2

SOLUCION

A continuacion se presenta la hoja de calculo de EXCEL. Los datos se encuentran en A1:B10. En la columna D se muestran
las funciones cuyos valores aparecen en la columna C.
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9.18

A B C D
181.5 | 180.8 2.154211 | =VAR(A1:B10)
179.1 | 182.4 40.93 =19*C1
178.7 | 178.5 38.58226 =CHIINV/(0.005,19)
183.9 | 182.2 6.843971 | =CHIINV(0.995,19)
179.7 | 180.9
180.6 | 181.4 1.06085 =C2/C3
180.4 | 181.4 5.980446 | =C2/C4
178.5 | 180.6
178.8 | 180.1
181.3 | 182.2

El intervalo de confianza de 99% para o2 es: (1.06085 < o2 < 5.980446). El intervalo de confianza de 99% para o
es: (1.03, 2.45).

Obsérvese que con =VAR(A1:B10) se obtiene S?, con =CHIINV(0.005,19) se obtiene el valor de Ji cuadrada que
tiene a su derecha un area de 0.005, y con =CHIINV(0.995,19) el valor de ji cuadrada que tiene a su derecha un area de
0.995. En ambos casos, la distribucién ji cuadrada tiene 19 grados de libertad.

Para comparar la varianza de una poblacion con la varianza de otra poblacién se emplea el siguiente intervalo
de confianza (1 — «) x 100%:
St 1 ol St

7'7<7<7F(x Uy, U1 )?
3 Fopwn 03 85 P

donde n, y n, son los tamafios de las dos muestras, STy S7 son las dos varianzas muestrales, v, =n, — 1y
v, =N, — 1 son los grados de libertad, en el numerador y en el denominador, para la distribucion F y los valo-
res F pertenecen a la distribucion F. En la tabla 9.6 se dan los nimeros de correos electronicos enviados por
semana por los empleados de dos empresas.

Dar un intervalo de confianza de 95% para Z—;
Tabla 9.6
Empresa 1 Empresa 2

81 99
104 100
115 104
111 98
85 103
121 113
95 95
112 107
100 98
117 95
113 101
109 109
101 99

93

105
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SOLUCION

A continuacion se muestra la hoja de célculo de EXCEL. En la columna D se muestran las funciones cuyos valores apare-
cen en la columna C. En C1y C2 se calculan las dos varianzas muestrales. En C3 'y C4 se calculan los valores F. En C5 y

C6 se calculan los extremos del intervalo de confianza para el cociente de las varianzas. Como se ve, el intervalo de con-
2

fianza del 95% para % es (1.568, 15.334). El intervalo de confianza del 95% para ? es (1.252, 3.916). Obsérvese que
2 2

=FINV(0.025,12,14) es el punto que corresponde a la distribucion F, con v, = 12 y v, = 14 grados de libertad, que tiene
un area de 0.025 a su derecha.

A B C D
Compafiia 1 Compaifiia 2 148.5769231 =VAR(A2:Al4)
81 99 31.06666667 =VAR(B2:B16)
104 100 3.050154789 | =FINV/(0.025,12,14)
115 104 3.2062117 =FINV(0.025,14,12)
111 98 1.567959436 | =(C1/C2)/C3
85 103 15.33376832 =(C1/C2)*C4
121 113
95 95 1.25218187 | =SQRT(C5)
112 107 3.915835584 | =SQRT(C6)
100 98
117 95
113 101
109 109
101 99
93
105

ERROR PROBABLE

9.19

9.20

La media del voltaje de 50 baterias del mismo tipo es 18.2 volts (V) y la desviacion estandar es 0.5 V. Encontrar:
a) el error probable de la media y b) los limites de confianza de 50%.

SOLUCION
o K
a Error probable de la media = 0.6740¢ = 0.6745 —— = 0.6745—
) P % N N
—0.6745—— — 0.67452> _ 0,048V
S TVN—T T Ve

Obsérvese que si la desviacién estandar de 0.5 V se calcula como s, el error probable también es 0.6745
(0.5/+/50) = 0.048, de manera que si N es suficientemente grande puede usarse cualquier estimacion.

b) Los limites de confianza de 50% son 18 + 0.048 V.

Una medicion se registra como 216.480 gramos (g) con un error probable de 0.272 g. ¢Cuales son los limites
de confianza de 95% para esta medicién?
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SOLUCION

El error probable es 0.272 = 0.67450 ¢ 0 bien oy = 0.272/0.6745. Por lo tanto, los limites de confianza de 95% son
X +1.960¢ = 216.480 4 1.96(0.272/0.6745) = 216.480 & 0.790 g.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

ESTIMADORES INSESGADOS Y EFICIENTES

9.21

9.22

9.23

Las mediciones de una muestra de masas fueron 8.3, 10.6, 9.7, 8.8, 10.2 y 9.4 kilogramos (kg), respectivamente. Determinar
estimaciones insesgadas y eficientes de: a) la media poblacional, b) la varianza poblacional y ¢) comparar la desviacion
estandar muestral con la desviacion estandar poblacional estimada.

En una muestra de 10 cinescopios de television, producidos por una empresa, la media del tiempo de vida es 1 200 horas
(h) y la desviacion estandar es 100 h. Estimar: a) la media y b) la desviacion estandar de todos los cinescopios producidos
por esta empresa.

a) Repetir el problema 9.22 considerando que la muestra es de 30, 50 y 100 cinescopios de television.

b) ¢Qué se puede concluir sobre la relacion entre la desviacion estandar muestral y las estimaciones de la desviacion
estandar poblacional obtenidas con diferentes tamafios de muestra?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA MEDIAS

9.24

9.25

9.26

9.27

9.28

La media y la desviacion estandar de la carga maxima que soporta cada uno de 60 cables (ver problema 3.59) son 11.09
toneladas y 0.73 toneladas, respectivamente. Encontrar los limites de confianza: a) de 95% y b) de 99% para la media de
la carga maxima de cada uno de los cables producidos por la empresa.

La media y la desviacion estandar de los diametros de una muestra de 250 cabezas de remaches fabricados por una empre-
sa son 0.72643 in y 0.00058 in, respectivamente (ver problema 3.61). Encontrar los limites de confianza de: a) 99%, b)
98%, c) 95% y d) 90% para los diametros de todas las cabezas de remaches producidos por la empresa.

Encontrar: a) los limites de confianza de 50% y b) el error probable para la media de los didmetros del problema 9.25.

Si se estima que la desviacion estandar del tiempo de vida de los cinescopios de television es de 100 h, ¢de qué tamafio
debera tomarse la muestra para que se tenga una confianza de: a) 95%, b) 90%, c) 99% y d) 99.73% de que el error en la
vida media estimada no sea mayor de 20 h?

A los integrantes de un grupo de 50 personas que acostumbra comprar por Internet se les pregunté cuanto gastaban anual-
mente en estas compras por Internet. Las respuestas obtenidas se presentan en la tabla 9.7.

Empleando las ecuaciones del capitulo 9, asi como paquetes de software para estadistica, encontrar un intervalo de
80% para p, la cantidad media gastada por las personas que compran por Internet.
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Tabla 9.7

418 379 77 212 378
363 434 348 245 341
331 356 423 330 247
351 151 220 383 257
307 297 448 391 210
158 310 331 348 124
523 356 210 364 406
331 364 352 299 221
466 150 282 221 432
366 195 96 219 202

Una empresa tiene 500 cables. En una prueba realizada a 40 cables tomados en forma aleatoria se encuentra que la resis-
tencia media a la ruptura es 2 400 libras (Ib) y la desviacion estandar es 150 Ib.

a) (Cuadles son los limites de confianza de 95% y 99% para la estimacion de la resistencia media a la ruptura de los 460
cables restantes?

b) ¢Con qué grado de confianza se puede decir que la resistencia media a la ruptura de los 460 cables restantes es 2 400
+ 351b?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA PROPORCIONES

9.30

9.31

9.32

Una urna contiene canicas rojas y blancas en proporcion desconocida. En una muestra aleatoria de 60 canicas tomadas de
esta urna, con reposicion, se observo que 70% eran rojas. Encontrar limites de confianza de: a) 95%, b) 99%y c) 99.73%
para la verdadera proporcion de canicas rojas en esta urna.

Se realizé un sondeo con 1 000 personas mayores de 65 afios para determinar el porcentaje de la poblacion de este grupo
de edad que tiene conexion a Internet. Se encontré que 387 de las 1 000 personas contaban con conexién a Internet.
Empleando las ecuaciones dadas en este libro, asi como software para estadistica, encontrar un intervalo de confianza de
97.5% para p.

Se cree que los resultados de la eleccion entre dos candidatos sean muy refiidos. ¢ Cual sera la cantidad minima de votantes
que habra que sondear para tener una confianza de: a) 80%, b) 90%, c) 95% y d) 99% para una decision a favor de cual-
quiera de los candidatos?

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DIFERENCIAS Y SUMAS

9.33

9.34

Se tienen dos grupos similares de pacientes, A y B, que constan de 50 y 100 individuos, respectivamente. A las personas
del primer grupo se les administra una nueva pastilla para dormir, y a las del segundo, una pastilla convencional. En los
pacientes del grupo A la media de la cantidad de horas de suefio es 7.82 y la desviacion estandar 0.24 h; en los pacientes
del grupo B la media de la cantidad de horas de suefio es 6.75 y la desviacion estandar es 0.30 h. Encontrar los limites de
confianza: a) de 95% y b) de 99% para la diferencia entre las medias de la cantidad de horas de suefio inducido por los dos
tipos de pastillas para dormir.

Se realiza un estudio para comparar la duracion media de vida de los varones con la de las mujeres. Se toman muestras
aleatorias de las paginas del obituario; los datos recolectados se presentan en la tabla 9.8.

Usando los resultados proporcionados en dicha tabla, las ecuaciones presentadas en este libro y un software para
estadistica, dar un intervalo de confianza de 85% para 14, qopes —

MMUJERES'
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Tabla 9.8

Varones Mujeres

85 | 53|100| 49 | 65 | 64| 93 | 82| 71 | 77
60 | 51| 61| 83 | 65| 64| 60 | 75| 87 | 60
55 | 99| 56| 55 |55 | 61|84 | 91| 61 | 85
90 | 72| 62| 69 | 59 | 105 90 | 59| 86 | 62
49 | 72 58] 60 [ 68 | 71| 99 | 98| 54 | 94
90 | 74| 85| 80 | 77 | 98| 61 | 108 | 79 | 50
62 | 65| 81|55 71| 66| 74 | 60| 90 | 95
78 | 49| 78| 80 | 75 | 81| 8 | 65| 86 | 81
53 | 82109 | 87 | 78 | 92| 77 | 82| 86 | 79
72 (104 70| 31 | 50 | 91| 93 | 63| 93 | 53

9.35  Secomparan dos areas de un pais respecto a la proporcion de adolescentes con caries. En una de estas areas se agrega fltior
al agua y en la otra no. En la muestra del &rea en donde no se agrega fltor al agua, 425 de 1 000 adolescentes tienen por lo
menos una caries. En la muestra del area en donde si se agrega fluor al agua, 376 de 1 000 adolescentes tienen por lo menos
una caries. Dar un intervalo de confianza de 99% para esta diferencia, en porcentaje, empleando las ecuaciones dadas en
este libro, asi como un paquete de software para estadistica.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA DESVIACIONES ESTANDAR

9.36  La desviacion estandar en la resistencia a la ruptura encontrada en 100 cables de una empresa es 180 Ib. Dar limites de
confianza de: a) 95%, b) 99% y c) 99.73% para la desviacion estandar de todos los cables producidos por esta empresa.

9.37  Resolver el problema 9.17 empleando SAS.

9.38  Resolver el problema 9.18 empleando SAS.
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DECISIONES ESTADISTICAS

En la préctica, con frecuencia se tienen que tomar decisiones acerca de una poblacién con base en informacién mues-
tral. A tales decisiones se les llama decisiones estadisticas. Por ejemplo, tal vez se tenga que decidir, con base en datos
muestrales, si determinado suero es realmente eficaz en la curacion de una enfermedad, si un método educativo es
mejor que otro, o bien si una moneda est4 alterada o no.

HIPOTESIS ESTADISTICAS

Cuando se trata de tomar una decision es Util hacer suposiciones (o conjeturas) acerca de la poblacion de que se trata.
A estas suposiciones, que pueden ser 0 no ciertas, se les llama hip6tesis estadisticas. Estas hipotesis estadisticas son
por lo general afirmaciones acerca de las distribuciones de probabilidad de las poblaciones.

Hipotesis nula

En muchas ocasiones se formula una hipétesis estadistica con la Unica finalidad de refutarla o anularla. Por ejemplo,
si se quiere decidir si una moneda esta cargada o no, se formula la hipétesis de que no esta cargada (es decir, p = 0.5,
donde p es la probabilidad de cara). También, si se quiere decidir si un método es mejor que otro, se formula la hip6-
tesis de que no hay diferencia entre los dos (es decir, que cualquier diferencia que se observe se debe sélo a las fluc-
tuaciones del muestreo de una misma poblacidn). A estas hipdtesis se les llama hip6tesis nula y se denota H,,.

Hipdtesis alternativa
A toda hipdtesis que difiera de la hipétesis dada se le Ilama hipotesis alternativa. Por ejemplo, si una hipétesis es p =

0.5, la hipdtesis alternativa puede ser p = 0.7, p # 0.5 0 p > 0.5. La hipdtesis alternativa a la hipétesis nula se denota
Hl.

245
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PRUEBAS DE HIPOTESIS Y DE SIGNIFICANCIA O REGLAS DE DECISION

Si se supone que una hipotesis es verdadera, pero se encuentra que los resultados que se observan en una muestra
aleatoria difieren marcadamente de los resultados esperados de acuerdo con la hipotesis (es decir, esperados con base
solo en la casualidad, empleando la teoria del muestreo), entonces se dice que las diferencias observadas son signifi-
cativas y se estara inclinado a rechazar la hipétesis (o por lo menos a no aceptarla de acuerdo con la evidencia obteni-
da). Por ejemplo, si en 20 lanzamientos de una moneda se obtienen 16 caras, se estara inclinado a rechazar que la
moneda es buena, aun cuando se puede estar equivocado.

A los procedimientos que permiten determinar si las muestras observadas difieren significativamente de los resul-
tados esperados, ayudando asi a decidir si se acepta o se rechaza la hipotesis, se les llama pruebas de hipétesis, pruebas
de significancia o reglas de decision.

ERRORES TIPO 1 Y TIPO 11

Si se rechaza una hipdtesis que deberia aceptarse se dice que se comete un error tipo I. Si por otro lado, se acepta una
hip6tesis que deberia rechazarse, se comete un error tipo Il. En cualquiera de los casos ha habido una decisién errénea
0 se ha hecho un juicio erréneo.

Para que las reglas de decisién (o pruebas de hip6tesis) sean buenas, deben disefiarse de manera que se minimicen
los errores de decision. Esto no es sencillo, ya que para cualquier tamafio dado de muestra, al tratar de disminuir un
tipo de error suele incrementarse el otro tipo de error. En la practica, un tipo de error puede ser mas importante que
otro y habra que sacrificar uno con objeto de limitar al mas notable. La Gnica manera de reducir los dos tipos de error
es aumentando el tamafio de la muestra, lo que no siempre es posible.

NIVEL DE SIGNIFICANCIA

Cuando se prueba determinada hipotesis, a la probabilidad méaxima con la que se esta dispuesto a cometer un error tipo
I se le llama nivel de significancia de la prueba. Esta probabilidad acostumbra denotarse « y por lo general se especi-
fica antes de tomar cualquier muestra para evitar que los resultados obtenidos influyan sobre la eleccion del valor de
esta probabilidad.

En la practica, se acostumbran los niveles de significancia 0.05 o 0.01, aunque también se usan otros valores. Si,
por ejemplo, al disefiar la regla de decision se elige el nivel de significancia 0.05 (o bien 5%), entonces existen 5 posi-
bilidades en 100 de que se rechace una hipotesis que debia ser aceptada; es decir, se tiene una confianza de aproxima-
damente 95% de que se ha tomado la decisidn correcta. En tal caso se dice que la hip6tesis ha sido rechazada al nivel
de significancia 0.05, lo que significa que la hipotesis tiene una probabilidad de 0.05 de ser erronea.

PRUEBAS EMPLEANDO DISTRIBUCIONES NORMALES

Para ilustrar las ideas presentadas antes, supongase que de acuerdo con determinada hipotesis, la distribucién muestral
de un estadistico S es una distribucion normal con media pg y desviacion estandar og. Por lo tanto, la distribucion de
la variable estandarizada (o puntuacion z), dada por z = (S — pug)/0os, €s la distribucion normal estandar (media 0,
varianza 1), que se muestra en la figura 10-1.

Como indica la figura 10-1, se puede tener una confianza del 95% en que si la hipotesis es verdadera, entonces la
puntuacion z del estadistico muestral real S estara entre —1.96 y 1.96 (ya que el area bajo la curva normal entre estos
dos valores es 0.95). Pero si se toma una sola muestra aleatoria y se encuentra que la puntuacion z del estadistico se
encuentra fuera del rango —1.96 a 1.96, se concluye que si la hipétesis dada es verdadera, esto sélo puede ocurrir con
una probabilidad de 0.05 (el total del area sombreada en la figura). En tal caso se dice que la puntuacion z difiere en
forma significativa de lo esperado de acuerdo con la hipétesis dada y se estara inclinado a rechazar esa hipotesis.

El 0.05, que es el total de area sombreada, es el nivel de significancia de la prueba. Esta cantidad representa la
probabilidad de estar equivocado al rechazar la hipétesis (es decir, la probabilidad de cometer un error tipo I). Por lo
tanto, se dice que la hipétesis se rechaza al nivel de significancia 0.05 o que la puntuacién z del estadistico muestral
dado es significante al nivel 0.05.
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Region critica
0.025

Region de aceptacion
0.95

Region critica
0.025

z=-1.96 z=1.96
Figura 10-1 Curva normal estandar mostrando la region critica (0.05) y
la region de aceptacion (0.95).

El conjunto de puntuaciones z que queda fuera del intervalo —1.96 a 1.96 constituye lo que se llama regidn critica
de la hipétesis, region de rechazo de la hipotesis o region de significancia. Al conjunto de puntuaciones z que queda
dentro del intervalo —1.96 a 1.96 se le llama regién de aceptacion de la hipotesis o region de no significancia.

De acuerdo con las observaciones anteriores, se puede formular la siguiente regla de decision (o prueba de hipote-
sis o de significancia):

Rechazar la hipdtesis, al nivel de significancia 0.05, si la puntuacién z del estadistico S se encuentra fuera del rango
—1.96 a 1.96 (es decir, si z > 1.96 0 z < —1.96). Esto equivale a decir que el estadistico muestral observado es
significante al nivel 0.05.

Si no es asi, se acepta la hipotesis (o, si se desea, no se toma ninguna decision).

Debido a que la puntuacion z es tan importante en las pruebas de hipdtesis, también se le conoce como el estadis-
tico de prueba.

Hay que hacer notar que también pueden emplearse otros niveles de significancia. Por ejemplo, si se emplea el
nivel 0.01, el 1.96, empleado antes se sustituira por 2.58 (ver la tabla 10.1). También se puede emplear la tabla 9.1, ya
que los niveles de significancia y de confianza suman 100%.

Tabla 10.1
Nivel de significancia, « 0.10 0.05 0.01 0.005 0.002
Valores criticos de z para —1.28 —1.645 —2.33 —2.58 —2.88
pruebas de una cola 01.28 01.645 02.33 02.58 02.88
Valores criticos de z para —1.645 —1.96 —2.58 —2.81 —3.08
pruebas de dos colas y 1.645 y 1.96 y 2.58 y2.81 y 3.08

PRUEBAS DE UNAY DE DOS COLAS

En la prueba anterior interesaban los valores extremos del estadistico S, o de sus correspondientes puntuaciones z, a
ambos lados de la media (es decir, en las dos colas de la distribucién). Por lo tanto, a las pruebas de este tipo se les
Ilama pruebas bilaterales o pruebas de dos colas.

Sin embargo, hay ocasiones en las que interesan Unicamente los valores extremos a un solo lado de la media (es
decir, en una sola cola de la distribucién); por ejemplo, cuando se prueba si un método es mejor que otro (que es dis-
tinto a probar si un método es mejor o peor que otro). A este tipo de pruebas se les llama pruebas unilaterales o prue-
bas de una cola. En estos casos la region critica es una region en un solo lado de la distribucion y su area es igual al
nivel de significancia.
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La tabla 10.1, en la que se dan los valores criticos de z tanto para pruebas de una cola como para pruebas de dos
colas correspondientes a varios niveles de significancia, se encontrara Util como referencia. Valores criticos de z para
otros niveles de significancia se encuentran en la tabla de areas de la curva normal (apéndice I1).

PRUEBAS ESPECIALES

Cuando las muestras son grandes, las distribuciones muestrales de muchos estadisticos tienen una distribucion normal
(o por lo menos aproximadamente normal), y en estas pruebas se puede emplear la correspondiente puntuacion z. Los
siguientes casos especiales, tomados de la tabla 8.1, son s6lo algunos de los estadisticos de interés practico. En cada
uno de estos casos, el resultado es valido para poblaciones infinitas o cuando el muestreo se hace con reposicion. Si el
muestreo se hace de poblaciones finitas y sin reposicidn, es necesario modificar las formulas. Ver la pagina 182.

1. Media. Aqui S = X, la media muestral; yug = pz = , la media poblacional, y o5 = oy = o/+/N, donde o es la
desviacion estandar poblacional y N es el tamafio de la muestra. La puntuacién z esta dada por

z—Y_M
_o/\/]v

Si es necesario, para estimar o se emplea la desviacion muestral s o §.

2. Proporciones. Aqui S = P, la proporcion de “éxitos” en una muestra; pg = up = p, donde p es la proporcion
poblacional de éxitos y N es el tamafio de la muestra, y o = op = \/pg/N,dondeq =1 — p.
La puntuacion z esta dada por

P—p
V/Pq/N

En el caso de P = X/N, donde X = cantidad de éxitos obtenidos realmente en una muestra, la puntuacion z se
transforma en

X —Np
Npg

zZ =

Es decir, uy = =Np, oy =0 =+/NpqgyS=X

Las férmulas para otros estadisticos se pueden obtener de manera similar.

CURVA CARACTERISTICA DE OPERACION; POTENCIA DE UNA PRUEBA

Se ha visto como limitar el error tipo | eligiendo de manera adecuada el nivel de significancia. Para evitar totalmente
cometer un error tipo I, simplemente no hay que cometerlo, que es lo mismo que no aceptar ninguna hipétesis. Sin
embargo, en la practica esto no es posible. Entonces lo que se hace es emplear las curvas caracteristicas de operacion
o curvas OC, que son curvas que muestran la probabilidad de cometer un error tipo Il bajo diversas hipotesis. Estas
curvas proporcionan indicaciones de qué tan bien permite una prueba determinada minimizar los errores tipo I1; es
decir, indican la potencia de una prueba para evitar que se cometan errores de decision. Estas curvas son Utiles en el
disefio de experimentos, ya que muestran informaciones como qué tamafio de muestra emplear.

VALOR p EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

El valor p es la probabilidad de obtener un estadistico muestral tan extremo o mas extremo que el obtenido, suponien-
do que la hipotesis nula sea verdadera. Para probar una hipétesis empleando este método se establece un valor «; se
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calcula el valor p y si el valor p < «, se rechaza H,. En caso contrario, no se rechaza H,. En pruebas para medias
empleando muestras grandes (n > 30), el valor p se calcula como sigue:

1. ParaHg: p=poyY Hy: o < pg, valor p = P(Z < el estadistico de prueba calculado).
2. ParaHy: =gy Hy: > pg, valor p = P(Z > el estadistico de prueba calculado).

3.ParaHy: = poy Hy: p# pg, valor p = P(Z <—| el estadistico de prueba calculado |) + P(Z > | el estadistico
de prueba calculado |).
X — g
(s/v/n)
muestra y p es el valor que se ha especificado para 1 en la hip6tesis nula. Obsérvese que o no se conoce, se estima
a partir de la muestra y se usa s. Este método para pruebas de hipotesis es equivalente al método de hallar el o los
valores criticos y si el estadistico de prueba cae en la region de rechazo, rechazar la hipotesis nula. Usando cualquiera
de estos métodos se llega a la misma decision.

El estadistico de prueba calculado es , donde x es la media de la muestra, s es la desviacion estandar de la

GRAFICAS DE CONTROL

En la practica suele ser importante darse cuenta cuando un proceso ha cambiado lo suficiente como para que se deban
tomar medidas para remediar la situacion. Estos problemas surgen, por ejemplo, en el control de calidad. Los supervi-
sores de control de calidad deben decidir si los cambios observados se deben sélo a fluctuaciones casuales o a verda-
deros cambios en el proceso de fabricacion debidos al deterioro de las maquinas, a los empleados, a errores, etc. Las
graficas de control proporcionan un método Util y sencillo para tratar tales problemas (ver problema 10.16).

PRUEBAS PARA DIFERENCIAS MUESTRALES
Diferencias entre medias

Sean X,y X, las medias muestrales de muestras grandes de tamarios N, y N, obtenidas de poblaciones cuyas medias
son py Y 1, Y cuyas desviaciones estandar son o, Y o, respectivamente. Considérese la hipotesis nula de que no hay
diferencia entre las dos medias poblacionales (es decir, 11; = 11,), lo cual es equivalente a decir que las muestras se han
tomado de dos poblaciones que tienen la misma media.

Haciendo 1, = i, en la ecuacion (5) del capitulo 8 se ve que la distribucion muestral de las diferencias entre las
medias es aproximadamente normal con media y desviacion estandar dadas por

0'2 0'2
pri—x2=0 Yy  oxi_gpm= Vlﬁﬁz 1)

donde, si es necesario, se pueden usar las desviaciones estandar muestrales s; y s, (0 §; y §,) como estimaciones de o,
y 05

Empleando la variable estandarizada, o puntuacién z, dada por
X -X-0 X -X

Ox1-x2 Ox1-x2

z

@)

se puede probar la hip6tesis nula contra la hipétesis alternativa (o la significancia de la diferencia observada) a un nivel
de significancia apropiado.

Diferencias entre proporciones

Sean P, y P, las proporciones muestrales de muestras grandes de tamafios N; y N, obtenidas de poblaciones cuyas
proporciones son p; Y p,. Considérese la hipdtesis nula de que no hay diferencia entre estos parametros poblacionales
(es decir, p; = p,) y que por lo tanto las muestras se han obtenido realmente de la misma poblacion.



250 CarituLo 10 TEORIA ESTADISTICA DE LA DECISION

Haciendo, en la ecuacion (6) del capitulo 8, p; = p, = p, se ve que la distribucién muestral de las diferencias entre
las proporciones es aproximadamente normal, y que su media y su desviacion estandar estan dadas por

1 1
ppr—pp, =0 y Opl—p2 = {|Pq (N] + Nz) (3)
NPy + N, P,
donde 171777272
P=7N T N,

se usa como estimacion de la proporcion poblacional y donde g =1 — p.
Empleando la variable estandarizada

P,—P,—0 P, —P,
z = =

Op1—P2 Op1—p2

(4)

se puede probar la diferencia observada a nivel de significancia apropiado y con esto probar la hipétesis nula.
Se pueden hacer pruebas con otros estadisticos de manera similar.

PRUEBAS EMPLEANDO DISTRIBUCIONES BINOMIALES

Las pruebas en las que se usen distribuciones binomiales (asi como otras distribuciones) pueden hacerse de manera
analoga a las pruebas en las que se emplean distribuciones normales; el principio basico es esencialmente el mismo.
Ver los problemas del 10.23 al 10.28.

PROBLEMAS RESUELTOS
PRUEBAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES EMPLEANDO DISTRIBUCIONES NORMALES

10.1 Encontrar la probabilidad de obtener entre 40 y 60 caras inclusive en 100 lanzamientos de una moneda que no
esté cargada.

SOLUCION

De acuerdo con la probabilidad binomial, la probabilidad buscada es

100 l 40 1 60+ 100 l 41 l 59+ N 100 l 60 1 40
40 2 2 41 2 2 60 2 2
Como tanto Np = 100(%) como Ng = 100(%) son mayores que 5, para evaluar esta suma puede emplearse la aproximacion

normal a la distribucion binomial. La media y la desviacién estandar de la cantidad de caras en 100 lanzamientos estan
dadas por

p=Np=1003) =50 y  o=yNpg=/(100)})(}) =5
En una escala continua, entre 40 y 60 caras corresponden a entre 39.5 y 60.5 caras. Por lo tanto, se tiene

39.5 en unidades estandar = y =-2.10 60.5 en unidades estandar = y =2.10

Probabilidad buscada = é&rea bajo la curva normal entrez = —2.10y z = 2.10
=2(areaentrez =0y z = 2.10) = 2(0.4821) = 0.9642.
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Para probar la hipotesis de que una moneda no esta cargada se adopta la siguiente regla de decision:

a)
b)
c)

d)

Aceptar la hip6tesis si el nmero de caras de una sola muestra de 100 lanzamientos esta entre 40 y 60
inclusive.
Rechazar la hipétesis si no es asi.

Encontrar la probabilidad de rechazar la hipotesis en caso de que en realidad sea correcta.

Graficar la regla de decision y el resultado del inciso a).

¢A qué conclusion se llega si en la muestra de 100 lanzamientos se obtienen 53 caras? ;Y si se obtienen
60 caras?

¢Puede estar equivocada la conclusion obtenida en el inciso c)?

SOLUCION

a)

b)

c)

d)

De acuerdo con el problema 10.1, la probabilidad de que no se obtengan entre 40 y 60 caras inclusive si la moneda no
esta cargada es 1 — 0.9642 = 0.0358. Por lo tanto, la probabilidad de rechazar la hipétesis (nula) cuando en realidad
sea correcta es 0.0358.

En la figura 10.2 se ilustra la regla de decisién. Se muestra la distribucion de probabilidad para la obtencion de caras
en 100 lanzamientos de una moneda no cargada. Si en una sola muestra de 100 lanzamientos se obtiene una puntuacion
z entre —2.10 y 2.10, se acepta la hip6tesis; si no es asi, se rechaza la hipétesis y se concluye que la moneda esta
cargada.

El error que se comete si se rechaza la hipotesis cuando en realidad deba aceptarse es el error tipo | de la regla
de decision, y la probabilidad de cometer este error es igual a 0.0358, de acuerdo con el inciso a); este error esta
representado por el total del area sombreada de la figura. Si en una sola muestra de 100 lanzamientos se obtiene una
cantidad de caras cuya puntuacion z (o estadistico z) se encuentra en la region sombreada, se dice que la puntuacion z
difiere de manera significativa de lo que se esperaria si la hip6tesis fuera verdadera. Es por esta razon que a la region
sombreada (es decir, a la probabilidad de cometer un error tipo I) se le conoce como nivel de significancia de la regla
de decision, que en este caso es igual a 0.0358. Por lo tanto, se habla de rechazo de la hipétesis a nivel de significancia
0.0358 (0 3.58%).

De acuerdo con la regla de decision, en ambos casos debe aceptarse la hipotesis de que la moneda no estéa cargada.
Puede argumentarse que bastara que se obtenga una cara mas para que se rechace la hipétesis. Esto es a lo que se
enfrenta cuando se emplea una clara linea divisoria para tomar una decision.

Si. Tal vez se acepte la hip6tesis cuando en realidad deberia haberse rechazado, que seria el caso, por ejemplo, si la
probabilidad de cara fuera en realidad 0.7 en lugar de 0.5. El error que se comete al aceptar una hipétesis que deberia
rechazarse es un error tipo 11 de la decision.

Region de
rechazo

Region de
aceptacion

Region de
rechazo

7=-2.10 z2=2.10
Figura 10-2 Curva normal estandar en la que se muestran las regiones de aceptacion
y de rechazo para probar que una moneda no esta cargada.
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10.3

10.4

Empleando la distribucion binomial y no la aproximacién normal a la distribucion binomial, disefiar una regla
de decision para probar la hipotesis de que una moneda no esté cargada si se emplea una muestra de 64 lanza-
mientos y se usa como nivel de significancia 0.05. Usar MINITAB como ayuda para encontrar la solucion.

SOLUCION

En la figura 10-3 se presenta la grafica de probabilidades binomiales cuando una moneda no cargada se lanza 64 veces.
Abajo de la figura 10-3 se presentan las probabilidades acumuladas generadas con MINITAB.

0.10 A .0.
o o
0.08 A
e o
o)
S 0.06 - ° °
E
©
g [ ] [ ]
£ 004 |
° °
0.02 - d hd
° °
° °
° W
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0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 10-3 MINITAB, gréfica de la distribucién binomial correspondiente an =64y p = 0.5.

X | Probabilidad Acumulada X Probabilidad Acumulada
0 0.0000000 0.0000000 13 0.0000007 0.0000009
1 0.0000000 0.0000000 14 0.0000026 0.0000035
2 0.0000000 0.0000000 15 0.0000086 0.0000122
3 0.0000000 0.0000000 16 0.0000265 0.0000387
4 0.0000000 0.0000000 17 0.0000748 0.0001134
5 0.0000000 0.0000000 18 0.0001952 0.0003087
6 0.0000000 0.0000000 19 0.0004727 0.0007814
7 0.0000000 0.0000000 20 0.0010636 0.0018450
8 0.0000000 0.0000000 21 0.0022285 0.0040735
9 0.0000000 0.0000000 22 0.0043556 0.0084291
10 0.0000000 0.0000000 23 0.0079538 0.0163829
11 0.0000000 0.0000001 24 0.0135877 0.0299706
12 0.0000002 0.0000002 25 0.0217403 0.0517109

Como se ve, P(X < 23) = 0.01638. Como la distribucion es simétrica, se sabe también que P(X > 41) = 0.01638. La
region de rechazo {X < 23y X > 41} tiene la probabilidad 2(0.01638) = 0.03276. La region de rechazo {X < 24y X > 40}
es mayor que 0.05. Cuando se usa una distribucién binomial no se puede tener una region de rechazo exactamente igual a
0.05. Lo maés cercano a 0.05 que se puede tener, sin que se tenga una probabilidad mayor a este valor, es 0.03276.

Resumiendo, la moneda se lanza 64 veces. Se declarara que esta cargada, o no equilibrada, si se obtienen 23 0 menos,
041 o més caras. La posibilidad de cometer un error tipo | es 0.03276, que es lo mas cerca que se puede estar de 0.05, sin
sobrepasar este valor.

\olver al problema 10.3. Usando la distribucién binomial, no la aproximacion normal a la distribucion binomial,
disefiar una regla de decision para probar la hipotesis de que la moneda no esta cargada empleando una mues-
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tra de 64 lanzamientos de la moneda y un nivel de significancia de 0.05. Emplear EXCEL como ayuda para dar
la solucion.

SOLUCION

EnlacolumnaAde lahojade calculo de EXCEL se ingresan los resultados 0 a 64. Las expresiones =BINOMDIST(AL,64,0.5,0)
y =BINOMDIST(A1,64,0.5,1) se emplean para obtener la distribucion binomial y la distribucién binomial acumulada. El
0, que aparece como cuarto parametro, indica que se requieren probabilidades individuales, y el 1 indica que se desean las
probabilidades acumuladas. Haciendo clic y arrastrando en la columna B se obtienen las probabilidades individuales y

haciendo clic y arrastrando en la columna C se obtienen las probabilidades acumuladas.

A B C A B C

X Probabilidad Acumulada X Probabilidad Acumulada
0 5.42101E-20 5.42101E-20 13 7.12151E-07 9.40481E-07
1 3.46945E-18 3.52366E-18 14 2.59426E-06 3.53474E-06
2 1.09288E-16 1.12811E-16 15 8.64754E-06 1.21823E-05
3 2.25861E-15 2.37142E-15 16 2.64831E-05 3.86654E-05
4 3.44438E-14 3.68152E-14 17 7.47758E-05 0.000113441
5 4_.13326E-13 4_.50141E-13 18 0.000195248 0.000308689
6 4_.06437E-12 4 _51451E-12 19 0.000472706 0.000781395
7 3.36762E-11 3.81907E-11 20 0.001063587 0.001844982
8 2.39943E-10 2.78134E-10 21 0.002228469 0.004073451
9 1.49298E-09 1.77111E-09 22 0.004355644 0.008429095
10 | 8.21138E-09 9.98249E-09 23 0.007953785 0.01638288
11 | 4.03104E-08 5.02929E-08 24 0.013587715 0.029970595
12 | 1.78038E-07 2.28331E-07 25 0.021740344 0.051710939

Se encuentra, como en el problema 10.3, que P(X < 23) = 0.01638 y debido a la simetria, P(X > 41) = 0.01638, y que la
region de rechazo es {X < 23 0 X > 41} y el nivel de significancia es 0.01638 + 0.01638 o bien 0.03276.

Region critica

z
Figura 10-4 Determinacion del valor Z que dara una region critica igual a 0.05.

10.5 Se realiza un experimento de percepcion extrasensorial (PES) en el que se pide a un individuo que esta en una
habitacidn que adivine el color (rojo o verde) de una carta extraida de un juego de 50 cartas bien mezcladas por
una persona en otra habitacion. El individuo no sabe cuantas cartas rojas o verdes hay en ese conjunto de cartas.
Si este individuo identifica 32 cartas correctamente, determinar si los resultados son significativos al nivel: a)
0.05y b) 0.01.
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10.6

SOLUCION

Si p es la probabilidad de que la persona elija correctamente el color de la carta, entonces hay que decidir entre las dos
hipotesis:

Hy: p = 0.5, el individuo simplemente esta adivinando (es decir, el resultado se debe a la casualidad).
H,:p > 0.5, la persona tiene PES.

Como lo que interesa no es la habilidad de la persona para obtener puntuaciones extremadamente bajas, sino sélo su
habilidad para obtener puntuaciones altas, se elige una prueba de una cola. Si la hipétesis H, es verdadera, entonces la media
y la desviacion estandar de la cantidad de cartas identificadas correctamente estan dadas por

p=Np=50005)=25 y o=+/Npg=+/50(0.5)(0.5) = 12.5 = 3.54

a) Como se trata de una prueba de una cola con nivel de significancia 0.05, en la figura 10-4 se debe elegir z de manera
que el area sombreada, en la region critica de puntuaciones altas, sea 0.05. El area entre 0y z sera 0.4500 y z = 1.645;
este valor también se puede leer en la tabla 10.1. Por lo tanto, la regla de decision (o prueba de significancia) es:

Si la puntuacion z observada es mayor a 1.645, los resultados son significativos al nivel 0.05 y la persona tiene
poderes extrasensoriales.

Si la puntuacion z es menor a 1.645, los resultados se deben a la casualidad (es decir, no son significativos al
nivel 0.05).

Como 32 en unidades estandar (32 — 25)/3.54 = 1.98, lo cual es mayor a 1.645, se concluye, al nivel 0.05, que
la persona tiene poderes extrasensoriales.

Obsérvese que en realidad debe aplicarse la correccion por continuidad, ya que 32 en una escala continua esta
entre 31.5y 32.5. Sin embargo, la puntuacion estandar correspondiente a 31.5 es (31.5 — 25),/3.54 = 1.84, con lo que
se llega a la misma conclusion.

b) Si el nivel de significancia es 0.01, entonces el area entre 0y z es 0.4900, de donde se concluye que z = 2.33.

Como 32 (0 31.5) en unidades estandar es 1.98 (o 1.84), que es menor a 2.33, se concluye que los resultados no son
significativos al nivel 0.01.

Algunos especialistas en estadistica adoptan la siguiente terminologia: resultados significativos al nivel 0.01 son
altamente significativos; resultados significativos al nivel 0.05, pero no al nivel 0.01, son probablemente significativos, y
resultados significativos a niveles mayores a 0.05 no son significativos. De acuerdo con esta terminologia se concluye que
los resultados experimentales anteriores son probablemente significativos, de manera que sera necesario hacer mas inves-
tigaciones acerca del fendémeno.

Como los niveles de significancia sirven de guia en la toma de decisiones, algunos especialistas en estadistica dan
las probabilidades empleadas. Por ejemplo, como en este problema, Pr{z > 1.84} = 0.0322, un especialista en estadistica
dira que con base en el experimento, las posibilidades de estar equivocado al concluir que la persona tiene poderes extra-
sensoriales son aproximadamente 3 en 100. A la probabilidad que se da (0.0322 en este caso) se le conoce como valor p de
la prueba.

Se asegura que 40% de las personas que hacen sus declaraciones de impuestos, las hacen empleando algun
software para impuestos. En una muestra de 50 personas, 14 emplearon software para hacer su declaracion de
impuestos. Probar Hy: p = 0.4 versus H,: p < 0.4 a o = 0.05, donde p es la proporcion poblacional de los que
emplean software para hacer su declaracién de impuestos. Haga la prueba empleando la distribucion binomial
y también empleando la aproximacién normal a la distribucién binomial.

SOLUCION

Si se emplea la prueba exacta Hy: p = 0.4 versus H,: p < 0.4 a o = 0.05, la hip6tesis nula se rechaza si X < 15. Aesta region
se le Ilama la region de rechazo. Si se emplea la prueba basada en la aproximacion normal a la binomial, la hipétesis nula
se rechaza si Z < —1.645 y a esta region se le llama la region de rechazo. A X = 14 se le llama estadistico de prueba. El
estadistico de prueba binomial esté en la region de rechazo y la hip6tesis nula se rechaza. Usando la aproximacion normal,
el estadistico de prueba es z = 14520 = —1.73. El verdadero valor de o es 0.054 y la region de rechazo es X < 15y se emplea
la probabilidad binomial acumulada P(X < 15). Empleando la aproximacién normal también se rechazara la hipétesis nula,
ya que z = —1.73 esta en la region de rechazo que es Z < —1.645. Obsérvese que si se usa la distribucion binomial para
realizar la prueba, el estadistico de prueba tiene una distribucion binomial. Si se emplea la distribucion normal, el estadis-

tico de prueba, Z, tiene una distribucion normal estandar.
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Figura 10-5 Comparacion entre la prueba exacta a la izquierda (binomial) y la prueba aproximada
a la derecha (normal estandar).

El valor p en una prueba de hipdtesis se define como el menor nivel de significancia al cual se rechaza la hipo-
tesis nula. En este problema se ilustra el calculo del valor p para un estadistico de prueba. Usar los datos del
problema 9.6 para probar la hipétesis nula de que la altura media de los arboles es igual a 5 pies (ft) contra la
hipdtesis alternativa de que la altura media es menor a 5 ft. Encontrar el valor p de esta prueba.

SOLUCION

El valor encontrado para z es z = (59.22 — 60)/1.01 = —0.77. El menor nivel de significancia al que se rechaza la hipote-
sisnulaesel valorp=P(z < —0.77) = 0.5 — 0.2794 = 0.2206. La hipdtesis nula se rechaza si el valor p es menor al nivel
de significancia preestablecido. En este problema, si el nivel de significancia preestablecido es 0.05, no se rechaza la hipé-
tesis nula. A continuacion se presenta la solucion que da MINITAB, donde el comando Alternative-1 indica que se
trata de una prueba de la cola inferior.

MTB> ZTest mean = 60 sd = 10.111 data in cl ;
SUBC>Alternative -1

Prueba Z

Test of mu = 60.00 vs mu < 60.00
The assumed sigma = 10.1

Variable N Mean StDev SE Mean Z P
height 100 59.22 10.11 1.01 -0.77 0.22

Se toma una muestra de 33 personas que escuchen radio y se determina la cantidad de horas, por semana, que
escuchan la radio. Los datos son los siguientes.

9 8 7 48 6 8 8 7 10 8 10 6 7 7 8 9
6 58 5 6 8 7 85 58 766 45

Probar, de las siguientes tres maneras equivalentes, la hipotesis nula x = 5 horas (h) contra la hipotesis alter-
nativa p # 5 h al nivel de significancia o« = 0.05:

a) Calcular el valor del estadistico de prueba y compararlo con el valor critico correspondiente a o = 0.05.
b) Calcular el valor p del estadistico de prueba encontrado y comparar este valor p con o = 0.05.
c) Calcular el intervalo de confianza 1 — o = 0.95 para p y determinar si 5 cae dentro de este intervalo.
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10.9

SOLUCION

En el siguiente resultado de MINITAB se halla, primero, la desviacion estandar y después se emplea en las declaraciones
Ztesty Zinterval.

MTB > standard deviation cl
Standard deviation of hours = 1.6005

MTB > ZTest 5.01.6005 “hours” ;
SUBC> Alternative O.

Prueba Z

Test of mu = 5.000 vs mu not = 5.000
The assumed sigma = 1.60

Variable N Mean StDev SE Mean Z P
hours 33 6.897 1.600 0.279 6.81 0.0000

MTB > Zlnterval 95.01.6005 “hours”’

Variable N Mean StDev SE Mean 95.0 % CI
hours 33 6.897 1.600 0.279 ( 6.351, 7.443)
6.897 — 5

a) Elvalor calculado para el estadistico de prueba es Z = = 6.81, los valores criticos son +1.96, y la hipdte-

0.279
sis nula se rechaza. Obsérvese que éste es el valor encontrado que aparece en el resultado de MINITAB.

b) El valor p encontrado, de acuerdo con los resultados de MINITAB, es 0.0000, por lo tanto, el valor p < o = 0.05, la
hipdtesis nula se rechaza.

c) Como el valor especificado por la hipotesis nula, 5, no esta contenido en el intervalo de confianza de 95% para p, la
hipdtesis nula se rechaza.
Estos tres procedimientos para probar una hipdtesis nula contra una de hipétesis alternativa de dos colas son
equivalentes.

La resistencia a la ruptura de los cables fabricados por una empresa tiene media de 1 800 libras (Ib) y desviacion
estandar de 100 Ib. Se asegura que mediante una nueva técnica puede aumentarse la resistencia a la ruptura.
Para probar esto, se prueba una muestra de 50 cables y se encuentra que su resistencia media a la ruptura es
1 850 Ib. ;Puede apoyarse, a nivel de significancia 0.01, la aseveracion hecha antes?

SOLUCION

Se tiene que decidir entre las dos hipétesis siguientes:

Ho: p = 1800 Ib, en realidad no hay cambio en la resistencia a la ruptura.
H,: ¢ > 1800 Ib, si hay cambio en la resistencia a la ruptura.

Por lo tanto, se debe usar una prueba de una cola; el diagrama correspondiente a esta prueba es idéntico al de la figura 10-4
del problema 10.5a). A nivel de significancia 0.01, la regla de decision es:

Si la puntuacion z observada es mayor a 2.33, los resultados son significativos a nivel de significancia 0.01 y H, se
rechaza.

Si no es asi, H, se acepta (o la decision se aplaza).
Bajo la hipdtesis de que H, es verdadera, se encuentra que

X —p 1850 —1800

N Yy =3.55

que es mayor a 2.33. Por lo tanto, se concluye que los resultados son altamente significativos y que la aseveracion hecha
puede apoyarse.
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VALORES p PARA PRUEBAS DE HIPOTESIS

10.10 A un grupo de 50 compradores se le preguntd cuanto gastaba anualmente en sus compras por Internet. En la
tabla 10.2 se muestran las respuestas. Se desea probar que gastan $325 por afio contra una cantidad diferente a
$325. Encontrar el valor p para la prueba de hipotesis. (A qué conclusion se llega empleando o = 0.05?

Tabla 10.2
418 379 77 212 378
363 434 348 245 341
331 356 423 330 247
351 151 220 383 257
307 297 448 391 210
158 310 331 348 124
523 356 210 364 406
331 364 352 299 221
466 150 282 221 432
366 195 96 219 202

SOLUCION

La media de estos datos es 304.60, la desviacion estandar es 101.51, el estadistico de prueba obtenido es

__ 30460325
101.50/+/50

El estadistico Z tiene aproximadamente una distribucion normal estandar. El valor p calculado es el siguiente P(Z < — | esta-
distico de prueba calculado|) 0 Z > | estadistico de prueba calculado|) 0 P(Z < — 1.43) + P(Z > 1.43). La respuesta puede
hallarse usando el apéndice 11 o0 usando EXCEL. Mediante EXCEL, el valor p =2*NORMDIST(—1.43) = 0.1527, dado
que la curva normal es simétrica y las areas a la izquierda de —1.43 y a la derecha de 1.43 son iguales, se puede simple-
mente duplicar en el area a la izquierda de —1.43. Como el valor p es menor a 0.05, no se rechaza la hipotesis nula. En la
figura 10.6 se muestra gréaficamente el valor p calculado en este problema.

—1.43.

-1.43 Z=143
Figura 10-6 El valor p es la suma del &rea a la izquierda de Z = -1.43 més que
el &rea a la derecha de Z = 1.43.

10.11 \olver al problema 10.10. Para analizar los datos usar el software para estadistica de MINITAB. Obsérvese que
el software da el valor p y al usuario se le deja la decision respecto a la hipétesis de acuerdo con el valor que
le haya asignado a a.
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10.12

SOLUCION

Con la secuencia “Stat = Basic statistics = 1 sample Z” se obtiene el anlisis siguiente. El software calcula para el
usuario el estadistico de prueba y el valor p.

Muestra uno Z: cantidad

Test of mu = 325 vs not = 325
The assumed standard deviation = 101.51

Variable N Mean StDev SE Mean Z P
Amount 50 304 .460 101.508 14 .356 -1.43 0.152

Obsérvese que el software proporciona el valor del estadistico de prueba (—1.43) y el valor p (0.152).

En la tabla 10.3 se muestran los resultados de un estudio sobre individuos que emplean la computadora para
hacer sus declaraciones de impuestos. Los datos de la tabla dan el tiempo que necesitan para hacer su declara-
cion. La hipotesis nula es Hy : 1+ = 8.5 horas contra la hipotesis alternativa, que es H; : o < 8.5. Encontrar el
valor p de esta prueba de hipdtesis. ¢ A qué conclusion Illega empleando « = 0.05?

Tabla 10.3
6.2 4.8 8.9 5.6 6.5
115 8.6 6.2 8.5 5.2
2.7 14.9 11.2 6.9 7.9
4.8 9.5 12.4 9.7 10.7
8.0 11.8 1.4 9.1 4.9
9.1 6.4 9.5 7.6 6.7
2.6 35 6.4 4.3 7.9
3.3 10.3 3.2 11.5 17
104 8.5 10.8 6.9 5.3
4.9 4.4 9.4 5.6 7.0

SOLUCION

La media de los datos que se presentan en la tabla 10.3 es 7.42 h, la desviacion estandar es 2.91 h y el estadistico de prue-
7.42 — 8.

ba calculado es Z = 742785 = —2.62. El estadistico Z tiene aproximadamente la distribucion normal estandar. Con
2.91//50

la secuencia de MINITAB “Calc = Probability distribution = Normal” se obtiene el cuadro de dialogo que se muestra
en la figura 10-7. El cuadro de dialogo se llena como se indica.
Los resultados que da el cuadro de didlogo de la figura 10-7 son los siguientes:

Funcion de distribucion acumulada
Normal with mean = 0 and standard deviation = 1

X P ( X<=x)
—2.62 0.0043965

El valor p es 0.0044 y como el valor p < «, se rechaza la hip6tesis nula. Consultar la figura 10-8 para ver grafica-
mente el valor p obtenido en este problema.
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.Normal Distribution

" Probability density
& Cumulative probability

" Inverse cumulative probability

Mean: [0.0
Standard deviation: |1 .a

" Input column: [
Optional storage: |

& Input constant: |—2 62|
Optional storage: [

Select |
Help | | 0K I Cancel |

Figura 10-7 Cuadro de dialogo para calcular el valor p si el estadistico de prueba es igual a —2.62.

-2.62
Figura 10-8 El valor p es el area a la izquierda de Z = -2.62.

10.13 Refiérase al problema 10.12. Para analizar los datos usar el software para estadistica SAS. Obsérvese que este
software da el valor p y deja al usuario la decision respecto de la hipétesis de acuerdo con el valor que el usua-
rio haya asignado a «.

SOLUCION

A continuacion se presentan los resultados dados por SAS. El valor p se da como Prob > z = 0.0044, el mismo valor que
se obtuvo en el problema 10.12. Este valor es el area bajo la curva normal estandar a la izquierda de —2.62. Comparar las
demas cantidades dadas como resultados de SAS con las del problema 10.12.

RESULTADOS DE SAS
One Sample Z Test for a Mean
Sample Statistics for time
N Mean Std. Dev Std Error
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10.14

Hypothesis Test
Null hypothesis

Mean of time => 8.5

Alternative Mean of time < 8.5
with a specified know standard deviation of 2.91
Z Statistic Prob > z
—-2.619 0.0044

95% Confidence Interval for the Mean

(Upper Bound Only)
Lower Limit

Upper Limit

—infinity 8.

Obsérvese que el intervalo unilateral de 95% (—oco, 8.10) no contiene el valor de la hipétesis nula, 8.5. Esta es otra
indicacién de que la hipdtesis nula se debe rechazar a nivel « = 0.05.

Se asegura que el promedio de tiempo que escuchan MP3 las personas que utilizan estos dispositivos es 5.5 h
por semana, contra un promedio mayor a 5.5. En la tabla 10.4 se dan las cantidades de tiempo que 50 personas
pasan escuchando un MP3. Probar H, : 1+ = 5.5 h contra la hipdtesis alternativa H, : . > 5.5 h. Encontrar el
valor p de esta prueba de hipdtesis usando STATISTIX. ¢A qué conclusion se llega empleando oo = 0.05?

= 3.27. En la figura 10-9 se calcula el valor p.

Tabla 10.4
6.4 6.4 6.8 7.6 6.9
5.8 5.9 6.9 5.9 6.0
6.3 5.5 6.1 6.4 4.8
6.3 4.2 6.2 5.0 5.9
6.5 6.8 6.8 5.1 6.5
6.7 5.4 5.9 35 4.4
6.9 6.7 6.4 5.1 5.4
4.7 7.0 6.0 5.8 5.8
5.7 5.2 4.9 6.6 8.2
6.9 5.5 5.2 3.3 8.3
SOLUCION
STATISTIX proporciona los resultados siguientes:
Statistix 8.0
Descriptive Statistics
Variable N Mean SD
MP3 50 5.9700 1.0158
5.97-5.5
El estadistico de prueba calculadoes Z = ———
P 1.0158//50

En la figura 10-10 se muestra graficamente el valor p encontrado en este problema.
El valor p encontrado es 0.00054 y como es menor a 0.05, se rechaza la hip6tesis nula.
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.I Probabiliy Functions

]

unction
Beta(x, a. b)
Binamial [, n, p)
Chi-square [, df] Print All | Help
Correlation [, n)
F [#. dfnum, diden) 5 3.27
F Inverse [p, dinum, dfden)
Hypergeo (x1, 2. n1, n2)
Meg-Binomial [+, n, p)
Poigson [, lambda)

T 1-Tail (%, df]

T 2-Tail [x, df)

T Inverse (p, df)

Z 1-Tail [¢]

= Z2-Tail [¥)

" Z Inverse [p)

Close

Results

Z1-Tail [3.27) = 0.00054

Ciie @ @ @6 e @ e @ ie e

Figura 10-9 Cuadro de didlogo para hallar el valor p siendo el estadistico de prueba igual a 3.27.

Z-327
Figura 10-10 El valor p es el area a la derecha de z = 3.27.

10.15 Empleando SPSS, usar la secuencia “Analyze = Compare means = one-sample t test” y los datos del pro-
blema 10.14 para probar H, : . = 5.5 h contra la hipétesis alternativa H, : - > 5.5 h a a = 0.05 hallando el
valor p y comparandolo con «.

SOLUCION

Los resultados de SPSS son los siguientes:

One-sample statistics

N Media Desv. estandar Media error estandar

MPE 50 5.9700 1.0184 .14366
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One-sample test

Valor de prueba = 5.5

Intervalo de
confianza de 95%
de la diferencia

Diferencia
t gl Sigma (2 colas) media Inferior Superior
MPE | 3.272 49 0.002 47000 .1813 .7587

En la primera parte de los resultados de SPSS se dan los estadisticos necesarios. Obsérvese que al estadistico de prueba
encontrado se le llama t y no z. Esto se debe a que para n > 30, la distribucion t y la distribucion z son muy similares.
La distribucion t tiene un parametro llamado grados de libertad que es igual a n — 1. El valor p encontrado por SPSS es
siempre un valor p para dos colas y se le conoce como sigma(2 colas). Este valor es igual a 0.002. El valor para 1 cola
es 0.002/2 = 0.001. Este valor es un valor cercano al encontrado en el problema 10.14 que es igual a 0.00054. Cuando se
usa un software, el usuario debe estar atento a la idiosincrasia de ese software.

GRAFICAS DE CONTROL

10.16 Para controlar el llenado de recipientes de mostaza se emplea una grafica de control. La cantidad media de
Ilenado es 496 gramos (g) y la desviacion estandar es 5 g. Para determinar si la maquina llenadora esta traba-
jando en forma adecuada, cada hora, a lo largo de las 8 h del dia, se toma una muestra de cinco recipientes. En
la tabla 10.5 se presentan los datos de dos dias.

a) Disefiar una regla de decision mediante la cual se pueda estar muy seguro de que la media de llenado se
mantiene, durante estos dos dias, en 496 g con una desviacion estandar igual a 5 g.
b) Mostrar cdmo graficar la regla de decision del inciso a).

Tabla 10.5

1 2 3 4 5 6 7 8

492.2 486.2 493.6 508.6 503.4 494.9 497.5 490.5
487.9 489.5 503.2 497.8 493.4 492.3 497.0 503.0
493.8 495.9 486.0 493.4 493.9 502.9 493.8 496.4
495.4 494.1 498.4 495.8 493.8 502.8 497.1 489.7
491.7 494.0 496.5 508.0 501.3 498.9 488.3 492.6

9 10 11 12 13 14 15 16

492.2 486.2 493.6 508.6 503.4 494.9 497.5 490.5
487.9 489.5 503.2 497.8 493.4 492.3 497.0 503.0
493.8 495.9 486.0 493.4 493.9 502.9 493.8 496.4
495.4 494.1 498.4 495.8 493.8 502.8 497.1 489.7
491.7 494.0 496.5 508.0 501.3 498.9 488.3 492.6

SOLUCION

a) Con una confianza de 99.73% Dugde decirse aue |(iTi media muestral x debe encontrarse en el intervalo de py — 30
hasta p; + 30 0 bien, de: u — 3—= hasta: ;1 + 3—=. Como p = 496, 0 =5y n = 5, se sigue que con una confianza

i i
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. . 5 5 .
de 99.73% la media muestral debe estar en el intervalo de: 496 — 3% hasta: 496 + 3% 0 bien entre 489.29 y
502.71. Por lo tanto, la regla de decision es la siguiente:
Si la media muestral cae dentro del intervalo de 489.29 g a 502.71 g, se supone que la maquina esta llenando
correctamente.

Si no es asi, se concluye que la maquina de llenado no esta trabajando en forma adecuada y se busca la razén
por la que el llenado es incorrecto.

b) Empleando una grafica como la de la figura 10-11, llamada grafica de control de calidad, se puede llevar un registro
de las medias muestrales. Cada vez que se calcula una media muestral se representa mediante un punto. Mientras estos
puntos se encuentren entre el limite inferior y el limite superior, el proceso esta bajo control. Si un punto se sale de
estos limites de control puede ser que algo esté mal y se recomienda hacer una investigacion.

Las 80 observaciones se ingresan en la columna C1. Con la secuencia “Stat = Control Charts = Variable charts
for subgroups = Xbar” se abre la ventana de dialogo que, una vez llenada, da la grafica de control que se muestra en la
figura 10-11.

Gréafica Xbarra de cantidad

504 A
UCL=502.71

502 A
500 A
498 1

496 - X=496

Media muestral

494 -

492 A

490 1

LCL=489.29

2 4 6 8 10 12 14 16
Muestra

Figura 10-11 Gréfica de control con limites 3o para el control de la media de llenado
de los envases de mostaza.

Los limites de control especificados antes se conocen como limites de confianza del 99.73%, o simplemente, limites
30. También se pueden determinar otros limites de confianza (por ejemplo, limites del 99% o del 95%). En cada caso la
eleccion depende de las circunstancias particulares.

PRUEBAS PARA DIFERENCIAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES

10.17 A dos grupos de estudiantes, uno de 40 y el otro de 50 alumnos, se les puso un examen. En el primer grupo la
puntuacion media fue 74 y la desviacion estandar 8; en el segundo grupo la puntuacién media fue 78 y la des-
viacion estandar 7. ¢Existe diferencia en el desempefio de estos dos grupos a los niveles de significancia: a)
0.05y b) 0.01?

SOLUCION

Supdngase que los dos grupos provienen de dos poblaciones cuyas medias son p; y u,, respectivamente. Entonces se debe
decidir entre las hipotesis:

Hy : 11 = py, la diferencia se debe Gnicamente a la casualidad.
H, : pq # 1, existe una diferencia significativa entre los dos grupos.
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10.18

10.19

De acuerdo con la hipotesis H,, ambos grupos provienen de una misma poblacion. La media y la desviacion estandar de la
diferencia entre las medias estan dadas por

O’% (r% 82 2
Hgi—x2 =0 y Ox1-x2 = FI-FE: %—F%:lﬁ%

donde se han empleado las desviaciones estandar muestrales como estimacion de o, y o,. Por lo tanto,

X, —X 74-78
7 ==

orx  1.606

=-249

a) Enunaprueba de dos colas, los resultados son significativos al nivel 0.05 si z se encuentra fuera del intervalo de —1.96
a 1.96. Por lo tanto, se concluye que al nivel de significancia 0.05 existe una diferencia significativa en el desempefio
de estos dos grupos y que el segundo grupo parece ser mejor.

b) Enunaprueba de dos colas, los resultados son significativos al nivel 0.01 si z se encuentra fuera del intervalo de —2.58
a 2.58. Por lo tanto, se concluye que al nivel 0.01 no hay diferencia significativa entre las clases.

Ya que los resultados son significativos al nivel 0.05 pero no al nivel 0.01, se concluye que los resultados sean pro-
bablemente significativos (de acuerdo con la terminologia presentada al final del problema 10.5).

La estatura media de 50 estudiantes que mostraron una participacion especial en las actividades deportivas de
su escuela fue 68.2 pulgadas (in) con una desviacion estandar de 2.5 in, en tanto que la estatura media de 50
estudiantes que no mostraron interés en los deportes fue 67.5 in con una desviacion estandar de 2.8 in. Probar
la hipotesis de que los estudiantes que mostraron interés en el deporte son mas altos que el resto de los estu-
diantes.

SOLUCION

Hay que decidir entre las hipdtesis:

Hy : 114 = 1y, nO hay diferencia entre las estaturas medias.
Hy: pq > p,, la estatura media del primer grupo es mayor que la del segundo grupo.

[o? o2 257 (2.8)°
Mxi—x2 =0 y Ox1-x2 = FII+F22: 7( 50) +7( 50) =0.53

donde para estimar o y o, se han empleado las desviaciones estdndar muestrales. Por lo tanto,

Bajo la hipdtesis H,

X - X, 682-675

= =132
Oyl1—x2 0.53

z

Usando una prueba de una cola al nivel de significancia 0.05 se puede rechazar H, si la puntuacion z es mayor a 1.645. Por
lo tanto, en este caso, a ese nivel de significancia no se puede rechazar la hipétesis nula.

Sin embargo, hay que observar que la hipotesis se puede rechazar al nivel de significancia 0.10 si se estéa dispuesto
a correr el riesgo de tener una probabilidad de 0.10 de cometer un error (es decir, 1 posibilidad en 10).

Se realiza un estudio para comparar la media, en horas por semana, que usan sus celulares varones y mujeres
estudiantes universitarios. De una universidad se tomaron 50 estudiantes mujeres y 50 estudiantes varones y se
registrd la cantidad de horas por semana que utilizan sus celulares. Los resultados se muestran en la tabla 10.6.
Se quiere probar Hy: g — py, = 0 contra H, @ g — pp, # 0, basandose en estas muestras. Usar EXCEL para
calcular el valor p y llegar a una decision acerca de la hipotesis nula.
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Tabla 10.6 Horas por semana que usan su celular varones
y mujeres estudiantes de una universidad

Varones Mujeres

12 4111 1183|1111 9 71 10 9
7 9110 | 10 7110 ] 10 7 91 10
71 12 6 9115 | 11 8 9 6| 11

10 | 11 | 12 7 8] 10 7 9112 | 14

8 9111 ] 10 9111 ] 12 ] 12 8 | 12
10 9 9 7 9] 12 9110 | 11 7
11 7110 ] 10| 11| 12 7 9 8| 11

9112 | 12 81|13 ] 10 8 ] 13 8] 10

91 10 8|11 ] 10 9 9 9|1 11 9
13 | 13 9] 10 | 13 9 8 9112 | 11

SOLUCION

Los datos de la tabla 10.6 se ingresan en una hoja de calculo de EXCEL como se muestra en la figura 10-12. Los datos
de los varones se ingresan en las celdas A2:E11 y los datos de las mujeres en las celdas F2:J11. La varianza de los datos de
los varones se calcula ingresando en la celda A14 =VAR(A2:E11). La varianza de los datos de las mujeres se calcula
ingresando en la celda A15 =VAR(F2:J11). La media de los datos de los varones se calcula ingresando en la celda

E3 Microsoft Excel - Book1

@ Eile Edit Yiew Insert Format Tools Data Window Help

NEHRS SR VE 2RI Rl SRS IR Eiﬂriai
M8 v ~
A | B [ ¢ | p [ E F | 6 | H | 1 [ K
1 males Females
7 12 4 11 13 11 11 9 7 10 9
3 9 10 10 7 10 10 7 9 10
4 7 12 6 9 15 11 8 9 6 11
5| 10 11 12 7 8 10 7 9 12 14
5} 8 9 11 10 9 11 12 12 8 12
7 10 9 9 7 9 12 9 10 11 7
8 11 7 10 10 11 12 7 9 8 11
g 9 12 12 8 13 10 8 13 8 10
1w 9 10 8 11 10 9 9 9 11 9
1" 13 13 9 10 13 9 8 9 12 11
12 ]
| 13 | |
14 | 4.640408 VAR(A2:E11)
15 | 3.153061 VAR(F2:J11) _
| 16 | 9.82 AVERAGE(A2:E11) |
17| 9.7 AVERAGE(F2:J11)
18
| 19| 0.303949 (A16-A17)/SQRT(A14/50+A15/50)
20
211 0.761167/2*(1.NORMSDIST(A19))

Figura 10-12 Hoja de célculo EXCEL para calcular el valor p del problema 10.19.
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10.20

10.21

Al6 =AVERAGE(A2:E11). La media de los datos de las mujeres se calcula ingresando en la celda A17 =AVERAGE(F2:
J11). El estadistico de prueba es =(A16-A17)/SQRT(A14/50+A15/50) y se muestra en A19. Este estadistico tiene una
distribucion normal estandar y su valor es 0.304. La expresion =2*(1-NORMSDIST(A19) calcula el area a la derecha de
0.304 y la duplica. Con esto se obtiene que el valor p = 0.761.

Como este valor p no es menor que ninguno de los valores a usuales, 0.01 o bien 0.05, no se rechaza la hipotesis
nula. La probabilidad de obtener muestras como la obtenida es 0.761, suponiendo que la hipotesis nula sea verdadera. Por
lo tanto, no hay evidencia que sugiera que la hipétesis nula es falsa y que se deba rechazar.

Se tienen dos grupos de personas, Ay B, cada uno de 100 personas que padecen una enfermedad. Al grupo A
se le administra un suero, pero al grupo B (que es el grupo control) no; por lo demas, los dos grupos se tratan
en forma idéntica. En los grupos A y B se encuentra que 75 y 65 personas, respectivamente, se recuperan de
esta enfermedad. A los niveles de significancia: a) 0.01, b) 0.05 y c) 0.10, probar la hipotesis de que el suero
ayuda a la curacion de la enfermedad. Calcular el valor p y mostrar que valor p > 0.01, valor p > 0.05, pero
valor p < 0.10.

SOLUCION

Sean p; Y p, las proporciones poblacionales de las personas curadas: 1) usando el suero y 2) sin usar el suero, respectiva-
mente. Hay que decidir entre las hipdtesis:

Ho: p1 = Py, las diferencias observadas se deben a la casualidad (es decir, el suero no es eficiente).
H; : p; > p,, el suero si es eficiente.

Bajo la hipdtesis Hy,

1 1 1 1
=0 - )= ) 30—+ —) =o.
1p1_p2 y Opl_p \/pq (N1 + Nz) \/(0 70)(0.30) (]00 + 100) 0.0648

donde, como estimacion de p, se ha empleado la proporcion promedio de curados en las dos muestras dada por (75 +
65)/200 = 0.70, de donde g = 1 — p = 0.30. Por lo tanto,

__Pi=Py 07500650
- apl—p2 n 0.0648 o

a) Empleando una prueba de una cola al nivel de significancia 0.01, la hipétesis H, se rechaza Ginicamente si la puntuacion
z es mayor a 2.33. Como la puntuacion z es de sdlo 1.54, se concluye que a este nivel de significancia los resultados
se deben a la casualidad.

b) Empleando una prueba de una cola al nivel de significancia 0.05, la hipGtesis H, se rechaza Ginicamente si la puntuacion
z es mayor a 1.645. Por lo tanto, se concluye que a este nivel de significancia los resultados se deben a la casualidad.

c) Sise usauna prueba de una cola al nivel de significancia 0.10, H, se rechaza solo si la puntuacion z es mayor a 1.28.
Dado que esta condicion se satisface, se concluye que el suero es eficiente al nivel 0.10.

d) Empleando EXCEL, el valor p se obtiene mediante =1-NORMDIST(1.54), que es igual a 0.06178. Esta es el area a
la derecha de 1.54. Obsérvese que este valor es mayor a 0.01, 0.05, pero menor a 0.10.

Notese que la conclusion depende de qué tanto se esta dispuesto a arriesgarse a estar equivocado. Si en realidad los
resultados se deben a la casualidad, pero se concluye que se deben al suero (error tipo 1), se procederé a administrar el suero
a una gran cantidad de personas, con el tnico resultado de que en realidad no sea efectivo. Este es un riesgo que no siempre
se esta dispuesto a asumir.

Por otro lado, se puede concluir que el suero no ayuda, cuando en realidad si lo hace (error tipo I1). Esta conclusion
es muy peligrosa, en especial porque lo que esta en juego son vidas humanas.

Repetir el problema 10.20, pero considerando que cada grupo consta de 300 personas y que sanan 225 personas
del grupo A'y 195 del grupo B. Encontrar el valor p usando EXCEL y comentar sobre su decision.
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SOLUCION

Obsérvese que la proporcion de personas que sana en cada grupo es 225/300 = 0.750 y 195/300 = 0.650, respectivamen-
te, que son las mismas que en el problema 10.20. De acuerdo con la hipdtesis H,

1 1 1 1
Mp1_p2 = 0 y Opl—py = \/pq (Vl + E) = \/(070)(030) (ﬁ + m) =0.0374
donde (225 + 195),/600 = 0.70 se usa como estimacion de p. Por lo tanto,

P, — P, 0.750 — 0.650
z= =

= = 2.67
apl1—-p2 00374

Como el valor de z es mayor que 2.33, la hipotesis nula se puede rechazar al nivel de significancia 0.01; es decir, se puede
concluir que el suero es efectivo con una probabilidad de estar equivocado de s6lo 0.01.

Esto muestra cdmo al aumentar el tamafio de la muestra se incrementa la confiabilidad de las decisiones. Sin embar-
go, en muchos casos suele no ser posible aumentar el tamafio de la muestra. En esos casos se esta forzado a tomar las
decisiones con base en la informacion disponible, y por lo tanto se debe conformar con correr mayor riesgo de tomar una
decision incorrecta.

valor p =1-NORMDIST(2.67) = 0.003793. Esto es menor a 0.01.

Se realiz6 un sondeo en una muestra de 300 votantes del distrito A y 200 votantes del distrito B; se encontrd
que 56 y 48%, respectivamente, estaban a favor de determinado candidato. Al nivel de significancia 0.05,
probar las hipétesis: a) existe diferencia entre los distritos, b) el candidato se prefiere en el distrito Ay ¢)
calcular el valor p de los incisos a) y b).

SOLUCION

Sean p, y p, las proporciones de todos los votantes de los distritos A y B que estan a favor de este candidato. Bajo la hipo-
tesis Hy: py = ps, se tiene

1 1 1 1

donde se emplean los valores [(0.56)(300) -+ (0.48)(200)]/500 = 0.528 y (1 — 0.528) = 0.472 como estimaciones de p y
g, respectivamente. Por lo tanto,

__ PPy 0.560 0480

= =1.75
Opi—p2 0.0456

a) Sisolo se desea determinar si existe alguna diferencia entre los distritos, hay que decidir entre las hip6tesis Hy: p; =
P, Y Hy:p; # Py, lo que implica una prueba de dos colas. Usando una prueba de dos colas al nivel de significancia 0.05,
H, se puede rechazar si z esta fuera del intervalo —1.96 a 1.96. Como z = 1.75 se encuentra en este intervalo, a este
nivel no se puede rechazar Hy; esto es, no hay diferencia significativa entre los dos distritos.

b) Si se desea determinar si el candidato es preferido en el distrito A, hay que decidir entre las hipotesis Hy: p; = p, y
H; :p; > p,. lo que implica una prueba de una cola. Usando una prueba de una cola al nivel de significancia 0.05, H,
se rechaza si z es mayor a 1.645. Dado que éste es el caso, se rechaza H, a este nivel de significancia y se concluye
que el candidato es preferido en el distrito A.

c) Con la alternativa de dos colas, el valor p =2*(1-NORMDIST(1.75)) = 0.0801. A o = 0.05 no se puede rechazar la
hipétesis nula. Con la alternativa de una cola, valor p =1-NORMDIST(1.75) = 0.04006. A o = 0.05 se puede recha-
zar la hipotesis nula.

PRUEBAS EMPLEANDO DISTRIBUCIONES BINOMIALES

10.23

Un profesor aplica un pequefio examen en el que hay 10 preguntas de verdadero o falso. Para probar la hipé-
tesis de que los alumnos contestan sélo adivinando, el profesor adopta la siguiente regla de decision:

Si hay siete 0 mas de las respuestas correctas, el estudiante no esta sélo adivinando.
Si hay menos de siete respuestas correctas, el estudiante esta sélo adivinando.
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10.24

10.25
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Encontrar la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula cuando ésta sea correcta: a) empleando la distribucién
binomial y b) empleando EXCEL.

SOLUCION

a) Seap la probabilidad de que una pregunta se responda correctamente. La probabilidad de tener X de 10 preguntas
correctas es (\")p*¢'*~*, donde g = 1 — p. Entonces bajo la hipétesis p = 0.5 (es decir, el estudiante esta solo atinan-
do)

Pr{7 o més correctas} = Pr{7 correctas} + Pr{8 correctas} + Pr{9 correctas} + Pr{10 correctas}

10\ /1\ 1\ 710\ /1\*/1\* 710\ /1)’ /1 10\ /1"
-(7)G) ) ()6 G+ ()G G+ (o) () =0
Por lo tanto, la probabilidad de concluir que el estudiante no esta sélo adivinando cuando en realidad si lo esté haciendo es
0.1719. Obsérvese que ésta es la probabilidad de un error tipo 1.
b) Losnumeros 7, 8,9y 10 se ingresan en A1:A4 de la hoja de calculo de EXCEL. Después se ingresa =BINOMDIST(AL,

10,0.5,0). A continuacion se hace clic y se arrastra desde B1 hasta B4. En B5 se ingresa =SUM(B1:B4). La respuesta
aparece en B5.

A B
7 0.117188
8 0.043945
9 0.009766
10 0.000977
0.171875
En el problema 10.23, encontrar la probabilidad de aceptar la hipdtesis p = 0.5 cuando en realidad p = 0.7.
Encontrar la respuesta: a) usando la fdrmula de probabilidad binomial y b) usando EXCEL.
SOLUCION

a) Bajo la hipotesis p = 0.7,

Pr{menos de 7 correctas} = 1 — Pr{7 0 mas correctas}

=1- {(170) (0.7)(0.3)+ (180) (0.7)%(0.3)> + <190> 0.77(03)+ Gg) (0.3)10}

=0.3504

b) Lasolucién usando EXCEL es:

Pr{menos de 7 correctas cuando p = 0.7} esta dada por =BINOMDIST (6,10,0.7,1) que es igual a 0.350389. El 1
en la funcion BINOMDIST indica que la probabilidad, correspondiente an = 10y p = 0.7, desde 0 hasta 6 esta acumu-
lada.

En el problema 10.23, encontrar la probabilidad de aceptar la hipotesis p = 0.5 cuando en realidad: a) p = 0.6,
b)p=08,¢c)p=09,d)p=04,e)p=03,f)p=02yg)p=0.1

SOLUCION

a) Sip=0.6,

Probabilidad buscada = 1 — [Pr{7 correctas} + Pr{8 correctas} + Pr{9 correctas} -+ Pr{10 correctas}]

=1- {(170) (0.6)'(0.4)"+ (180) (0.6)%(0.4)* + (190> (0.6)°(0.4) + Gg) (0.6)10} ~0.618
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Los resultados de los incisos b) a g) se encuentran de manera similar y se presentan en la tabla 10.7, junto con los
correspondientes valores desde p = 0.5 hasta p = 0.7. Obsérvese que en la tabla 10.7 la probabilidad se denota por 3 (pro-
babilidad de cometer un error tipo I1); la entrada 3 correspondiente a p = 0.5 esta dada por 5 =1 — 0.1719 = 0.828 (de
acuerdo con el problema 10.23) y la entrada /3 correspondiente a p = 0.7 se tom6 del problema 10.24.

Tabla 10.7

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1.000 0.999 0.989 0.945 0.828 0.618 0.350 0.121 0.013

w |T

10.26 Usar el problema 10.25 para construir una grafica de 3 contra p.

SOLUCION

La gréfica buscada se muestra en la figura 10-3.

1.2

0.8 1

0.6 1

Beta

0.4 1

0.2 1

Figura 10-13 Gréfica para los errores tipo 11 en el problema 10.25.

10.27 La hipétesis nula es que un dado no esta cargado y la hipétesis alternativa es que el dado si esta cargado, de
manera que la cara seis aparece con mas frecuencia de la que deberia. Esta hip6tesis se prueba lanzando el dado
18 veces y observando cuantas veces cae seis. Encontrar el valor p si la cara seis se presenta 7 veces en 18
lanzamientos del dado.

SOLUCION

En la hoja de calculo de EXCEL se ingresan en A1:A19 los nimeros del 0 al 18. En B1 se ingresa =BINOMDIST(A1,18,
0.16666,0), se hace clic y se arrastra desde B1 hasta B19 para obtener cada una de las probabilidades binomiales, en C1 se
ingresa =BINOMDIST (A1,18,0.16666,1), se hace clic y se arrastra desde C1 hasta C19 con lo que se obtiene la probabi-
lidad binomial acumulada.
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10.28

0N WN = O >

©

10
11
12
13
14
15
16
17
18

Elvalorpesp{x>7} =1—-P{X <6} =1-0.979 = 0.021. El resultado X = 6 es significativo a « = 0.05, pero no a

« = 0.01.

Para probar que 40% de las personas que pagan impuestos emplean algin software para el calculo de los mis-
mos contra la hipotesis alternativa de que el porcentaje es mayor a 40%, se seleccionan en forma aleatoria 300
personas que pagan impuestos y se les pregunta si emplean algin software. Si 131 de las 300 emplea algin

B
0.037566
0.135233
0.229885
0.245198

0.18389
0.102973
0.04462
0.015297
0.004207
0.000935
0.000168
2.45E-05
2.85E-06
2.64E-07
1.88E-08
1E-09
3.76E-11
8.86E-13
9.84E-15

C
0.037566446
0.17279916
0.402683738
0.647882186
0.831772194
0.934745656
0.979365347
0.994662793
0.998869389
0.999804143
0.999972391
0.999996862
0.999999717
0.99999998
0.999999999
1

1
1
1

software, encontrar el valor p correspondiente a esta observacion.

:Binomial Distribution

Select |
Help |

" Probability

& Cumulative probability

" Inverse cumulative probability

Number of trials:
Probability of success:

" Input column:

Optional storage:

& Input constant:
Optional storage:

300

o.a

—
——

FECT—
—

OK Cancel

Figura 10-14 Cuadro de didlogo de la distribucion binomial para calcular 130
0 menos de 300 usuarios de software, dado que 40% de los que pagan impuestos

usan algin software.
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SOLUCION

La hipdtesis nula es Hy: p = 0.4 y la hip6tesis alternativa H, : p > 0.4. El valor de X observado es 131, donde X es la can-
tidad de los que usan algun software. El valor p = P{X > 131 dado que p = 0.4}. El valor p = 1 — P{X < 130 dado que
p = 0.4}. Empleando MINITAB, con la secuencia “Calc = Probability Distribution = Binomial” se abre el cuadro de
dialogo que se muestra en la figura 10-14.

Con el cuadro de dialogo de la figura 10-14 se obtiene el resultado siguiente.

Funcién de distribuciéon acumulada
Binomial with n=300 and p=0.4

X P(X<=x)
130 0.891693

El valorpes1 — P{X < 130 dado que p = 0.4} = 1 — 0.8971 = 0.1083. El resultado X = 131 no es significativo a
0.01, 0.05 ni 0.10.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

PRUEBAS PARA MEDIAS Y PARA PROPORCIONES
EMPLEANDO DISTRIBUCIONES NORMALES

10.29

10.30

10.31

10.32

10.33

Una urna contiene sélo canicas azules y rojas. Para probar la hipétesis nula de que las canicas de ambos colores se encuen-
tran en la misma proporcion, se toma una muestra, con reposicion, de 64 canicas; se anotan los colores de las canicas que
se van extrayendo y se adopta la siguiente regla de decision:

La hipatesis nula se acepta si 28 < X < 36, donde X es la cantidad de canicas rojas en la muestra de tamafio 64.
La hipétesis nula se rechaza si X < 27 osi X > 37.

a) Encontrar la probabilidad de rechazar la hipétesis nula si es correcta.

b) Graficar la regla de decision y el resultado que se obtenga en el inciso a).

a) ¢Qué regla de decision se adopta en el problema 10.29 si lo que se busca es que la probabilidad de rechazar la hipote-
sis nula siendo en realidad correcta no sea mayor a 0.01 (es decir, si se quiere que el nivel de significancia sea 0.01)?

b) ¢Aqué nivel de confianza se puede aceptar la hipétesis nula?
c) ¢Cudl es la regla de decision si se emplea como nivel de significancia 0.05?

Supongase que en el problema 10.29 se desea probar la hipétesis de que la proporcion de canicas rojas es mayor que la de
canicas azules.

a) ¢Cudl es entonces la hipotesis nula y cudl la hipdtesis alternativa?

b) ¢Se debe usar una prueba de una cola o de dos colas? ;Por qué?

c) ¢Cual debe ser la regla de decision si el nivel de significancia es 0.05?
d) ¢Cual es la regla de decision si el nivel de significancia es 0.01?

Se lanzan 100 veces un par de dados y en 23 de las veces aparece un 7. Al nivel de significancia 0.05, probar la hipotesis
de que los dados no estan cargados empleando: a) una prueba de dos colas y b) una prueba de una cola. Analizar las razones,
si es que las hay, para preferir una de estas dos pruebas.

Repetir el problema 10.32 empleando como nivel de significancia 0.01.
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10.34

10.35

10.36

10.37

10.38

Un fabricante asegura que por lo menos el 95% de los equipos que vende a una fabrica satisfacen las especificaciones. En
una muestra de 200 equipos examinados, 18 no cumplen con las especificaciones. Probar la afirmacion del fabricante a los
niveles de significancia: a) 0.01 y b) 0.05.

Se afirma que los compradores por Internet gastan en promedio $335 por afio. Se desea probar que esta cantidad no es la
correcta empleando oo = 0.075. Se hace un estudio en el que intervienen 300 compradores por Internet y se encuentra que
la media muestral es $354 y la desviacion estandar es $125. Encontrar el valor del estadistico de prueba, los valores criticos
y efectuar la conclusion.

Por experiencia se sabe que la resistencia a la ruptura de determinada marca de hilo es 9.72 onzas (0z) y su desviacion
estandar es 1.40 oz. En una muestra reciente de 36 piezas de este hilo se encuentra que la resistencia media a la ruptura es
8.93 o0z. Probar la hipotesis nula Hy : o = 9.72 contra la hip6tesis alternativa H : v < 9.72'y dar el valor del estadistico de
prueba y el valor critico que corresponde a: a) o = 0.10 y b) oo = 0.025. ¢ Es este resultado significativo a o = 0.10? (Es
este resultado significativo a o = 0.025?

Se realiza un estudio para probar la hipétesis nula de que la cantidad media de correos electronicos enviados semanalmen-
te por los empleados en una ciudad grande es 25.5 contra la hipdtesis alternativa de que esta cantidad es mayor a 25.5. Se
entrevista a 200 empleados de toda la ciudad y se encuentra que x = 30.1y s = 10.5. Dar el valor del estadistico de prueba
y el valor critico para o = 0.03, y efectuar la conclusion.

Para una n grande (n > 30) y una desviacion estandar conocida se usa la distribucion normal estandar para realizar una
prueba acerca de la media de la poblacion de la que se toma la muestra. A la hip6tesis alternativa H, : p < pg se le
llama alternativa de la cola inferior y a la hip6tesis alternativa H, : ;. > p, se le llama alternativa de la cola superior. Para
una alternativa de la cola superior, dar la expresion de EXCEL para el valor critico si « = 0.1, « = 0.01 y o = 0.001.

VALORES p EN PRUEBAS DE HIPOTESIS

10.39

10.40

10.41

10.42

Para probar que una moneda esta balanceada se lanza 15 veces y se obtienen 12 caras. Dar el valor p correspondiente a este
resultado. Para hallar el valor p emplear BINOMDIST de EXCEL.

Dar el valor p correspondiente al resultado del problema 10.35.

Dar el valor p correspondiente al resultado del problema 10.36.

Dar el valor p correspondiente al resultado del problema 10.37.

GRAFICAS DE CONTROL DE CALIDAD

10.43

10.44

Cierto tipo de hilo producido por un fabricante ha tenido una resistencia a la ruptura de 8.64 0z y una desviacion estandar
de 1.28 oz. Para determinar si este producto satisface los estandares, cada tres horas se toma una muestra de 16 piezas y se
determina la media de su resistencia al rompimiento. En una gréafica de control de calidad, registrar los limites de control
de: a) 99.73% (0 30), b) 99% y c) 95%, y explicar sus aplicaciones.

En promedio, cerca del 3% de los pernos que produce una empresa estan defectuosos. Para mantener esta calidad cada
cuatro horas se toma una muestra de 200 pernos y se examina. Determinar los limites de control de: a) 99% y b) 95% para
la cantidad de pernos defectuosos en cada muestra. Obsérvese que en este caso sélo se necesitan los limites superiores de
control.

PRUEBAS PARA DIFERENCIAS DE MEDIAS Y PROPORCIONES

10.45

En un estudio se compara la vida media, en horas, de dos tipos de focos. Los resultados del estudio se muestran en la tabla
10.8.
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10.47

10.48

10.49

10.50
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Tabla 10.8
Foco Foco
ecolégico tradicional
n 75 75
Media 1250 1305
Desv. est. 55 65

Probar Hy : p14 — p, = 0 contra H, : p14 — p, # 0 con oo = 0.05. Dar el valor de la prueba estadistica y calcular el
valor de p y comparar el valor p con o = 0.05. Proporcionar su conclusion.

En un estudio se comparan las calificaciones de 50 estudiantes universitarios que tienen television en su dormitorio con las
de 50 estudiantes universitarios que no tienen television en su dormitorio. Los resultados se muestran en la tabla 10.9. La
hipétesis alternativa es que la media de las calificaciones de los universitarios que no tienen television en su dormitorio es
mayor a la de los que si la tienen. Dar el valor del estadistico de prueba suponiendo que no haya diferencia entre las califi-
caciones. Dar el valor p y las conclusiones para o = 0.05 y para « = 0.10.

Tabla 10.9
Television en Sin
el dormitorio television
n 50 50
Media 2.58 2.77
Desv. est. 0.55 0.65

En un examen de ortografia en una escuela primaria, la calificacion promedio de 32 nifios fue de 72 puntos y su desviacion
estandar de 8 puntos, y la calificacién promedio de 36 nifias fue de 75 puntos y su desviacion estandar de 6 puntos. La
hipotesis alternativa es que las nifias son mejores en ortografia que los nifios. Dar el valor del estadistico de prueba supo-
niendo que entre nifios y nifias no hay diferencia en la calificacion de ortografia. Dar el valor p y la conclusion para o =
0.05y para o = 0.10.

Para probar los efectos de un nuevo fertilizante sobre la produccion de trigo se dividié una parcela en 60 cuadrados de la
misma area, todos de idéntica calidad en términos de suelo, exposicion a la luz, etc. En 30 de los cuadrados se emple6 el
nuevo fertilizante y el fertilizante viejo se usé en el resto de los cuadrados. La cantidad media de bushels (bu) de trigo,
usando el nuevo fertilizante, cosechado por cuadrado, fue de 18.2 bu y su desviacion estandar de 0.63 bu. La media y la
desviacion estandar correspondientes en el caso en que se usd el fertilizante viejo fueron 17.8 y 0.54 bu, respectivamente.
Empleando como niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01, probar la hipdtesis de que el nuevo fertilizante es mejor que
el viejo.

En muestras aleatorias de 200 remaches elaborados con la maquina A y 100 remaches elaborados con la maquina B se
encontraron 19 y 5 remaches defectuosos, respectivamente.

a) Dar el estadistico de prueba, el valor p, y su conclusion a « = 0.05 para probar que las dos maquinas tienen diferente
calidad de desempefio.

b) Dar el estadistico de prueba, el valor p y la conclusion a o« = 0.05 para probar que la maquina B es mejor que la
maquina A.

Dos urnas, Ay B, contienen la misma cantidad de canicas, pero no se sabe cudl es la proporcion de canicas rojas y canicas
blancas en cada una de ellas. De cada una se toma una muestra, con reposicion, de 50 canicas. En las 50 canicas de la urna
Ahay 32 rojas y en las 50 canicas de la urna B hay 23 rojas.
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10.51

10.52

10.53

10.54

10.55

10.56

10.57

10.58

10.59

a) Empleando o = 0.05, probar la hipétesis de que la proporcion de canicas rojas es la misma en las dos urnas, contra la
hipotesis de que es diferente; dar el estadistico de prueba calculado, el valor p calculado y la conclusién.

b) Empleando o = 0.05, probar la hipdtesis de que la urna A tiene una proporcion mayor de canicas rojas que la urna B;
dar el estadistico de prueba calculado, el valor p calculado y la conclusién.

Para determinar si una moneda estd cargada, de manera que al lanzarla sea mas probable que aparezca cara que cruz, se
lanza 15 veces. Sea X = cantidad de caras en los 15 lanzamientos. Se declarara que la moneda esté4 cargada a favor de cara
si X > 11. Usar EXCEL para hallar .

Se lanza una moneda 20 veces para determinar si esta cargada. Se declarara cargada si X =0, 1, 2, 18, 19, 20, donde X =
cantidad de cruces obtenidas. Usar EXCEL para hallar «.

Se lanza una moneda 15 veces para determinar si esta cargada, de manera que al lanzarla sea mas probable que aparezca
cara que cruz. Sea X = cantidad de caras en los 15 lanzamientos. Se declarara cargada a favor de cara si X > 11. Usar
EXCEL y encontrar 3sip = 0.6.

Se lanza una moneda 20 veces para determinar si esta cargada. Se declarara cargada si X =0, 1, 2, 18, 19, 20, donde X =
cantidad de cruces obtenidas. Usar EXCEL para hallar 3 si p = 0.9.

Se lanza una moneda 15 veces para determinar si esta cargada, de manera que al lanzarla sea mas probable que aparezca
cara que cruz. Sea X = cantidad de caras en los 15 lanzamientos. Se declarara cargada a favor de cara si X > 11. Encontrar
el valor p correspondiente al resultado X = 10. Comparar el valor p con el valor de « en este problema.

Se lanza una moneda 20 veces para determinar si esta cargada. Se declararéa cargadasi X =0, 1, 2, 3, 4, 16, 17, 18, 19 y 20,
donde X = cantidad de cruces obtenidas. Encontrar el valor p correspondiente al resultado X = 17. Comparar el valor p con
el valor de « en este problema.

En una linea de produccion se fabrican teléfonos celulares. Tres por ciento de defectuosos se considera aceptable. De la
produccién diaria se selecciona una muestra de 50. Si en la muestra se encuentran mas de tres defectuosos, se considera
que el porcentaje de defectuosos se ha excedido del 3% y la linea de produccion se detiene hasta que se satisfaga el 3%.
Emplear EXCEL para determinar c.

En el problema 10.57 encontrar la probabilidad de que 4% de defectuosos no haga que se detenga la linea de produccion.

Para determinar si un dado esta balanceado se lanza 20 veces. Se declarara que no esta balanceado porque el 6 aparece mas
de 1/6 de las veces si en 20 lanzamientos se obtienen més de 5 seises. Hallar el valor de .. Si se lanza el dado 20 veces y
se obtienen 6 seises, hallar el valor p correspondiente a este resultado.
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En los capitulos anteriores con frecuencia se utilizé el hecho de que si el tamafio de las muestras es grande, N > 30, lo
que se conoce como muestras grandes, las distribuciones muestrales de muchos de los estadisticos son aproximada-
mente normales; esta aproximacion mejora a medida que aumenta N. Si el tamafio de las muestras es N < 30, lo que
se conoce como muestras pequefias, esta aproximacion no es buena y empeora a medida que N disminuye, de manera
que es necesario hacer algunas modificaciones.

Al estudio de las distribuciones muestrales de los estadisticos, cuando las muestras son pequefias, se le llama teoria
de las muestras pequefias. Sin embargo, un nombre mas adecuado seria teoria del muestreo exacto, ya que los resul-
tados obtenidos son validos tanto para muestras grandes como para muestras pequefias. En este capitulo se estudian
tres distribuciones importantes: la distribucion t de Student, la distribucién ji cuadrada y la distribucion F.

DISTRIBUCION t DE STUDENT

Sea el estadistico

(1)

que es analogo al estadistico z dado por

z—)?_'u
_a/\/ﬁ'

Si se consideran muestras de tamafio N extraidas de una poblacion normal (o aproximadamente normal) cuya media
es 1 y si para cada muestra se calcula t, usando la media muestral X y la desviacion estandar muestral s o §, se obtiene
la distribucion muestral de t. Esta distribucion (ver figura 11-1) esta dada por

Y = - (2)

275
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a)
©)
7 N\
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 11-1 a) Curva normal estandar, b) t de Student para v =5, c) t de Student parav = 1.

donde Y, es una constante que depende de N, tal que el &rea total bajo la curva sea 1, y donde a la constante v = (N — 1)
se le conoce como el nimero de grados de libertad (v es la letra griega nu).

A la distribucion (2) se le llama distribucion t de Student en honor a su descubridor, W. S. Gossett, quien en la
primera mitad del siglo xx publicé sus trabajos bajo el seudénimo “Student”.

Si los valores de v 0 de N son grandes (N > 30), la curva (2) se aproxima a la curva normal estandar

1 2
Y = e (1/2)1
V2T

como se muestra en la figura 11-1.

INTERVALOS DE CONFIANZA

Como se hizo en el capitulo 9 con las distribuciones normales, se pueden definir intervalos de confianza de 95%, 99%
u otros intervalos usando la tabla de la distribucion t que aparece en el apéndice I11. De esta manera puede estimarse
la media poblacional ;. dentro de determinados limites de confianza.

Por ejemplo, si —t 75y t 975 SON los valores de t para los cuales 2.5% del &rea se encuentra repartida en cada una de
las colas de la distribucién t, entonces el intervalo de confianza para t de 95% es

X —
BN < o35 (3)

N

—lg75 <

a partir de lo cual se puede estimar que u se encuentra en el intervalo

X — 1975 <p<X+tgrs (4)

N N
VN -1 VN -1
con una confianza de 95% (es decir, con una probabilidad de 0.95). Obsérvese que t ;5 representa el valor del percen-
til 97.5, y que t 5 = —t 75 representa el valor del percentil 2.5.

En general, los limites de confianza para la media poblacional se representan mediante

_ Ky
X+t,—— 5
T (5)
donde los valores +t, llamados valores criticos o coeficientes de confianza, dependen del nivel de confianza deseado
y del tamafio de la muestra. Estos valores se leen en el apéndice III.

Se supone que la muestra se toma de una poblacion normal. Esta suposicion se puede verificar empleando la prue-

ba para normalidad de Kolmogorov-Smirnov.
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Comparando la ecuacion (5) con los limites de confianza (X + z.o/+/N) dados en el capitulo 9, se ve que cuando
se tienen muestras pequefias z (que se obtienen de la distribucion normal) se sustituye por t. (que se obtiene de la
distribucion t) y que o se sustituye por /N /(N — 1)s = §, que es la estimacion de o. A medida que N aumenta, ambos
métodos tienden a coincidir.

PRUEBAS DE HIPOTESIS Y DE SIGNIFICANCIA

Las pruebas de hipotesis y de significancia, o reglas de decision (vistas en el capitulo 10), pueden extenderse facilmen-
te a problemas con muestras pequefias; la Unica diferencia es que la puntuacion z, o estadistico z, se sustituye por la
puntuacion t o estadistico t apropiado.

1. Media. Para probar la hipotesis H, de que una poblacion normal tiene una media ., se usa la puntuacion t (o esta-
distico t)

[ =

Y;MVN— =§%ﬂvﬁ (6)

donde X es la media de una muestra de tamafio N. Esto es analogo a usar la puntuacion z
X —p
zZ =
o/vV'N
para una N grande, salvo que se usa s = /N/(N — 1)s en lugar de o. La diferencia es que mientras z esté distri-

buida normalmente, t sigue una distribucién de Student. A medida que N aumenta, estas distribuciones tienden a
coincidir.

2. Diferencias entre medias. Supongase que de poblaciones normales cuya desviaciones estdndar son iguales (o, =
o,) se toman dos muestras aleatorias de tamafios N; y N,. Supdngase, ademas, que las medias de estas dos muestras
son X,y X,y que sus desviaciones estandar son s, y s,, respectivamente. Para probar la hipétesis H, de que las
muestras provienen de una misma poblacion (es decir que p; = p, Y también oy = o,) se usa la puntuacion t dada

por
X - X Nis3 4+ N,s3
[:# donde o= M (7)
U\/I/N]—Fl/Nz N1+N2—2

Esta distribucion t tiene una distribucion de Student con v = N; + N, — 2 grados de libertad. El uso de la ecuacion
(7) se hace plausible al hacer o; = o, = o en la puntuacion z de la ecuacion (2) del capitulo 10 y después usar como
estimacion de o la media ponderada
(N = D)5t + (N2 = DS Nisi + Nos)
(N =D+ N, —=1) N +N, -2

donde §7 y §3 son estimadores insesgados de o7y 3.

DISTRIBUCION JI CUADRADA

Sea el estadistico

, NS (X =X+ (X — X))+ + (Xy - X)°
X=7= o2 (8)

donde y es la letra griega ji y x° se lee “ji cuadrada”.

Si se consideran muestras de tamafio N obtenidas de una poblacién normal cuya desviacion estandar es o, y si para
cada muestra se calcula x?, se obtiene una distribucién muestral de x2. Esta distribucién, llamada distribucion ji
cuadrada, esta dada por

Y = Y,(, Q)22 (12X Yox* 2 o (12X (9)
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donde v = N — 1 es el nimero de grados de libertad y Y, es una constante que depende de v, de manera que el &rea
bajo la curva sea 1. En la figura 11-2 se presentan distribuciones ji cuadrada correspondientes a diversos valores de v.
El valor méximo de Y se obtiene cuando x> = v — 2 para v > 2.

0.5 -
0.4 1
0.3 -
a)

0.2 1 b)

0.1 A d)

0.0 1

0 5 10 15 20
Figura 11-2 Distribuciones ji cuadrada correspondientes a: a) 2, b) 4, ¢) 6 y d) 10 grados de libertad.

INTERVALOS DE CONFIANZA PARA o

Como se hizo con la distribucién normal y con la distribucion t, pueden definirse limites de confianza de 95%, 99%,
u otros limites empleando la tabla de distribucion x? que se presenta en el apéndice 1V. De esta manera puede estimar-
se la desviacion estandar poblacional o en términos de la desviacion estandar muestral dentro de determinados limites
de confianza.

Por ejemplo, si x%as Y X375 son los valores de y? (Ilamados valores criticos), tales que 2.5% del area se encuentra
repartida en ambas colas de la distribucién, entonces el intervalo de confianza de 95% es

Ns*
X.2025 < =3 < X.2975 (10)

de donde se ve que puede estimarse que o se encuentra en el intervalo

sVN <o< sVN (11)

X975 X.025

con 95% de confianza. De manera similar se pueden encontrar otros intervalos de confianza. Los valores x o5 Y X 975
representan, respectivamente, los percentiles 2.5y 97.5.

En el apéndice 1V se encuentran valores percentiles correspondientes a diversos grados de libertad v. Si se tienen
valores grandes de v (v > 30), se puede usar el hecho de que (\/5? — +/2v — 1) se aproxima mucho a una distribucion
normal con media O y desviacion estandar 1; por lo tanto, las tablas para la distribucion normal pueden emplearse
cuando v > 30. Si Xf, Y z, son los percentiles p de la distribucion ji cuadrada y de la distribucion normal, respectiva-
mente, se tiene

Xp =30+ V1) (12)

En este caso hay una gran coincidencia con los resultados obtenidos en los capitulos 8 y 9.
Para mas aplicaciones de la distribucion ji cuadrada, ver el capitulo 12.

GRADOS DE LIBERTAD

Para calcular un estadistico, por ejemplo (1) y (8), es necesario emplear observaciones obtenidas de una muestra y
también ciertos parametros poblacionales. Si estos parametros no se conocen, es necesario estimarlos a partir de la
muestra.
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El nimero de grados de libertad de un estadistico, que por lo general se denota v, se define como la cantidad N de
observaciones en la muestra (es decir, el tamafio de la muestra) menos la cantidad k de parametros poblacionales que
tengan que estimarse a partir de las observaciones muestrales. En simbolos, v = N — k.

En el caso del estadistico (1), la cantidad de observaciones independientes en la muestra es N, y a partir de ellas se
calculan X y s. Sin embargo, como se necesita estimar z, k = 1y por lo tanto v = N — 1.

En el caso del estadistico (8), la cantidad de observaciones independientes en la muestra es N, a partir de las cuales
se calcula s. Sin embargo, como se tiene que estimar o, k =1y por lotanto v =N — 1.

LADISTRIBUCION F

Segln se ha visto, en algunas aplicaciones es importante conocer la distribucion muestral de la diferencia entre las
medias (X; — X,) de dos muestras. De igual manera, algunas veces se necesita la distribucion muestral de la diferencia
entre varianzas (Sl2 — S%). Sin embargo, resulta que esta distribucién es bastante complicada. Debido a ello, se consi-
dera el estadistico Sf/S%, ya que un cociente grande o pequefio indica una gran diferencia, en tanto que un cociente
cercano a 1 indica una diferencia pequefia. En este caso se puede encontrar una distribucion muestral a la que se le
conoce como distribucion F en honor a R. A. Fischer.

Mas precisamente, supongase que se tienen dos muestras, 1y 2, de tamafios N; y N,, respectivamente, obtenidas
de dos poblaciones normales (0 casi normales) cuyas varianzas son o} y 3. Sea el estadistico

~ Si/oi  NiSi/(N, — 1)o7

== = 13
S%/O‘% NzS%/(NZ - 1)0’% ( )
o NS o NS
donde ST = N1 5= N, T (14)

Entonces a la distribucion muestral de F se le llama distribucién F de Fisher, o simplemente distribucion F, con v, =
N, — 1y v, =N, — 1 grados de libertad. Esta distribucion esta dada por
CFn/2-1

Y = (15)
(VlF + Vz)(’/l+'/2)/2

donde C es una constante que depende de v, y v, de manera que el area total bajo la curva sea 1. Esta curva tiene una
forma similar a la de las curvas que se muestran en la figura 11-3, aunque esta forma puede variar de manera notable
de acuerdo con los valores de v, y v,.

0.7 4 Variable
—— F-4-2
— — F-5-10

0.6 1

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2 1

0.1 1

0.0 1

0 5 10 15 20
Figura 11-3 La linea continua representa la distribucion F con 4 y 2 grados de libertad,
y la linea punteada representa la distribucion F con 5y 10 grados de libertad.
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En los apéndices V y VI se dan los valores percentiles de F para los cuales las areas en la cola derecha son 0.05 y
0.01, respectivamente, que se denotan F 45 y F o5. Estos valores que representan los niveles de significancia del 5%
y del 1% se usan para determinar si la varianza S7 es significativamente mayor que la varianza S3. En la practica, como
muestra 1 se considera la muestra que tenga la mayor varianza.

El software para estadistica permite encontrar las areas bajo la distribucion t de Student, la distribucion ji cuadrada
y la distribucidn F. Este software también permite trazar las distintas distribuciones. Esto se ilustrara en la seccion de
problemas resueltos de este capitulo.

PROBLEMAS RESUELTOS

DISTRIBUCION t DE STUDENT

11.1

-a a
Figura 11-4 Distribucién t de Student para 9 grados de libertad.

En la figura 11-4 se muestra la grafica de la distribucion t de Student para nueve grados de libertad. Utilizar el
apéndice |11 para hallar los valores de a para los que: a) el area a la derecha de a sea 0.05, b) el total del area
sombreada sea 0.05, c) el total del area que no esta sombreada sea 0.99, d) el area sombreada de la izquierda
sea 0.01y e) el &rea a la izquierda de a sea 0.90. Hallar los incisos del a) al ) empleando EXCEL.

SOLUCION

a)

b)

c)

d)

€)

Si el area sombreada a la derecha de a es 0.05, el area a la izquierda de a es (1 — 0.05) = 0.95, y a representa el per-
centil 95, t 45. En el apéndice 111, se desciende por la columna cuyo encabezado es v hasta llegar a la entrada 9, después
se avanza a la derecha hasta la columna cuyo encabezado es t o5; el resultado, 1.83, es el valor de t que se busca.

Si el total del area sombreada es 0.05, entonces, por simetria, el area sombreada de la derecha es 0.025. Por lo tanto,
el areaa laizquierda de aes (1 — 0.025) = 0.975 y a representa el percentil 97.5, t o;5. En el apéndice I11 se encuentra
que 2.26 es el valor de t buscado.

Si el total del &rea no sombreada es 0.99, entonces el total del area sombreada es (1 — 0.99) = 0.01 y el area sombrea-
da a la derecha de a es 0.01/2 = 0.005. En el apéndice 111 se encuentra que t gg5 = 3.25.

Si el area sombreada a la izquierda es 0.01, entonces por simetria el area sombreada a la derecha es 0.01. En el apén-
dice 11, t49 = 2.82. Por lo tanto, el valor critico de t para el cual el &rea sombreada a la izquierda es 0.01 es igual a
—2.82.

Si el &rea sombreada a la izquierda de a es 0.90, a corresponde al percentil 90, t 4, el cual en el apéndice 111 se encuen-
tra que es igual a 1.38.
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Usando EXCEL, con la expresion =TINV/(0.1,9) se obtiene 1.833113. EXCEL requiere la suma de las areas en las
dos colas y los grados de libertad. De igual manera, con =TINV/(0.05,9) se obtiene 2.262157, con =TINV(0.01,9) se obtie-
ne 3.249836, con =TINV(0.02,9) se obtiene 2.821438 y con =TINV(0.2,9) se obtiene 1.383029.

Encontrar los valores criticos de t para los cuales el area de la cola derecha de la distribucion t es 0.05, siendo
el nimero de grados de libertad, v, igual a: a) 16, b) 27 y c) 200.

SOLUCION

Usando el apéndice 111, en la columna cuyo encabezado es t 45 Se encuentran los valores: a) 1.75, correspondiente a v = 16;
b) 1.70, correspondiente a v = 27 y ¢) 1.645, correspondiente a v = 200. (EI Gltimo es el valor que se obtendria usando la
curva normal; en el apéndice 11 este valor corresponde a la entrada en el Gltimo renglén marcado oo, o infinito.)

Los coeficientes de confianza del 95% (dos colas) en la distribucion normal son +1.96. ;Cuales son los coefi-
cientes correspondientes en la distribucién t para: a) v =9, b) v =20,¢) v =30y d) v = 60?

SOLUCION

Para los coeficientes de confianza de 95% (dos colas), el total del area sombreada en la figura 11-4 debe ser 0.05; por lo
tanto, el area sombreada de la cola derecha debe ser 0.025 y el correspondiente valor de t es t o;5. Entonces, los coeficientes
de confianza buscados son =t 45, que para los valores de v dados son: a) 2.26, b) +2.09, ¢) £2.04 y d) £2.00.

En una muestra de 10 mediciones del diametro de una esfera, la media es X = 438 centimetros (cm) y la des-
viacion estandar es s = 0.06 cm. Encontrar los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para el verdadero
didmetro.

SOLUCION

a) Los limites de confianza del 95% estan dados por X =+ 7¢75(s/v/N — 1).
Comor =N —1=10—1=09, seencuentra que t 4;5 = 2.26 [ver también el problema 11.3a)]. Después, usan-
do X =4.38y s = 0.06, los limites de confianza buscados de 95% son 4.38 + 2.26(0.06//10 — 1) = 4.38 + 0.0452
cm. Por lo tanto, se puede tener una confianza de 95% en que la verdadera media se encuentra entre (438 — 0.045) =
4.335cmy (4.38 + 0.045) = 4.425 cm.
b) Los limites de confianza del 99% estan dados por X =+ 7 99s(s/v/N — 1).
Parav =9, tgg5 = 3.25. Entonces, los limites de confianza del 99% son 4.38 + 3.25(0.06/v/10 — 1) =4.38 +
0.0650 cm y el intervalo de confianza de 99% es 4.315 a 4.445 cm.

De 25 trabajadores seleccionados en forma aleatoria se registré la cantidad de dias que el afio pasado faltaron
al trabajo debido al sindrome del ttnel carpiano, relacionado con el trabajo. Los resultados se presentan en la
tabla 11.1. Cuando se usan estos datos para establecer un intervalo de confianza para la media poblacional de
todos los casos, relacionados con el trabajo, de sindrome del tlnel carpiano, se supone que el nimero de dias
de ausencia se distribuye normalmente en la poblacion. Usar los datos para probar la suposicion de normalidad,
y si se esté dispuesto a asumir la normalidad, entonces dar un intervalo de 95% para L.

Tabla 11.1

21 23 33 32 37
40 37 29 23 29
24 32 24 46 32
17 29 26 46 27
36 38 28 33 18
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11.6

SOLUCION

La gréfica de probabilidad normal de MINITAB (figura 11-5) indica que la suposicion de la normalidad es razonable, ya
que el valor p es mayor a 0.15. Este valor p se usa para probar la hipétesis nula de que los datos han sido tomados de una
poblacion distribuida en forma normal. Empleando el nivel de significancia convencional, 0.05, la normalidad de la distri-
bucién de la poblacion se rechazaria solo si el valor p fuera menor a 0.05. Como se indica que el valor p correspondiente a
la prueba de Kolmogorov-Smirnov para normalidad es valor p > 0.15, no se rechaza la suposicion de normalidad.

Usando MINITAB, el intervalo de confianza que se encuentra es el siguiente. El intervalo de confianza de 95% para
la media poblacional va de 27.21 a 33.59 dias por afio.

MTB > tinterval 95% confidence for data in cl

Intervalos de confianza

Variable N Mean StDev SE Mean 95.0% CI
days 25 30.40 7.72 1.54 (27.21, 33.59)

El espesor de las arandelas producidas con una maquina es 0.050 pulgadas (in). Para determinar si la maquina
estéd trabajando de manera adecuada se toma una muestra de 10 arandelas en las cuales el espesor medio es
0.053 in y la desviacion estandar es 0.003 in. Probar la hipdtesis de que la maquina esta trabajando en forma
adecuada usando los niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01.

Gréfica de probabilidad de dias

Normal
99
6 Media 30.4
95 - DesvEst  7.724
° N 25
90 1 KS 0.068
30 4 Valorp >0.150
% 70
c 60 1
8 50 -
& 40 1
30 A
20 4
10 4
5 -
[ ]
1 - T T T T
10 20 30 40 50
Dias

Figura 11-5 Grafica de probabilidad normal y prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov.

SOLUCION

Se desea decidir entre las dos hipdtesis:

Hy: 1« = 0.050, la méquina esté trabajando de manera adecuada.
H;: o # 0.050, la méquina no esta trabajando en forma adecuada.

Por lo tanto, se requiere una prueba de dos colas. De acuerdo con la hipotesis H, se tiene

X - 053 —0.
I N71—0053 0.050

. = 0.003 10 -1=3.00

1=

a) Parauna prueba de dos colas a nivel de significancia 0.05, se adopta la siguiente regla de decision:

Aceptar H, si t se encuentra dentro del intervalo —t g;5 a t g75, €l cual para 10 — 1 = 9 grados de libertad es el
intervalo —2.26 a 2.26.

Rechazar H, si no es asi.

Como t = 3.00, se rechaza H al nivel 0.05.



11.7

PROBLEMAS RESUELTOS 283

b) Para una prueba de dos colas al nivel de significancia 0.01, se adopta la siguiente regla de decision:

Aceptar Hy si t se encuentra dentro del intervalo —t g5 a tog5, €l cual para 10 — 1 = 9 grados de libertad es el
intervalo —3.25 a 3.25.

Rechazar H, si no es asi.

Como t = 3.00, se acepta H, al nivel de significancia 0.01.

Como H, se puede rechazar al nivel de significancia 0.05 pero no al nivel de significancia 0.01, se dice que la mues-
tra da como resultado una probabilidad significativa (ver esta terminologia al final del problema 10.5). Por lo tanto, sera
recomendable verificar el funcionamiento de la maquina o, por lo menos, tomar otra muestra.

El gerente de un centro comercial realiza una prueba de hipo6tesis para probar ;. = $50 contra . = $50, donde
1 representa la cantidad media que gasta un comprador en ese centro comercial. En los datos que se presentan
en la tabla 11.2 se dan las cantidades, en dolares, gastadas por 28 personas en el centro comercial. Para esta
prueba de hipotesis, usando la distribucion t de Student, se supone que los datos empleados para la prueba han
sido tomados de una poblacién distribuida normalmente. Esta suposicién de normalidad puede comprobarse
usando cualquiera de los métodos para pruebas de normalidad. MINITAB tiene tres posibilidades diferentes
para pruebas de normalidad. Probar la normalidad al nivel de significancia convencional o« = 0.05. Si la supo-
sicion de normalidad no se rechaza, entonces se procede a realizar la prueba de hipotesis en que p = $50
contra la alternativa p # $50 empleando o = 0.05.

Tabla 11.2

68 49 45 76 65 50
54 92 24 36 60 66
57 74 52 75 36 40
62 56 94 57 64
72 65 59 45 33

SOLUCION

Empleando la prueba para normalidad de Anderson-Darling de MINITAB se obtiene el valor p = 0.922, la prueba de nor-
malidad de Ryan-Joyner da un valor p mayor a 0.10, y la prueba de normalidad de Kolmogorov-Smirnov da un valor p
mayor a 0.15. Al nivel de significancia convencional de 5%, en ninguno de los tres casos se puede rechazar la hipétesis de
que los datos han sido tomados de una poblacién distribuida normalmente. Recuérdese que una hipétesis nula se rechaza
solo si el valor p es menor que el nivel de significancia preestablecido. A continuacion se presenta el andlisis de MINITAB
para la prueba de la cantidad media gastada por los clientes. Empleando el método clasico para pruebas de hipotesis, la
hipotesis nula se rechaza si el valor encontrado para el estadistico de prueba es mayor, en valor absoluto, a 2.05. El valor
critico, 2.05, se encuentra empleando la distribucion t de Student para 27 grados de libertad. Como el valor hallado para el
estadistico de prueba es 18.50, se rechaza la hip6tesis nula y se concluye que la cantidad media gastada por los clientes es
mayor a $50. Si hace la prueba de hipétesis empleando el método del valor p, entonces como el valor p = 0.0000 es menor
al nivel de significancia (0.05), también se rechaza la hipotesis nula.

Despliegue de datos

Amount

68 54 57 62 72 49 92 74 56
65 45 24 52 94 59 76 36 75
57 45 65 60 36 64 33 50 66
40

MTB > TTest 0.0 “Amount”;
SUBC > Alternative O.
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11.8

11.9

T-Test of the Mean
Test of mu = 0.00 vs mu not = 0.00

Variable N Mean StDev SE Mean T P
Amount 28 58.07 16.61 3.14 18.50 0.0000

El cociente intelectual (CI) de 16 estudiantes de una region de una ciudad resulté con una media de 107 y una
desviacion estandar de 10, el ClI de 14 estudiantes de otra region de esa ciudad resultd de 112 y la desviacion
estandar de 8. Al nivel de significancia: a) 0.01 y b) 0.05, ¢ hay diferencia entre los CI de estos dos grupos?

SOLUCION

Si uq Y py, respectivamente, denotan las medias poblacionales de los CI de los estudiantes de estas dos regiones, hay que
decidir entre las hipotesis:

Ho: 111 = o, enesencia no hay diferencia entre los dos grupos.
H.: p1q # py, hay una diferencia significativa entre los dos grupos.

De acuerdo con la hipdtesis H,

V. _ YV 2 2
—— MM gonde o= st Non
o/T/N, + 1/N, N+ N, -2
16(10)* + 14(8)° —~
Por lo tanto’ o= M =944 y t= & —=1.45
V" 16+14-2 9.44,/1/16 1 1/14

a) Empleando una prueba de dos colas al nivel de significancia 0.01, H, se rechaza si t queda fuera del intervalo —t 495 a
tggs, €l cual para (N; + N, — 2) = (16 + 14 — 2) = 28 grados de libertad es el intervalo —2.76 a 2.76. Por lo tanto, al
nivel de significancia 0.01 no se puede rechazar Hy.

b) Empleando una prueba de dos colas al nivel de significancia 0.05, H, se rechaza si t queda fuera del intervalo —t 4,5 a
tg75, €l cual para 28 grados de libertad es el intervalo —2.05 a 2.05. Por lo tanto, al nivel de significancia 0.05 no se
puede rechazar H,.

Se concluye que no hay una diferencia significativa entre los CI de los dos grupos.

En la tabla 11.3 se dan los costos anuales (en miles de dolares) de colegiatura, alojamiento y manutencion en
10 universidades privadas elegidas en forma aleatoria y 15 universidades publicas elegidas en forma aleatoria.
Probar la hipotesis nula de que el costo medio anual en las universidades privadas es 10 mil délares mayor al
costo medio anual en las universidades publicas, contra la hipétesis alternativa de que la diferencia no es de 10
mil délares. Usar el nivel de significancia 0.05. Antes de realizar la prueba de las medias, probar, al nivel de
significancia 0.05, la suposicion de normalidad y de varianzas iguales.

Tabla 11.3
Universidades publicas Universidades privadas
4.2 9.1 11.6 13.0 17.7
6.1 7.7 10.4 18.8 17.6
4.9 6.5 5.0 13.2 19.8
8.5 6.2 10.4 14.4 16.8
4.6 10.2 8.1 17.7 16.1

SOLUCION

En la figura 11-6 se muestran los resultados de MINITAB para la prueba de normalidad de Anderson-Darling de las uni-
versidades publicas. Dado que el valor p (0.432) no es menor a 0.05, la suposicion de normalidad no se rechaza. Una
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prueba similar para las universidades privadas indica que la suposicion de normalidad también es valida para las universi-
dades privadas.

Gréfica de probabilidad de las publicas

Normal
99
Media 7.567
95 A DesvEst 2.417
90 - N 15
AD 0.346
o 807 Valorp 0.432
‘T 70
S 60 A
8 50 -
1
g 40 A
30 A
20 1
10 A
5 .
1 T
14
Publicas
Prueba de varianzas iguales para publicas, privadas Prucba F
Estadistico de prueba  1.09
Publicas A t - | Valor p 0.920
Prueba de Levene
Estadistico de prueba 0.21
Privadas{ | . | Valor p 0.651

1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0 4.5 5.0
Intervalos de confianza de 95% de Bonferroni para desviaciones estandar

piblicas { —{ T
Privadas — T+

5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Datos

Figura 11-6 Prueba de normalidad de Anderson-Darling y prueba F de varianzas iguales.

La prueba F que se muestra en la parte inferior de la figura 11-6 indica que puede suponerse que las varianzas son
iguales. Con la secuencia de comandos “Stat = Basic Statistics = 2-sample t”” se obtiene el resultado que se da a conti-
nuacion. Los resultados indican que no se puede rechazar que el costo de las universidades privadas sea 10 mil dolares
mayor al de las universidades publicas.

Prueba T de dos muestras y Cl: publicas, privadas
Two-sample T for Public vs Private

N Mean StDev SE Mean
Public 15 7.57 2.42 0.62
Private 10 16.51 2.31 0.73

Difference = mu (Public) — mu(Private)

Estimate for difference: —8.9433

95% CI for difference: (-10.9499, —6.9367)

T-Test of difference = —-10 (vs not =) : T-Value = 1.09 P-Value = 0.287
DF = 23

Both use Pooled StDev = 2.3760
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DISTRIBUCION JI CUADRADA

a b
Figura 11-7 Distribucion ji cuadrada para 5 grados de libertad.

11.10 En la figura 11-7 se muestra la grafica de la distribucién ji cuadrada para 5 grados de libertad. Empleando

11.11

el apéndice 1V, hallar los valores criticos de x? para los cuales: a) el 4rea sombreada de la derecha es 0.05,
b) el total del area sombreada es 0.05, c) el area sombreada de la izquierda es 0.10 y d) el area sombreada de
la derecha es 0.01. Hallar también estas respuestas usando EXCEL.

SOLUCION

a) Siel &rea sombreada de la derecha es 0.05, entonces el &rea a la izquierda de b es (1 — 0.05) = 0.95 y b es el percen-
til 95, y5s. Refiérase al apéndice IV, bajar por la columna que tiene como encabezado v hasta llegar a la entrada 5, y
después avanzar hacia la derecha hasta la columna cuyo encabezado es x>s; el resultado, 11.1, es el valor critico de
X2 que se busca.

b) Como esta distribucion no es simétrica, hay muchos valores criticos para los que el total del area sombreada es 0.05.
Por ejemplo, el area sombreada de la derecha puede ser 0.04 y el rea sombreada de la izquierda 0.01. Sin embargo,
se acostumbra, a menos que se especifique otra cosa, elegir estas areas de manera que sean iguales. En este caso,
entonces, cada area es 0.025. Si el area sombreada de la derecha es 0.025, el area a la izquierda de b es 1 — 0.025 =
0.975y b es el percentil 97.5, %5, el cual de acuerdo con el apéndice IV es 12.8. De igual manera, si el area som-
breada de la izquierda es 0.025, el rea a la izquierda de a es 0.025 y a es el percentil 2.5, x>, que es igual a 0.831.
Por lo tanto, los valores criticos son 0.83 y 12.8.

¢) Siel area sombreada de la izquierda es 0.10, a representa el percentil 10, v, el cual es igual a 1.61.

d) Si el rea sombreada de la derecha es 0.01, el area a la izquierda de b es 0.99 y b representa el percentil 99, x3o, €l
cual es igual a 15.1.

La respuesta de EXCEL para a) se obtiene con =CHIINV(0.05,5), que da 11.0705. El primer parametro de CHIINV es el
area a la derecha del punto y el segundo es el nimero de grados de libertad. La respuesta para b) se obtiene con
=CHIINV(0.975,5), que da 0.8312 y =CHIINV/(0.025,5) da 12.8325. La respuesta para c) se obtiene con =CHIINV(0.9,5),
que da 1.6103. La respuesta para d) se obtiene con =CHIINV(0.01,5), que da 15.0863.

Encontrar el valor critico de x? tal que el &rea en la cola derecha de la distribucion x? sea 0.05, siendo el nime-
ro de grados de libertad, v, igual a: a) 15, b) 21y ¢) 50.

SOLUCION

En el apéndice 1V, en la columna cuyo encabezado es y%s se encuentran los valores: a) 25.0 que corresponde a v = 15; b)
32.7 que corresponde a v = 21y ¢) 67.5 que corresponde a v = 50.
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Encontrar el valor mediano de x? que corresponda a: a) 9, b) 28 y c) 40 grados de libertad.

SOLUCION

En el apéndice IV, en la columna cuyo encabezado es %, (ya que la mediana es el percentil 50), se encuentran los valores:
a) 8.34, que corresponde a v = 9; b) 27.3, que corresponde a v = 28, y ¢) 39.3, que corresponde a v = 40.

Resulta interesante observar que los valores medianos estan muy cercanos a la igualdad del nimero de grados de
libertad. De hecho, para v > 10, los valores medianos son iguales a (v — 0.7), como puede verse en la tabla.

La desviacion estandar de las estaturas de 16 estudiantes elegidos en forma aleatoria en una escuela de 1 000
estudiantes es 2.40 in. Encontrar los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para la desviacion estandar de
las estaturas de todos los estudiantes de esta escuela.

SOLUCION

a) Los limites de confianza de 95% son sv/N/x 975 Y SVN/X 025
Para v = 16 — 1 = 15 grados de libertad, %75 = 27.5 (0 bien x g75 = 5.24) y x5 = 6.26 (0 bien x g 5 = 2.50).
Los limites de confianza de 95% son 2.401/16/5.24 y 2.40v/16/2.50 (es decir, 1.83 y 3.84 in). Por lo tanto, se puede
tener una confianza de 95% de que la desviacion estandar poblacional se encuentra entre 1.83 y 3.84 in.
b) Los limites de confianza de 99% son sv/N /X 905 Y 5/vV'N/X oos-

Para v = 16 — 1 = 15 grados de libertad estan dados por y%os = 32.8 (0 Xogg5 = 5.73) y Y05 = 4.60 (0 bien
X 005 = 2.14). Entonces los limites de confianza de 99% son 2.40v/16/5.73 y 2.401/16/2.14 (es decir, 1.68 y 4.49 in).
Por lo tanto, se puede tener una confianza de 99% de que la desviacion estandar poblacional se encuentre entre 1.68
y 4.49 in.

Encontrar y%s para: a) v = 50 y b) v = 100 grados de libertad.

SOLUCION

Para » mayor que 30 se puede emplear el hecho de que v/2x> — v/2v — 1 es una distribucion aproximadamente normal en
la que lamedia es 0y la desviacion estandar es 1. Entonces, si z, es un percentil de la puntuacion z en la distribucion normal
estandar, se puede escribir, con un alto grado de aproximacion,

2)(‘%—\/21/—12217 0 \/2X12,:z,,+v2u—1
de donde x; =1 (z, + V2 — 1)~

a) Siv =350, x%s =1 (z9s +/2(50) — 1) =1 (1.64 +/99)> = 67.2, lo que coincide muy bien con el valor 67.5 dado
en el apéndice IV
b) Siv =100, x5 :% (z.95 + +/2(100) % 1.64 + \/199)2 = 124.0 (verdadero valor = 124.3).

La desviacion estandar del tiempo de vida de una muestra de 200 bombillas eléctricas es 100 horas (h). Encontrar
los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para la desviacién estandar de estas bombillas eléctricas.

SOLUCION

a) Los limites de confianza de 95% estan dados por sv/N/x 975 Y sV'N/X o2s.
Para v =200 — 1 = 199 grados de libertad, se encuentra (como en el problema 11.14)

Xo7s = 3 (2975 + 1/2(199) :%196+19.92)2=239
fs = (2005 + v/2(199) — 1) = 1(~1.96 + 19.92)* = 161

X.025
por lo tanto, x g75 = 15.5 Y X025 = 12.7. De manera que los limites de confianza del 95% son 1001/200/15.5 =
91.2hy100v/200/12.7 = 111.3 h, respectivamente. Se puede tener una confianza de 95% en que la desviacion estan-
dar poblacional esté entre 91.2 y 111.3 h.
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b) Los limites de confianza de 99% estén dados por sv/N/x e05 Y 5V'N/X 0s.
Para v = 200 — 1 = 199 grados de libertad,
Y05 = L (2995 + /2(199) — 1)* = 1(2.58 +19.92)* = 253
Xoos = 3 (zoos + v/2(199) = 1)* = 1 (=2.58 +19.92)* = 150

por lo tanto, x g5 = 15.9 Y X o5 = 12.2. De manera que los limites de confianza del 99% son 1001/200/15.9 =
88.9hy100v/200/12.2 = 115.9 h, respectivamente. Se puede tener una confianza de 99% en que la desviacion estan-
dar poblacional esté entre 88.9 y 115.9 h.

11.16 Un fabricante de ejes requiere que en el proceso de fabricacion el diametro de los ejes sea 5.000 cm. Ademas,

para garantizar que las ruedas se ajusten de manera adecuada a los ejes, es necesario que la desviacién estandar
en los didmetros sea 0.005 cm o menos. En la tabla 11.4 se presentan los didmetros de los 20 ejes de una
muestra.

Tabla 11.4
4.996 4.998 5.002 4.999
5.010 4.997 5.003 4.998
5.006 5.004 5.000 4.993
5.002 4.996 5.005 4.992
5.007 5.003 5.000 5.000

El fabricante desea probar la hipotesis nula de que la desviacién estandar poblacional es 0.005 cm contra
la hipétesis alternativa de que la desviacion estandar poblacional es mayor a 0.005 cm. Si se confirma la hipo-
tesis alternativa, entonces el proceso de fabricacion debe detenerse y deben hacerse ajustes a las maquinas. Para
la prueba se supone que los didametros de los ejes tienen una distribucion normal. Probar esta suposicion al nivel
de significancia 0.05. Si se esta dispuesto a suponer normalidad, entonces hacer la prueba concerniente a
la desviacion estandar poblacional al nivel de significancia 0.05.

SOLUCION

En la figura 11-8 se muestra la prueba de normalidad de Shapiro-Wilk. Como el valor p que se obtiene es grande (0.9966),
no se puede rechazar la normalidad. Esta gréafica de probabilidad y el analisis de Shapiro-Wilk se hicieron empleando el
paquete STATISTIX de software para estadistica.
Se tiene que decidir entre las hipétesis:
Hgy: o = 0.005 cm, el valor observado se debe a la casualidad.
H;: o =0.005 cm, la variabilidad es demasiado grande.

El analisis realizado con SAS es el siguiente:

One Sample Chi-square Test for a Variance
Sample Statistics for diameter
N Mean Std. Dev. Variance

Hypothesis Test

Null hypothesis: Variance of diameter <=0.000025
Alternative: Variance of diameter > 0.000025
Chi-square Df Prob

Como el valor p obtenido (0.6333) es grande, esto indica que la hipétesis nula no se debe rechazar.
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Grafica del diametro de probabilidad normal
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Grados de clasificacion
20 casos de Shapiro-Wilk W 0.9890 P(W) 0.9966

Figura 11-8 STATISTIX, prueba de normalidad de Shapiro-Wilk.

11.17 Ladesviacion estandar en los pesos de paquetes de 40.0 onzas (0z), llenados con una maquina, ha sido 0.25 oz.
En una muestra de 20 paquetes se observa una desviacion estandar de 0.32 oz. ¢ Este aparente incremento en la
variabilidad es significativo a los niveles: a) 0.05 y b) 0.01?

SOLUCION

Decidir entre las hipotesis:

H, : 0 = 0.25 oz, el resultado observado es casualidad.
H, : 0 > 0.25 oz, la variabilidad ha aumentado.

El valor de x? para la muestra es

2 2
2 NS 2000327

o (0.25)°

a) Empleando una prueba de una cola, al nivel de significancia 0.05, se rechaza Hj, si los valores muestrales de x2 son
mayores a x s, 1o que es igual a 30.1 para v = 20 — 1 = 19 grados de libertad. Por lo tanto, se rechaza H, al nivel de
significancia 0.05.

b) Empleando una prueba de una cola, al nivel de significancia 0.01, se puede rechazar H, si los valores muestrales de
X2 SOn mayores a y5o, 10 que es igual a 36.2 para 19 grados de libertad. Por lo tanto, al nivel de significancia 0.01, no
se rechaza Hy.

Se concluye que la variabilidad probablemente ha aumentado. Se recomienda examinar la maquina.

LADISTRIBUCION F

11.18 De poblaciones distribuidas en forma normal se obtienen dos muestras de tamafios 9y 12 cuyas varianzas son
16 y 25. Si las varianzas muestrales son 20 y 8, respectivamente, determinar si la primera muestra tiene una
varianza bastante mayor que la segunda muestra al nivel de significancia: a) 0.05, b) 0.01 y c) usar EXCEL
para mostrar que el area a la derecha de 4.03 esta entre 0.01 y 0.05.
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11.19

SOLUCION

Para estas dos muestras, 1y 2, se tiene N; =9, N, = 12, o7 = 16, 03 = 25, 57 = 20y S3 = 8. Por lo tanto,

F o Si/0 _ NS (N = Dot (9)(20)/(9 — 1)(16)

= S‘%/U% a N>S3/(Ny — 1)o3 ~(12)(8)/(12— 1)(25) =4.03

a) Los grados de libertad para el numerador y para el denominador de Fsonv; =N; -1=9—-1=8yr, =N, -1 =
12 — 1 =11. Entonces, en el apéndice V se encuentra que F 45 = 2.95. Como el valor de F calculado es F = 4.03, que
es mayor a 2.95, se concluye que la varianza de la muestra 1 es significativamente mayor que la de la muestra 2, al
nivel de significancia 0.05.

b) Parav; =8y v, =11, en el apéndice VI se encuentra F ,; = 4.74. En este caso el valor de F calculado es F = 4.03,
que es menor a 4.74. Por lo tanto, no se puede concluir que la varianza de la muestra 1 sea mayor que la varianza de
la muestra 2, al nivel de significancia 0.01.

c) Eléareaa laderecha de 4.03 estd dada por =FDIST(4.03,8,11) y es 0.018.

De dos poblaciones distribuidas de manera normal se toman dos muestras, una de tamafio 8 y otra de tamafio
10, cuyas varianzas corresponden a 20 y 36. Encontrar la probabilidad de que la varianza de la primera mues-
tra sea mayor al doble de la varianza de la segunda muestra.

Usar EXCEL para hallar la probabilidad exacta de que F con 7 y 9 grados de libertad sea mayor a 3.70.

SOLUCION

Setiene N, = 8, N, = 10, o7 = 20, y 3 = 36. Por lo tanto,

N

Fo 8SU/(MEO) _ oot
S3

~10S3/(9)(36) 1.85

El nimero de grados de libertad en el numerador y en el denominadoresv; =N; —1=8—-1=7y»,=N,—-1=10 —
1 = 9. Ahora, si S7 es mayor al doble de S3, entonces

S2
F= 1.8557; > (1.85)(2) = 3.70
2

Buscando 3.70 en los apéndices V' y VI se encuentra que la probabilidad es menor a 0.05 pero mayor a 0.01. Para encontrar
los valores exactos se necesita una tabulacion mas extensa que la distribucion F.

Con EXCEL la respuesta se obtiene con =FDIST(3.7,7,9), que da 0.036, que es la probabilidad de que F con 7y 9
grados de libertad sea mayor a 3.70.

PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

DISTRIBUCION t DE STUDENT

11.20

11.21

En una distribucion de Student con 15 grados de libertad, encontrar el valor de t; tal que: a) el &rea a la derecha de t; sea
0.01, b) el area a la izquierda de t; sea 0.95, c) el rea a la derecha de t; sea 0.10, d) el area a la derecha de t; junto con el
area a la izquierda de —t; sea 0.01y e) el &rea entre —t; y t; sea 0.95.

Usando el apéndice 111, encontrar los valores criticos de t para los cuales el area en la cola derecha de la distribucion t sea
0.01, siendo el nimero de grados de libertad, v, igual a: a) 4, b) 12, ¢) 25, d) 60 y e) 150. Dar las soluciones de a) a €)
usando EXCEL.
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En la distribucion t de Student encontrar los valores de t; que satisfacen cada una de las condiciones siguientes:

a) Eléareaentre —t;yt, es0.90y v = 25.

b) Eléareaa laizquierda de —t; es 0.025y v = 20.

c) Eléreaaladerechadet; junto con el &rea a la izquierda de —t; es 0.01y v = 5.
d) Eléareaaladerechadet, es0.55y v = 16.

Si una variable U tiene una distribucion t de Student con v = 10, encontrar la constante C que satisfaga: a) Pr{U > C} =
0.05, b) Pr{—C <U < C}=10.98,c) Pr{U <C} =0.20y d) Pr{U > C} = 0.90.

En la distribucién normal, los coeficientes de confianza de 99% (dos colas) son + 2.58. ; Cuéles son los coeficientes corres-
pondientes en la distribucién tsi:a) v =4, b) v =12,¢c) v =25,d) v =30, y ) v = 40?

En una muestra de 12 mediciones de la resistencia a la ruptura de un hilo de algodén, la media es 7.38 gramos (g) y la
desviacion estandar 1.24 g. Encontrar los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para la verdadera resistencia a la rup-
tura y c) la solucion que da MINITAB usando el resumen de estadisticos.

Resolver el ejercicio 11.25 suponiendo que los métodos de la teoria de muestras grandes son aplicables, y comparar los
resultados obtenidos.

Se tomaron cinco mediciones del tiempo de reaccion de una persona a cierto estimulo; las mediciones fueron 0.28, 0.30,
0.27, 0.33 y 0.31 segundos. Encontrar los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para el verdadero tiempo de reac-
cion.

El tiempo medio de vida de los focos eléctricos producidos por una empresa ha sido 1 120 h y la desviacién estandar 125
h. En una muestra de 8 focos eléctricos, recientemente producidos, el tiempo medio de vida fue de 1 070 h. Probar la hipo-
tesis de que el tiempo medio de vida de los focos no ha variado, usando los niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01.

En el problema 11.28 probar las hip6tesis . = 1 120 h contra 1 < 1 120 h, usando como niveles de significancia: a) 0.05
y b) 0.01.

Las especificaciones en la produccion de cierta aleacion exigen 23.2% de cobre. En una muestra consistente en 10 analisis
del producto, el contenido medio de cobre fue 23.5% y la desviacion estandar 0.24%. A los niveles de significancia: a) 0.05
y b) 0.01 ¢puede concluirse que el producto satisface las especificaciones?

En el problema 11.30, empleando los niveles de significancia: a) 0.01 y b) 0.05, probar la hipétesis de que el contenido
medio de cobre es mayor que el requerido por las especificaciones.

Un experto asegura que introduciendo un nuevo tipo de méaquina en un proceso de produccion se puede disminuir notable-
mente el tiempo de produccién. Debido a los gastos requeridos para el mantenimiento de esta maquina, el gerente encuen-
tra que a menos que el tiempo de produccion se reduzca por lo menos en 8%, no vale la pena introducir la nueva maquina.
Seis experimentos resultantes mostraron que el tiempo de produccion se redujo en 8.4% con una desviacion estandar de
0.32%. Usando como niveles de significancia: a) 0.01 y b) 0.05, probar la hipétesis de que debe introducirse la nueva
maquina.

Empleando una marca A de gasolina el rendimiento medio en millas por galén encontrado en cinco automéviles similares
bajo condiciones idénticas es 22.6 y la desviacion estandar es 0.48. Empleando la marca B, el rendimiento medio es 21.4 y
la desviacion estandar es 0.54. Usando el nivel de significancia 0.05, investigar si la marca A da realmente un mejor rendi-
miento que la marca B.
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11.34

11.35

Se prueba el pH (grado de acidez de una solucion) de dos soluciones quimicas, A y B. En seis muestras de A la media en el
pH es 7.2 y la desviacion estandar es 0.024. En cinco muestras de la solucion B la media en el pH es 7.49 y la desviacion
estandar es 0.032. Al nivel de significancia 0.05, determinar si el pH de estos dos tipos de soluciones es diferente.

En un examen de psicologia, la media de las calificaciones de los 12 estudiantes de un grupo es 78 y la desviacion estandar
es 6; la media de las calificaciones de los 15 estudiantes de otro grupo es 74 y la desviacion estandar es 8. Empleando el
nivel de significancia 0.05, determinar si el primer grupo es mejor que el segundo grupo.

LADISTRIBUCION JI CUADRADA

11.36

11.37

11.38

11.39

11.40

11.41

11.42

11.43

11.44

11.45

11.46

11.47

En el apéndice IV, en la distribucion ji cuadrada para 12 grados de libertad, hallar el valor de 2 tal que: a) el 4rea a la
derecha de > sea 0.05, b) el area a la izquierda de x> sea 0.99, c) el rea a la derecha de x> sea 0.025 y d) resolver los
incisos del a) al c) empleando EXCEL.

Hallar los valores criticos de x? para los cuales el area en la cola derecha de la distribucién es 0.05, siendo el nimero de
grados de libertad, v, igual a: @) 8, b) 19, ¢) 29 y d) 40.

Resolver el problema 11.37 si el area en la cola derecha es 0.01.

a) Encontrar x? y 3 tales que el area bajo la distribucion x2 para v = 20 entre x? y x3 sea 0.95, suponiendo areas igua-
les a la derecha de 3 y a la izquierda de 7.

b)  Mostrar que si en a) no se hace la suposicion de areas iguales, los valores x? y x5 no son tnicos.

Si una variable U tiene la distribucién ji cuadrada con v = 7, encontrar x7 y x3 tales que: a) Pr{U > X%} =0.025,
b) Pr{U < v3} = 0.50y ¢) Pr{x? < U < x3} = 0.90.

La desviacion estandar encontrada en la duracién de 10 bombillas eléctricas producidas por una empresa es 120 h. Encontrar
los limites de confianza de: a) 95% y b) 99% para la desviacion estandar de todas las bombillas eléctricas fabricadas por la
empresa.

Resolver el problema 11.41 si se tienen 25 bombillas eléctricas en las que la desviacion estandar es 120 h.

Encontrar: a) x%s Y b) x5s para v = 150 empleando X]27 = %(zp +V2u— l)2 y ) comparar estos resultados con los que se
obtienen usando EXCEL.

Encontrar: a) y3os Y b) yv%75 para v = 250 empleando Xf, = % (zp + V20 - l)2 y ¢) comparar estos resultados con los que
se obtienen usando EXCEL.

Mostrar que si se tienen valores grandes de v, una buena aproximacion a x? es la dada por (v + z,V2v), donde z, es el
percentil p de la distribucion normal estandar.

Resolver el problema 11.39 usando la distribucién x? si en una muestra de 100 bombillas eléctricas se encuentra la misma
desviacion estandar de 120 h. Comparar los resultados con los obtenidos con los métodos del capitulo 9.

En el problema 11.44, ;cual es el intervalo de confianza de 95% que tiene la menor amplitud?
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La desviacion estandar en la resistencia a la ruptura de determinados cables producidos por una empresa es de 240 libras
(Ib). Después de que se introdujo una modificacion en el proceso de fabricacion de estos cables, en una muestra de ocho
cables la desviacion estandar encontrada fue 300 Ib. Investigar la significancia del aparente aumento de variabilidad a los
niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01.

La desviacion estandar de la temperatura anual de una ciudad durante 100 afios fue de 16° Fahrenheit. Usando la tempera-
tura media del dia 15 de cada mes durante los Gltimos 15 afios, la desviacion estandar calculada de la temperatura anual fue
de 10° Fahrenheit. Probar la hipotesis de que la temperatura en la ciudad se volvié menos variable que en el pasado, usan-
do los niveles de significancia de: a) 0.05y b) 0.01.

LADISTRIBUCION F

11.50

11.51

11.52

11.53

Empleando los apéndices V y VI, encontrar los valores de F que se piden en los incisos del a) al d).

a) FgpgsparaV,=8yV,=10.

b) FygoparaV,=24yV,=11.
c) FggsparaN; =16y N, = 25.
d) FggoparaN; =21y N, =23.

Resolver el problema 11.50 usando EXCEL.

De poblaciones distribuidas normalmente cuyas varianzas son 40 y 60 se toman dos muestras de tamafios 10 y 15, respec-
tivamente. Si las varianzas muestrales son 90 y 50, determinar si la varianza de la muestra 1 es significativamente mayor
que la de la muestra 2 a los niveles de: a) 0.05y b) 0.01.

Dos empresas, A'y B, fabrican bombillas eléctricas. Los tiempos de vida de estas bombillas estan distribuidos casi en forma
normal y sus desviaciones estdndar son 20 y 27 h, respectivamente. Si se toman 16 bombillas de la empresa A y 20 bombi-
llas de la empresa B y se determina que las desviaciones estandar de sus tiempos de vida corresponden a 15 y 40 h, ¢puede
determinarse, a los niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01, que la variabilidad en las bombillas de A es mayor que la
variabilidad en las bombillas de B?
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FRECUENCIAS OBSERVADAS Y FRECUENCIAS TEORICAS

Como se ha visto, los resultados obtenidos de las muestras no siempre coinciden exactamente con los resultados teo-
ricos esperados segun las reglas de la probabilidad. Por ejemplo, aunque de acuerdo con las consideraciones tedricas
en 100 lanzamientos de una moneda se esperarian 50 caras y 50 cruces, es raro que se obtengan exactamente estos
resultados.

Supoéngase que en una muestra determinada se observa la ocurrencia de un conjunto de eventos E;, E,, E,, ..., E;
(ver tabla 12.1) con las frecuencias 0, 0,, 0,..., 0,, llamadas frecuencias observadas y que, segln las reglas de la
probabilidad, se esperaria que estos eventos ocurrieran con frecuencias ey, e, e, ..., €,, llamadas frecuencias espera-
das o tedricas. Se desea saber si las frecuencias observadas difieren, de manera significativa, de las frecuencias espe-
radas.

Tabla 12.1
Eventos E, E, = N =
Frecuencias observadas 0; 0, 03 e 0y
Frecuencias esperadas e, e, ey e ey

DEFINICION DE x2

Una medida de la discrepancia entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas la proporciona el estadis-
tico 2 (léase ji cuadrada) dado por

2 2 2 k 2
f— — — n 0 _— e
X2:(01 61) +(02 62) _'_”'_'_(Ok é’k) :Z(/ ]) (1)
e () € = €j
Donde, si la frecuencia total es N,
0= ¢=N @
Una expresion equivalente a la formula (1) es (ver problema 12.11)
2
0,
X=X --N ®)

i
Si x? = 0, las frecuencias observadas y las frecuencias tedricas coinciden exactamente; en tanto que si x> > 0, la

coincidencia no es exacta. Cuanto mayor sea el valor de x?, mayor la discrepancia entre frecuencias observadas y
frecuencias esperadas.

294
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La distribucion muestral de x? se puede aproximar con bastante exactitud mediante la distribucion ji cuadrada
Y — YO(X2>1/2(V72)871/2X2 _ ),()X,/fzefl/zx2 (4)

(vista en el capitulo 11) si las frecuencias esperadas son mayores o iguales a 5. La aproximacién mejora cuanto mayo-
res sean estos valores.
El nimero de grados de libertad, v, es

1. v=k— 1silas frecuencias esperadas pueden calcularse sin tener que estimar parametros poblacionales a partir de
estadisticos muestrales. Obsérvese que a k se le resta 1 debido a la condicion restrictiva (2), que establece que cono-
ciendo k — 1 de las frecuencias esperadas, queda determinada la frecuencia restante.

2. v=k — 1 — msi las frecuencias esperadas sélo pueden calcularse estimando m parametros poblacionales a partir
de estadisticos muestrales.

PRUEBAS DE SIGNIFICANCIA

En la préctica, las frecuencias esperadas se calculan basandose en la hipétesis H,. Si de acuerdo con esta hipotesis el
valor calculado para x2, mediante las ecuaciones (1) o (3) es mayor a algun valor critico (por ejemplo, x%s 0 X%, que
son los valores criticos para los niveles de significancia 0.05y 0.01, respectivamente), se concluye que las frecuencias
observadas difieren en forma significativa de las frecuencias esperadas y se rechaza H, al correspondiente nivel de
significancia; si no es asi, se acepta H, (0 por lo menos no se rechaza). A este procedimiento se le conoce como prue-
ba ji cuadrada de hipétesis o de significancia.

Es necesario notar que hay que tener desconfianza de aquellas circunstancias en las que x? tenga un valor dema-
siado cercano a cero, pues es raro que exista una coincidencia tan buena entre las frecuencias observadas y las fre-
cuencias esperadas. Para examinar tales situaciones se determina si el valor obtenido para x? s menor a x%s 0 a x %1,
en cuyo caso se decide que a los niveles de significancia 0.05 o0 0.01, respectivamente, la coincidencia es demasiado
buena.

LAPRUEBA JI CUADRADA DE BONDAD DE AJUSTE

La prueba chi cuadrada puede emplearse para determinar qué tan bien se ajustan una distribucidn teérica (por ejemplo,
la distribucion normal o la distribucion binomial) a una distribucién empirica (es decir, a una distribucién obtenida a
partir de datos muestrales). Ver los problemas 12.12 y 12.13.

EJEMPLO 1 Un par de dados se lanzan 500 veces y las sumas de las caras que caen hacia arriba son las que se muestran en la
tabla 12.2.

Tabla 12.2
Suma 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Observada 15 35 49 58 65 76 72 60 35 29 6

Los numeros esperados, si el dado no esta cargado, se determinan a partir de la distribucién de x y son los que se muestran
en latabla 12.3.

Tabla 12.3
X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
p(x) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

En la tabla 12.4 se presentan las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas.
Tabla 12.4

Observada 15 35 49 58 65 76 72 60 35 29 6
Esperada 13.9 27.8 41.7 55.6 69.5 83.4 69.5 55.6 41.7 27.8 13.9
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Si en las celdas B1:L2 de una hoja de calculo de EXCEL se introducen las frecuencias observadas y las frecuencias
esperadas, en la celda B4 se introduce la expresion =(B1-B2)"2/B2, se hace clic y se arrastra desde B4 hasta L4 y las cantida-
des en B4:L4 se suman, se obtiene 10.34 como el valor de x> = > (0 = ej)z/e_/-).

El valor p que corresponde a 10.34 se obtiene mediante la expresion de EXCEL =CHIDIST(10.34,10). Este valor p es
0.411 y dado que es grande, no hay razon para pensar que el dado esté cargado.

TABLAS DE CONTINGENCIA

Atablas como la 12.1 en las que las frecuencias observadas ocupan un solo renglén se les [lama tablas de clasificacion
en un solo sentido. Como el nimero de columnas es k, se les [lama también tablas 1 x k (que se lee “1 por k™). Por
extension de estas ideas, se obtienen tablas de clasificacidn en dos sentidos, o tablas h x k, en las que las frecuencias
observadas ocupan h renglones y k columnas. A estas tablas se les suele Ilamar tablas de contingencia.

En una tabla de contingencia h x k, para cada frecuencia observada hay una frecuencia esperada (o tedrica), que
se calcula basandose en alguna hipotesis y sujetandose a las reglas de probabilidad. A las frecuencias que ocupan las
celdas de una tabla de contingencia se les llama frecuencias de celda. Al total de las frecuencias de un renglén o de
una columna se le llama frecuencia marginal.

Para investigar el grado de coincidencia entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas se calcula el
estadistico

2 (Oj - ej)z
=) = 5)

J Y

donde la suma se realiza sobre todas las celdas de la tabla de contingencia y donde los simbolos o; y €; representan
frecuencias, observada y esperada, en la celda j. Esta suma, que es analoga a la de la ecuacidn (1), contiene hk términos.
La suma de todas las frecuencias observadas, que se denota N, es igual a la suma de todas las frecuencias esperadas
[ver la ecuacion (2)].

Como antes, el estadistico (5) tiene una distribucién muestral que esta dada, con una aproximacion muy buena, por
(4), siempre y cuando las frecuencias esperadas no sean demasiado pequefias. El nmero de grados de libertad, v, de
esta distribucion ji cuadrada es, parah > 1y k > 1,

1. v=(h — 1)(k — 1) si las frecuencias esperadas pueden calcularse sin necesidad de estimar parametros poblacio-
nales mediante estadisticos muestrales. Una demostracion de esto se da en el problema 12.18.

2. v=(h—1)(k — 1) — msi las frecuencias esperadas sélo pueden calcularse estimando m parametros poblacionales
mediante estadisticos muestrales.

Las pruebas de significancia para tablas h x k son similares a las pruebas de significancia para tablas 1 x k. Las
frecuencias esperadas se establecen basandose en la hipdtesis H, de que se trate; una de las hipdtesis mas empleadas
es que las dos clasificaciones son independientes una de otra.

Las tablas de contingencia pueden extenderse a dimensiones mayores. Asi, se pueden tener, por ejemplo, tablas
h x k x 1, en las que hay tres clasificaciones.

EJEMPLO 2 En la tabla 12.5 se presenta la manera en que las personas hacen sus declaraciones de impuestos y su nivel de
estudios. La hipotesis nula es que la manera en que las personas hacen sus declaraciones de impuestos (usando software o solo lapiz
y papel) es independiente de su nivel de estudios. La tabla 12.5 es una tabla de contingencia.

Tabla 12.5
Nivel de estudios
Manera Preparatoria Licenciatura Maestria
Computadora 23 35 42
Papel y lapiz 45 30 25

Empleando MINITAB para analizar estos datos se obtienen los resultados siguientes.



FORMULAS SENCILLAS PARA CALCULAR X2 297

Prueba ji cuadrada: preparatoria, licenciatura, maestria

Los resultados esperados se muestran debajo de los observados
Las contribuciones de ji cuadrada se muestran debajo de los esperados

preparatoria licenciatura maestria Total

1 23 35 42 100
34.00 32.50 33.50
3.559 0.192 2.157

2 45 30 25 100
34.00 32.50 33.50
3.559 0.192 2.157

Total 68 65 67 200

Ji-Sq = 11.816, DF = 2, P-Value = 0.003

Debido a que el valor p es pequefio, se rechaza la hipétesis de independencia y se concluye que la manera en que
se hace la declaracion de impuestos y el nivel de educacién no son independientes.

CORRECCION DE YATES POR CONTINUIDAD

Cuando a datos discretos se aplican férmulas para datos continuos, como se ha visto en capitulos anteriores, es nece-
sario hacer una correccion por continuidad. Para el empleo de la distribucion ji cuadrada hay una correccion similar.
Esta correccidn consiste en reescribir la ecuacion (1) de la manera siguiente:

—¢)| —0.5) — ey —0.5) — e —0.5)°
1 2 k

y se le conoce como correccién de Yates. Para la ecuacion (5) existe una modificacion analoga.

En general, esta correccién sélo se hace cuando el nimero de grados de libertad es v = 1. Cuando se tienen mues-
tras grandes, se obtiene practicamente el mismo resultado que con x2 no corregida, pero cerca de los valores criticos
pueden surgir dificultades (ver el problema 12.8). Cuando se tienen muestras pequefias, donde cada una de las frecuen-
cias esperadas esté entre 5y 10, quiza sea mejor comparar ambos valores de x?, el corregido y el no corregido. Si
ambos valores conducen a la misma conclusion respecto a la hipotesis, por ejemplo al rechazo al nivel 0.05, es raro
que se encuentren dificultades. Si ambos valores conducen a conclusiones diferentes se puede recurrir a aumentar el
tamafio de la muestra, o si esto no es posible se pueden usar métodos de probabilidad en los que se emplee la distribu-
cion multinomial del capitulo 6.

FORMULAS SENCILLAS PARA CALCULAR x?

Para calcular x? pueden deducirse formulas sencillas en las que Unicamente se emplean las frecuencias esperadas.
A continuacion se dan las formulas para tablas de contingencia 2 x 2y 2 x 3 (ver las tablas 12.6 y 12.7, respectiva-
mente).

Tablas 2 x 2

2 N(Cllbz - a2b1)2 _ NA?
(a1 +by)(ar + by)(a; + ay)(by +by)  NyN,N,Ng

()
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Tabla 12.6 Tabla 12.7

I 1 Total | I " Total
A a a, Na A a a, a, Na
B b, b, Ng B b, b, b, Ng
Total N; N, N Total N, N, N, N

problema 12.19). Empleando la correccion de Yates, esta ecuacion se convierte en

N(laiby — ayhy| —IN)? _ N(JA|-iN)

2 -
corregida) = = 8
x'{corregida) (a1 +b1)(ay + ba)(ay + ay)(by + by)  NiNaNNp ®)
Tablas 2 x 3
, N a4 N |67 b3 B3
=— |—4+—=4+—=|+—|—+—=+—=| - N 9
A N A VAR VAN I o T R YA ©
donde se ha empleado el resultado general valido para todas las tablas de contingencia (ver el problema 12.43):
0%
X=X =N (10)
J

La férmula (9) puede generalizarse a tablas 2 x k donde k > 3 (ver el problema 12.46).

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

Una medida del grado de relacion, asociacion o dependencia entre las clasificaciones en una tabla de contingencia es
la dada por

2
C= |2~ (12)
X +N
que se conoce como coeficiente de contingencia. Cuanto mayor sea el valor de C mayor seré el grado de relacién entre
las clasificaciones. El valor maximo de C esta determinado por la cantidad de renglones y columnas de la tabla de

contingenciay este valor nunca es mayor a 1. Si k es la cantidad de renglones y columnas en una tabla de contingencia,
el valor méaximo de C es /(k — 1) /k (ver los problemas 12.22, 12.52 y 12.53).

EJEMPLO 3 Encontrar el coeficiente de contingencia correspondiente al ejemplo 2.

~2
X [ 11.816

- — =02
c X+ N 11.816 + 200 0.236

CORRELACION DE ATRIBUTOS

Como las clasificaciones de una tabla de contingencia suelen describir caracteristicas de personas u objetos, a estas
clasificaciones se les suele llamar atributos y a su grado de dependencia, asociacion o relacion se le llama correlacion
de atributos. Para tablas k x k, el coeficiente de correlacion entre atributos (o clasificaciones) se define como

2
r = ﬁ (12)
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este coeficiente se encuentra entre 0 y 1 (ver el problema 12.24). En tablas 2 x 2 en las que k = 2, a la correlacion se
le conoce como correlacion tetracorica.
En el capitulo 14 se considera el problema general de la correlacion entre variables numéricas.

PROPIEDAD ADITIVA DE x?

Supéngase que como resultado de la repeticion de un experimento se obtienen los valores muestrales de x? dados por
X3, X3, X3....C0N vy, Uy, Vg, ... grados de libertad, respectivamente. Entonces el resultado de todos estos experimentos
puede considerarse equivalente al valor x? dado por x7 + x3 + x3 + - - - con vy + v, + v + -+ grados de libertad (ver
el problema 12.25).

PROBLEMAS RESUELTQOS

LAPRUEBA JI CUADRADA

121

12.2

En 200 lanzamientos de una moneda se obtienen 115 caras y 85 cruces. Pruebe la hipotesis de que la moneda
no esta cargada a los niveles de significancia: a) 0.05 y b) 0.01, empleando el apéndice 1V y c) pruebe esta
hipotesis calculando el valor p y comparandolo con los niveles 0.05 y 0.01.

SOLUCION

Las frecuencias observadas de caras y cruces son 0, = 115y 0, = 85, respectivamente, y las frecuencias esperadas de caras
y cruces (si la moneda no esta cargada) son e; = 100 y e, = 100, respectivamente. Por lo tanto,

2 2 2 2
s (0—e): (0—e)>  (115-100) (85— 100)
- - —4.
X 0 T o 100 100 30

Dado que el nimero de categorias, o clases (caras, cruces),esk =2, v=k—-1=2 - 1=1.

a) Elvalor critico x%s para 1 grado de libertad es 3.84. Por lo tanto, como 4.50 > 3.84, al nivel de significancia 0.05 se
rechaza la hipétesis de que la moneda no esta cargada.

b) El valor critico x%, para 1 grado de libertad es 6.63. Por lo tanto, como 4.50 < 6.63, al nivel de significancia 0.01 no
se puede rechazar la hipétesis de que la moneda no esta cargada.

Se concluye que los resultados encontrados tal vez sean significativos y que la moneda quizés esté cargada. Para
comparar este método con métodos usados antes, ver el problema 12.3.

Empleando EXCEL, el valor p se obtiene mediante =CHIDIST(4.5,1) que da como resultado 0.0339. Y empleando
el método del valor p se ve que los resultados son significativos a 0.05, pero no a 0.01. Cualquiera de estos métodos puede
emplearse para realizar la prueba.

Se repite el problema 12.1 empleando la correccién de Yates.

SOLUCION
5 (o —e| 0.5 (o — ey —0.5)*  (J115— 100 —0.5)> (|85 — 100| — 0.5)°
x° (corregida) = . + o = 100 100
(1457 (1457
=00t 100 = 4205

Como 4.205 > 3.84 y 4.205 < 6.63, las conclusiones a las que se llegé en el problema 12.1 son validas. Para hacer una
comparacion con los métodos anteriores, ver el problema 12.3.
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12.3

12.4

Resolver el problema 12.1 empleando la aproximacion normal a la distribucion binomial.

SOLUCION

De acuerdo con la hipétesis de que la moneda no esta cargada, la media y la desviacién estandar de la cantidad de caras espe-
radas en 200 lanzamientos de una moneda son ;. = Np = (200)(0.5) = 100y 0 = /Npg = +/(200)(0.5)(0.5) = 7.07,
respectivamente.

Primer método

115 caras en unidades estandar = % =2.12

Al nivel de significancia 0.05, empleando una prueba de dos colas, la hip6tesis de que la moneda no esta cargada se recha-
za si la puntuacion z que se obtenga cae fuera del intervalo —1.96 a 1.96. Al nivel 0.01 el intervalo correspondiente es —2.58
a 2.58. Se concluye (como en el problema 12.1) que la hipdtesis puede rechazarse al nivel 0.05, pero no al nivel 0.01.

Obsérvese que el cuadrado de la puntuacién estandar anterior es (2.12)? = 4.50, que es igual al valor de x? obtenido
en el problema 12.1. Este es siempre el caso en una prueba ji cuadrada con dos categorias (ver problema 12.10).

Segundo método

Usando la correccion por continuidad 115 o méas caras es equivalente a 114.5 o mas caras. Entonces 114.5 en unidades
estdndar = (114.5 — 100)/7.07 = 2.05. Esto conduce a la misma conclusion obtenida con el primer método.

Obsérvese que el cuadrado de la puntuacion estandar es (2.05)? = 4.20, valor que coincide con el valor de x? corre-
gido por continuidad empleando la correccion de Yates en el problema 12.2. Este es siempre el caso en una prueba ji
cuadrada en la que haya dos categorias y se emplee la correccion de Yates.

En la tabla 12.8 se muestran las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas al lanzar un dado 120
Veces.

a) Pruebe la hipotesis de que el dado no esta cargado calculando x? y comparando el estadistico de prueba
encontrado con el valor critico correspondiente al nivel de significancia 0.05.

b) Calcule el valor p y comparelo con 0.05 para probar la hipotesis.

Tabla 12.8

Cara del dado 1 2 3 4 5 6

Frecuencias observadas 25 17 15 23 24 16

Frecuencias esperadas 20 20 20 20 20 20

SOLUCION

2= (01 — 1)’ G @)’ G e)’ N es)’ L los— es)’ G ¢)’
(4] € €3 €y €5 €¢
(25-20) (17—20)" (15—20)> (23—20)"  (24—20)* (16—20)°

=~ T o T 2 T 2 T a2 a0 >0

a) Empleando EXCEL, el valor critico correspondiente a 0.05 se obtiene mediante la expresion =CHIINV(0.05,5), que
da 11.0705. El valor encontrado para el estadistico de prueba es 5.00. Como el valor encontrado para el estadistico de
prueba no esta en la region critica 0.05, no se rechaza la hip6tesis nula de que el dado no esté cargado.

b) Empleando EXCEL, el valor p se obtiene mediante la expresion =CHIDIST(5.00,5), que da 0.4159. Como el valor p
no es menor a 0.05, no se rechaza la hipotesis nula de que el dado no esté cargado.
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En la tabla 12.9 se muestra la distribucion de los digitos 0, 1, 2,..., 9 en los 250 digitos de una tabla de nime-
ros aleatorios. a) Encontrar el valor del estadistico de prueba x?, b) encontrar el valor critico correspondiente
a a = 0.01 y dar una conclusion y c) encontrar el valor p correspondiente al valor encontrado en el inciso a)
y dar una conclusion para oo = 0.01.

Tabla 12.9
Digito 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Frecuencias observadas 17 31 29 18 14 20 35 30 20 36
Frecuencias esperadas 25 25 25 25 25 25 25 25 25 25
SOLUCION
, (17257 (31-25° (2925 (18—25)° (36 —25)*
3 T T R T S T I

b) El valor critico correspondiente a 0.01 se obtiene mediante la expresion =CHIINV/(0.01,9) y es 21.6660. Como el
valor obtenido para x? es mayor a este valor, se rechaza la hipotesis de que estos niimeros sean aleatorios.

c) Empleando EXCEL, el valor p se obtiene mediante la expresion =CHIDIST(23.3,9) y es 0.0056, que es menor a 0.01.
De manera que con la técnica del valor p se rechaza la hipotesis nula.

En un experimento empleando chicharos, Gregor Mendel observo que 315 eran redondos y amarillos, 108 eran
redondos y verdes, 101 eran deformes y amarillos, y 32 eran deformes y verdes. De acuerdo con su teoria sobre
la herencia, estas cantidades debian estar en la proporcion 9:3:3:1. ¢ Existe alguna evidencia que haga dudar de
su teoria a los niveles de significancia: a) 0.01 y b) 0.05?

SOLUCION

La cantidad total de chicharos es 315 + 108 + 101 + 35 = 556. Como las cantidades esperadas estan en la proporcion
9:3:3:1(y 9 + 3+ 3+ 1 = 16), se esperaria que hubiera

2(556) = 312.75 redondos y amarillos 2-(556) = 104.25 deformes y amarillos

£(556) = 104.25 redondos y verdes 12 (556) = 34.75 deformes y verdes

,  (315-312757 (108 —104.25)> (101 —104.25)> = (32— 34.75)>
Porlotanto, X" =375 " t0a5 10425 g5 040

Dado que hay cuatro categorias, k = 4 y el nimero de grados de libertad esv =4 — 1 = 3.

a) Parav =3, 3 = 11.3; por lo tanto, al nivel 0.01 no puede rechazarse su teoria.
b) Para v =3, x5s = 7.81; por lo tanto, al nivel 0.05 no puede rechazarse su teorfa.

Se concluye que si hay coincidencia entre la teoria y la experimentacion.
Obsérvese que para 3 grados de libertad x> = 0.352 y x* = 0.470 > 0.352. Por lo tanto, aunque la coincidencia sea
buena, el resultado obtenido esta sujeto a una cantidad razonable de error muestral.

En una urna hay una cantidad grande de canicas de cuatro colores: rojas, anaranjadas, amarillas y verdes. En
una muestra de 12 canicas, tomada de la urna en forma aleatoria, se encuentran 2 canicas rojas, 4 canicas ana-
ranjadas, 4 canicas amarillas y 1 canica verde. Probar la hip6tesis de que en la urna las canicas de los distintos
colores estan en la misma proporcion.

SOLUCION

Bajo la hipdtesis de que en la urna hay la misma proporcién de canicas de cada color, se esperaria que en una muestra de
12 canicas hubiera 3 de cada color. Como las cantidades esperadas son menores a 5, la aproximacion ji cuadrada sera
erronea. Para evitar esto se fusionan categorias de manera que el tamafio de cada categoria sea por lo menos 5.
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12.8

12.9

Si se desea rechazar la hipdtesis habra que combinar las categorias de manera que la evidencia contra la hipotesis
sea la mejor posible. En tal caso, esto se logra formando las categorias “rojas o verdes” y “anaranjadas o amarillas”, con lo
cual las muestras seran de 3 y 9 canicas, respectivamente. Como la cantidad esperada en cada categoria, de acuerdo con la
hipotesis de proporciones iguales, es 6, se tiene

Parav =2 — 1 =1, v5s = 3.84. Por lo tanto, al nivel de significancia 0.05 no se puede rechazar la hipétesis (aunque
si al nivel de significancia 0.10). Por supuesto que los resultados obtenidos pueden deberse Ginicamente a la casualidad aun
cuando los distintos colores estén en la misma proporcion.

Otro método

Empleando la correccion de Yates, se encuentra

2 2 2 2
2o (B6l-057 (9-6-057 (257 (3)

6 6 6 6

=21

lo que conduce a la misma conclusién obtenida antes. Esto era de esperarse, ya que la correccion de Yates siempre reduce
el valor de x2.
Notese que empleando la aproximacion x?, aun cuando las frecuencias son demasiado pequefias, se obtiene

, (2-37 (5-3)° (4-3° (1-3)

X = 3 + 3 + 3 + 3 =3.33

Como v =4 —1=3, y5s = 7.81y se llega a la misma conclusion que antes. Infortunadamente, cuando las frecuencias
son pequefias, la aproximacion x? es pobre; por lo tanto, cuando no sea recomendable combinar frecuencias hay que recu-
rrir a los métodos exactos de probabilidad del capitulo 6.

En 360 lanzamientos de un par de dados se obtuvo 74 veces un 7'y 24 veces un 11. Empleando como nivel de
significancia 0.05 pruebe la hipétesis de que el dado no esté cargado.

SOLUCION

Un par de dados pueden caer de 36 maneras. El nimero once se puede obtener de 6 maneras y el nimero siete de 2 mane-
ras. Entonces Pr{siete} = & = y Pr{once} = & = . Por lo tanto, en 360 lanzamientos se esperan 1 (360) = 60 sietes y
+(360) = 20 onces, de manera que

74 — 60 (24 — 20)°
Xz:( )+( ) _

0 20 4.07

Parav =2 — 1 =1, x%s = 3.84. Por lo tanto, como 4.07 > 3.84, se estard inclinado a rechazar la hipétesis de que
el dado no esta cargado. Sin embargo, empleando la correccion de Yates se encuentra

) o (|74 - 60 —0.5) (|24 —20] —0.5)°  (13.5° (3.5°
X~ (corregida) = 0 + 20 = %0 + 20 =3.65

Asi, de acuerdo con el valor de x? corregida, no se puede rechazar la hipétesis al nivel 0.05.

En general, con muestras grandes como las que se tienen en este caso, los resultados empleando la correccion de
Yates son més confiables que sin usar la correccién de Yates. Sin embargo, como aun el valor corregido de x? esta tan
cercano al valor critico, se estara indeciso para tomar una decision en un sentido o en otro. En tales casos, quiza lo mejor
sea aumentar el tamafio de la muestra si, por alguna razén, se esta especialmente interesado en el nivel 0.05; si no es asi, se
puede rechazar la hip6tesis a algun otro nivel (por ejemplo, al nivel 0.10) si esto es satisfactorio.

Se estudian 320 familias de 5 hijos cada una y se encuentra la distribucién que se muestra en la tabla 12.10.
¢Este resultado es consistente con la hipdtesis de que el nacimiento de un hombre o de una mujer es igualmen-
te probable?
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Tabla 12.10
Cantidad de nifios 5 nifios 4 nifios 3 nifios 2 nifios 1 nifio 0 nifios
y nifias 0 nifas 1 nifia 2 nifias 3 nifas 4 nifas 5 nifas Total
Cantidad de familias 18 56 110 88 40 8 320

SOLUCION

Sea p = probabilidad de que nazca un hombrey g = 1 — p = probabilidad de que nazca una mujer. Entonces las probabi-
lidades de (5 nifios), (4 nifios y 1 nifia), ..., (5 nifias) estan dadas por los términos de la expansion binomial

(p+q)° =p° +5p'q+10p°¢* + 10p°¢* + Spg* + ¢’
Si p=q =1, setiene

Pr{5 nifios y 0 niflas} = (%)5 =3 Pr{2 nifios y 3 nifias} = 10(%)2(%)3 =1

Pr{4 nifios y 1 nifia} = 5(%)4(%) =3 Pr{1 nifio y 4 nifias} = 5(3) (%)4 =32

Pr{3 nifios y 2 nifias} = 10(})’(1)* =10 Pr{0 nifios y 5 nifias} = (})° = &

Por lo que las cantidades esperadas de familias con 5, 4, 3, 2, 1 y 0 nifios se obtienen multiplicando las probabilidades
anteriores por 320, y los resultados son 10, 50, 100, 100, 50 y 10, respectivamente. Por lo tanto,

18 —10)*> (56 —50)> (110 — 100)> (88 — 100)*> (40 — 50)> (8 — 10)?
Xzz( )+( )+( )+( )+( )+( )

10 50 100 100 50 TR

Como y%s = 11.1y y5y = 15.1 para v = 6 — 1 = 5 grados de libertad, la hipotesis nula puede rechazarse al nivel
de significancia 0.05, pero no al nivel de significancia 0.01. De manera que se concluye que los resultados tal vez sean
significativos y que el nacimiento de hombres y mujeres no es igualmente probable.

En 500 personas estudiadas se encontro que la semana pasada 155 de ellas habian rentado por lo menos un
video. Empleando una prueba de dos colas y o« = 0.05, probar la hipotesis de que la semana pasada el 25% de
la poblacion rentd por lo menos un video. Realizar la prueba empleando tanto la distribucion normal estandar
como la distribucion ji cuadrada. Mostrar que la prueba ji cuadrada con sdlo dos categorias es equivalente a la
prueba de significancia para proporciones dada en el capitulo 10.

SOLUCION

Si la hipdtesis nula es verdadera, entonces u = Np = 500(0.25) = 125 y o = /Npq = 1/500(0.25)(0.75) = 9.68. El
estadistico de prueba calculado es Z = (155 — 125)/9.68 = 3.10. Los valores criticos son +1.96, por lo que la hipotesis
nula se rechaza.

La solucion empleando la distribucion ji cuadrada se halla empleando los resultados que se muestran en la tabla
12.11.

Tabla 12.11
Frecuencias Rentaron videos No rentaron videos Total
Observadas 155 345 500
Esperadas 125 375 500

El estadistico ji cuadrada calculado se obtiene como sigue:

, (155 —125)° . (345 - 375)>

- 125 375 9:6

El valor critico para un grado de libertad es 3.84, por lo que se rechazé la hipétesis nula. Obsérvese que (3.10)? =
9.6 y que (+1.96)> = 3.84, 0 sea Z2 = 2. Los dos procedimientos son equivalentes.
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12.11

a) Probar que la formula (1) de este capitulo puede escribirse como
2
¥=xZ-N
¢
b) Utilizar el resultado de a) para comprobar el valor de x? calculado en el problema 12.6.

SOLUCION

a) Por definicion

(0~—e~)2 0} —20,¢; + ¢
=2 v i€ T ¢

¢

2 2 2

0; 0; O;
:}je—’—zzq,.+zejzze—’—zN+N:Ze—/—N

J ] ]

donde se ha empleando la férmula (2) de este capitulo.

2 2 2 2 2
) 0; (3157 (108)~ (101)" (32)
V2 N = — 556 =0.47
b) X Z e 312.75 + 104.25 + 104.25 * 34.75 0470

BONDAD DE AJUSTE

12.12

12.13

Un jugador de tenis se entrena jugando series de tres juegos; lleva un registro de los juegos perdidos y ganados
en estas series a lo largo del afio. Su registro muestra que de 250 dias, 25 dias gan6 0 juegos, 75 dias gand 1
juego, 125 dias gano 2 juegos y 25 dias gané 3 juegos. Con o = 0.05, probar que X = cantidad de juegos
ganados, en las series de 3, esta distribuida en forma binomial.

SOLUCION

La cantidad media de juegos ganados en estas series de 3 juegos es (0 x 25 + 1 x 75 + 2 x 125 + 3 x 25)/250 = 1.6. Si
X es binomial, la media es np = 3p, lo cual igualandolo al estadistico 1.6 y despejando p permite encontrar que p = 0.53.
Se desea probar que X es binomial con n = 3y p = 0.53. Si X es binomial con p = 0.53, su distribucion y el nimero espe-
rado de juegos ganados son los que muestran los siguientes resultados de EXCEL. Obsérvese que las probabilidades bino-
miales p(x) se encontraron ingresando =BINOMDIST(A2,3,0.53,0) y haciendo clic y arrastrando desde B2 hasta B5. De
esta manera se obtuvieron los valores que se muestran a continuacion bajo p(x).

X p(x) Ganados esperados Ganados observados
0 0.103823 25.95575 25
1 0.351231 87.80775 75
2 0.396069 99.01725 125
3 0.148877 37.21925 25

La cantidad de juegos ganados esperados se encuentra multiplicando los valores de p(x) por 250.

,  (25-30.0) (75—87.8)" (125-99.0)> (25—37.2)
= =12.73.
X 300 818 %0 32 &

Como la cantidad de parametros necesarios para estimar las frecuencias esperadas es m = 1 (a saber, el parametro p
de la distribucién binomial), v=k —1 —m =4 — 1 — 1 = 2. El valor p se obtiene mediante la expresion de EXCEL
=CHIDIST(12.73,2) = 0.0017, por lo que se rechaza la hip6tesis de que la variable X esté distribuida en forma binomial.

El nimero de horas por semana que 200 estudiantes universitarios usan Internet se ha agrupado en las clases
0a3,4a7,8a1l,12a15,16a19,20a23y 24 a27, cuyas frecuencias observadas son 12, 25, 36, 45, 34, 31
y 17. A partir de estos datos se obtiene la media y la desviacion estandar de estos datos agrupados. La hipotesis
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nula es que estos datos estan distribuidos normalmente. De acuerdo con la media y con la desviacion estandar
encontradas y suponiendo que la distribucion sea normal, se obtienen las frecuencias esperadas que, redondea-
das, son las siguientes: 10, 30, 40, 50, 36, 28y 6.

a) Encontrar x2.

b) ¢Cuantos grados de libertad tiene x2?

c) Empleando EXCEL, encontrar el valor critico del 5% y dar las conclusiones al 5%.
d) Empleando EXCEL, hallar el valor p para el resultado.

SOLUCION

a) Enlafigura 12-1 se muestra parte de la hoja de calculo de EXCEL. En C2 se ingresa =(A2-B2)"2/B2, se hace clicy
se arrastra desde C2 hasta C8. En C9 se ingresa =SUM(C2:C8). Como se ve, x? = 22.7325.

..... A T B | ¢ [ D
1 |observed expected |(O- EPX/E
vad 12 10 0.4
3 25 30| 08333333
4 36 40 0.4
&l 45 &0 0.5
B | 34 36, 01111111
7 3 28| 0.3214286
8 17 B| 20.166667 |
9 22.73254 |
1

Figura12-1 EXCEL, parte de la hoja de calculo para el problema 12.13.

b) Como el nimero de parametros empleados para estimar las frecuencias esperadas es m = 2 (cominmente son la media
w1y la desviacion estandar o de una distribucion normal), v =k — 1 — m =7 — 1 — 2 = 4. Obsérvese que no es
necesario combinar clases, ya que todas las frecuencias esperadas son mayores a 5.

c) El valor critico de 5% se obtiene mediante =CHIINV/(0.05,4) y es 9.4877. Como 22.73 es mayor al valor critico, se
rechaza la hipétesis nula de que los datos provengan de una distribucion normal.

d) Elvalor p se encuentra mediante =CHIDIST(22.7325,4), que da valor p = 0.000143.

TABLAS DE CONTINGENCIA

12.14 Se repite el problema 10.20 usando, primero, la prueba ji cuadrada, y después MINITAB. Comparar las dos
soluciones.

SOLUCION

En la tabla 12.12a) se presentan las condiciones del problema. Bajo la hipétesis nula de que el suero no tiene efecto alguno,
se esperaria que en cada grupo se recuperaran 70 personas y 30 no, como se muestra en la tabla 12.12b). Obsérvese que la
hipétesis nula es equivalente a afirmar que la recuperacion es independiente del uso del suero (es decir, que las clasifica-
ciones son independientes).

Tabla 12.12a) Frecuencias observadas

Recuperados recur,)\iz(;ados Total
Grupo A (usan el suero) 75 25 100
Grupo B (no usan el suero) 65 35 100
Total 140 60 200
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Tabla 12.12b) Frecuencias esperadas bajo H,

Recuperados recu;l)\:::ados Total
Grupo A (usan el suero) 70 30 100
Grupo B (no usan el suero) 70 30 100
Total 140 60 200
,  (75-70)%  (65—70) (25—130)* (35— 30)
T R R |

Para determinar el nimero de grados de libertad, considérese la tabla 12.13, que es la misma tabla 12.12, excepto
que sblo muestra los totales. Es claro que en cualquiera de las cuatro celdas vacias sdlo se tiene la libertad de colocar un
numero, ya que una vez hecho esto los nimeros de las celdas restantes quedan determinados de manera Unica por los tota-
les dados. Por lo tanto, hay 1 grado de libertad.

Tabla 12.13
No
Recuperados recuperados Total
Grupo A 100
Grupo B 100
Total 140 60 200

Otro método

Empleando la férmula (ver problema 12.18), v = (h — 1)(k — 1) = (2 — 1)(2 — 1) = 1. Como x’%s = 3.84 para 1 grado
de libertad y como x? = 2.38 < 3.84, se concluye que los resultados no son significativos al nivel 0.05. Por lo tanto,
no se puede rechazar Hy a este nivel, y se concluye que el suero no es efectivo o se aplaza la decision hasta tener mas
resultados.

Obsérvese que x? = 2.38 es el cuadrado de la puntuacion z, z = 1.54, que se obtuvo en el problema 10.20. En gene-
ral, la prueba ji cuadrada para proporciones muestrales en una tabla de contingencia 2 x 2 es equivalente a una prueba de
significancia para la diferencia entre proporciones usando la aproximacion normal.

Notese también que una prueba de una cola empleando ? es equivalente a una prueba de dos colas empleando ¥,
ya que, por ejemplo, x? > x’%s corresponde a y > X950 X < —X g5 COMo en tablas 2 x 2 x? es el cuadrado de la puntua-
cién z, se sigue que, en este caso, y es igual a z. Por lo tanto, el rechazo de una hip6tesis al nivel 0.05 empleando x? es
equivalente al rechazo de una prueba de dos colas al nivel 0.10 empleando z.

Prueba ji cuadrada: recuperacion, no recuperacion

Los resultados esperados se muestran debajo de los observados
Las contribuciones de ji cuadrada se muestran debajo de los resultados esperados

Recuperacioén No recuperacion Total

1 75 25 100
70.00 30.00
0.357 0.833

2 65 35 100
70.00 30.00
0.357 0.833

Total 140 60 200

Ji-Sg=2.381, DF=1, P-Value=0.123
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Resolver el problema 12.14 empleando la correccion de Yates.

SOLUCION
(|75 = 70| — 0.5)* (|65 —70] —0.5)* (|25 —30| —0.5)* (|35 — 30| —0.5)*

70 70 30 30 =193

x?(corregida) =

Por lo tanto, las conclusiones a las que se llegé en el problema 12.14 son correctas. Esto era de suponer sabiendo que la
correccion de Yates siempre hace disminuir el valor de x2.

Una empresa de teléfonos celulares realiza una encuesta para determinar la proporcién de personas que tienen
teléfono celular en los distintos grupos de edad. En la tabla 12.14 se muestran los resultados obtenidos en 100
hogares. Probar la hipétesis de que en los diferentes grupos de edad, las proporciones de personas que tienen
teléfono celular son las mismas.

Tabla 12.14
Teléfono celular 18-24 25-54 55-64 >65 Total
Si 50 80 70 50 250
No 200 170 180 200 750
Total 250 250 250 250 1000

SOLUCION

De acuerdo con la hipdtesis de que la proporcion de personas que tienen teléfono celular es la misma en los distintos grupos
de edad, 250,/1 000 = 25% es una estimacion del porcentaje de personas que tienen teléfono celular en cada grupo de edad
y 75% es una estimacion del porcentaje de personas que no tienen teléfono celular en cada grupo de edad. En la tabla 12.15
se presentan las frecuencias esperadas en cada grupo de edad.

El valor del estadistico ji cuadrada se puede encontrar como se muestra en la tabla 12.16.

El nimero de grados de libertad para la distribucion ji cuadradaes v = (h — 1)(k — 1) = (2 — 1)(4 — 1) = 3. Como
Y5s = 7.81, y 14.3 es mayor que 7.81, se rechaza la hipétesis nula y se concluye que los porcentajes en los cuatro grupos
de edad no son los mismos.

Tabla 12.15
Teléfono celular 18-24 25-54 55-64 >65 Total
Si 25% de 250 = 62.5 | 25% de 250 = 62.5 | 25% de 250 = 62.5 | 25% de 250 = 62.5 250
No 75% de 75% de 75% de 75% de 750
250 = 187.5 250 = 187.5 250 = 187.5 250 = 187.5
Total 250 250 250 250 1000
Tabla 12.16
Renglén, columna 0 e (0 —e) (0 —e)? (0o —e)?/e
1,1 50 62.5 —125 156.25 2.5
1,2 80 62.5 175 306.25 4.9
1,3 70 62.5 7.5 56.25 0.9
1,4 50 62.5 —125 156.25 2.5
2,1 200 187.5 125 156.25 0.8
2,2 170 187.5 -17.5 306.25 1.6
2,3 180 187.5 75 56.25 0.3
2,4 200 187.5 125 156.25 0.8
Suma 1000 1000 0 14.3
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12.17

12.18

12.19

Utilizar MINITAB para resolver el problema 12.16.

SOLUCION

A continuacion se presenta la solucién que da MINITAB al problema 12.16. Las cantidades observadas y esperadas se
presentan junto con los calculos del estadistico de prueba. Obsérvese que la hipdtesis nula se rechazara a cualquier nivel de
significancia mayor a 0.002.

Muestra de datos

Fila 18-24 25-54 55-64 65 o0 mas

1 50 80 70 50
2 200 170 180 200

MTB > chisquare cl-c4

Prueba ji cuadrada
Los resultados esperados se muestran debajo de los observados
18-24 25-54 55-64 65 o0 mas Total

1 50 80 70 50 250
62.50 62.50 62.50 62.50
2 200 170 180 200 750
187.50 187.50 187.50 187.50
Total 250 250 250 250 1 000
Ji-Sg= 2.500 + 4.900 + 0.900 + 2.500 +

0.833 + 1.633 + 0.300 + 0.833 = 14.400
DF = 3, P-Value = 0.002

Mostrar que en una tabla de contingencia de h x k, el namero de grados de libertad es (h — 1)(k — 1), donde
h>1lyk>1

SOLUCION

En una tabla con h renglones y k columnas Unicamente se puede dejar sin introducir un nimero en cada renglén y en cada
columna, ya que estos nimeros se determinan conociendo los totales de cada columna y de cada renglén. Por lo tanto, sélo
se tiene la libertad de colocar (h — 1)(k — 1) nimeros en la tabla, los nimeros restantes quedan determinados automatica-
mente y de manera Unica. Por lo tanto, el nimero de grados de libertad es (h — 1)(k — 1). Obsérvese que este resultado es
valido si se conocen los parametros poblacionales necesarios para obtener las frecuencias esperadas.

a) Demostrar que para la tabla de contingencia 2 x 2 que se muestra en la tabla 12.17a),

2 _ N(ayby — a2b1)2
NiN,N4Np

b) lustrar el resultado de a) empleando los datos del problema 12.14.

Tabla 12.17a) Resultados observados Tabla 12.17b) Resultados esperados

I I Total | I Total
A a a, N A N;N,/N N,N,/N Na
B b, b, Ng B N;Ng/N N,Ng/N Ng
Total N; N, N Total N, N, N
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SOLUCION
a) Como en el problema 12.14, los resultados esperados, basandose en la hip6tesis nula, se presentan en la tabla 12.17h).

Entonces,

2 (- NiN4/N)* (&= NyN4/N)* | (b = N\Ng/N)* | (b — NoNg/N)’
NN, /N N,N,/N NiNy/N N,Ng/N
Pero a NNy _ g _latb)(a+a)  aby — arb
N [43] =+ b] + [25) + b2 N
- NoNy NiNg NNy
De manera similar a ~ b, — N y by ~
son también igual a W

Por lo tanto, se puede escribir

2 _ N Cllbz — Clzbl 2+ N albz — a2b1 2
X T NN, N NoN, N

4 N albz—azbl 2+ N albz—a2b1 2
NiNg N N>Npg N

. . . N(a1b2 — a2b1)2
de donde, simplificando, se obtienen =2 U
NiN,N, Np

b) Enelproblema12.14,a, =75, a, = 25, b; = 65, b, = 35, N; = 140, N, = 60, N, = 100, N5 = 100 y N = 200; enton-
ces, como se obtuvo antes,
2= 200[(75)(35) — (25)(65)]
(140)(60)(100)(100)

=2.38

Empleando la correccion de Yates se llega al mismo resultado que en el problema 12.15:

N(Jayby — arby| —§N)* _ 200[|(75)(35) — (25)(65)| — 100]’

x(corregida) = N, NoN,Np (140)(60)(100)(100)

=1.93

12.20 A 900 hombres y 900 mujeres se les pregunté si deseaban que hubiera mas programas federales de ayuda para
el cuidado de los nifios. Cuarenta por ciento de las mujeres y 36 por ciento de los hombres respondieron que
si. Probar con o = 0.05 la hipétesis nula de estos porcentajes iguales contra la hipotesis alternativa de estos
porcentajes diferentes. Mostrar que la prueba ji cuadrada para dos proporciones muestrales es equivalente a la
prueba de significancia para diferencias empleando la aproximacion normal del capitulo 10.

SOLUCION

Bajo la hipétesis Hy,

1 1 1 1
/,Lpl,p2 = Oy O'pl,p2 = \/pq<]vl+]v2) = \/(038)(062) (W‘i‘m) =0.0229

donde p se estima fusionando las proporciones de las dos muestras. Es decir,

360 +324

_360+324 —1-038=062
P=5003900 0% ¥ d

El estadistico de prueba para la aproximacion normal es el siguiente:

P — P, 0.40-0.36

z —
O'PI*PZ 0.0229

= 1.7467
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El resultado que da MINITAB del analisis ji cuadrada es el siguiente:
Prueba ji cuadrada

Los resultados esperados se muestran debajo de los observados

males females Total

1 324 360 684
342.00 342.00

2 576 549 1 116
558.00 558.00

Total 900 900 1 800

Ji-Sq = 0.947 + 0.947 +
0.581 + 0.581 = 3.056
DF = 1, P-Vvalue = 0.080

El cuadrado del estadistico de prueba normal es (1.7467)? = 3.056, que es el valor del estadistico ji cuadrada. Las dos
pruebas son equivalentes. Los valores p son siempre los mismos para las dos pruebas.

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

12.21 Encontrar el coeficiente de contingencia correspondiente a los datos de la tabla de contingencia del problema
12.14.

SOLUCION

x> -~ 2.38
Y2+ N V2384200

C= =+v0.01176 = 0.1084

12.22 Encontrar el valor maximo de C correspondiente a la tabla 2 x 2 del problema 12.14.

SOLUCION

El valor méximo de C se presenta cuando las dos clasificaciones son perfectamente dependientes o estan muy bien relacio-
nadas. En ese caso, todos los que toman el suero sanan y todos los que no lo toman no sanan. La tabla de contingencia,
entonces, serd como la tabla 12.18.

Tabla 12.18
No
Sanados sanados Total
Grupo A (usan el suero) 100 0 100
Grupo B (no usan el suero) 0 100 100
Total 100 100 200

Dado que las frecuencias de celda esperadas, suponiendo completa independencia, son todas igual a 50,

» (100 —50)°  (0—50)*  (0—50)° (100 —50)°
X="% T T s + s

Por lo tanto, el maximo valor de C es \/x?/(x*> + N) = 1/200/(200 + 200) = 0.7071.
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En general, para que exista dependencia perfecta en una tabla de contingencia en la que la cantidad de renglones
y de columnas son ambas igual a k, las Unicas frecuencias de celda distintas de cero deben encontrarse en la diagonal que
va de la esquina superior izquierda a la esquina inferior derecha de la tabla de contingencia. En tales casos,

Crax= / (k —1)/k. (Ver los problemas 12.52 y 12.53.)

CORRELACION DE ATRIBUTOS

12.23

12.24

Encontrar el coeficiente de correlacion correspondiente a la tabla 12.12 del problema 12.14: a) sin correccion
de Yates y b) con correccion.

SOLUCION

a) Como x%>=2.28 N=200yk=2,setiene

2
B X _ 2.387
"TANE-—1 " V200 = 01091

lo que indica una correlacién muy pequefia entre la recuperacion de la salud y el uso del suero.
b) De acuerdo con el problema 12.15, r (corregida) = /1.93/200 = 0.0982.

Demostrar que el coeficiente de correlacion para tablas de contingencia, definido por la ecuacion (12) de este
capitulo, se encuentraentre 0y 1.

SOLUCION

De acuerdo con el problema 12.53, el valor méximo de v/x?/(x> + N) es \/(k — 1) /k. Por lo tanto,

2
X k—1 2 2 2 2 2
L — < (k — < — —
IV R kx> <(k—1D(x*+N) kx> <kx*—x>+kN —-N
2 2
2< _ X _ < — 7X <1
Xsk=DN - mp—pst Y Sy Reon S

Como XZ >0,r>0.Porlotanto, 0 <r <1, que es lo requerido.

PROPIEDAD ADITIVA DE x?

12.25

Para probar una hipGtesis H,, se repite un experimento tres veces. Los valores que se obtienen para x? son 2.37,
2.86y 3.54, cada uno de los cuales corresponde a 1 grado de libertad. Mostrar que aunque no puede rechazar-
se Hy, al nivel 0.05, con base en ninguno de estos experimentos, si puede rechazarse fusionando los tres expe-
rimentos.

SOLUCION

El valor de x? que se obtiene fusionando los resultados de los tres experimentos es, de acuerdo con la propiedad aditiva,
x? =237+ 2.86 + 354 =877 con 1 + 1 + 1 = 3 grados de libertad. Como x> para 3 grados de libertad es 7.81, se
puede rechazar H, al nivel de significancia 0.05. Pero como para 1 grado de libertad Y55 = 3.84, basandose en cualquiera
de los tres experimentos, no se puede rechazar Hy,.

Cuando se fusionan experimentos en los que se han obtenido valores de x2 que corresponden a 1 grado de libertad,
se omite la correccion de Yates debido a que ésta tiende a sobrecorregir.
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PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

LA PRUEBA JI CUADRADA

12.26

12.27

12.28

12.29

12.30

12.31

12.32

En 60 lanzamientos de una moneda se obtuvieron 37 caras y 23 cruces. Empleando como niveles de significancia: a) 0.05
y b) 0.01, probar la hip6tesis de que la moneda no esta cargada.

Resolver el problema 12.26 empleando la correccion de Yates.

Durante algun tiempo, las puntuaciones dadas a los alumnos por un grupo de profesores de determinada materia fueron, en
promedio: 12% Aes; 18% Bes; 40% Ces; 18% Des, y 12% Efes. Durante dos semestres, un profesor nuevo da 22 Aes, 34
Bes, 66 Ces, 16 Des y 12 Efes. Al nivel de significancia 0.05, determinar si el nuevo profesor sigue el patrén de califica-
ciones establecido por los otros profesores.

Tres monedas se lanzan 240 veces anotando cada vez la cantidad de caras y de cruces que se obtienen. En la tabla 12.19 se
muestran los resultados junto con los resultados esperados bajo la hipétesis de que las monedas no estan cargadas. Probar
esta hipdtesis al nivel de significancia 0.05.

Tabla 12.19
0 caras 1 cara 2 caras 3 caras
Frecuencias observadas 24 108 95 23
Frecuencias esperadas 30 90 90 30

En la tabla 12.20 se muestra el nimero de libros prestados en una biblioteca publica a lo largo de determinada semana.
Probar la hipétesis de que el nimero de libros que se prestan no depende del dia de la semana; usar los niveles de signifi-
cancia: a) 0.05y b) 0.01.

Tabla 12.20
Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
Cantidad de libros
prestados 135 108 120 114 146

Una urna contiene 6 canicas rojas y 3 canicas blancas. Se sacan en forma aleatoria dos canicas de la urna, se anotan sus
colores y se devuelven a la urna. Este proceso se realiza 120 veces, los resultados obtenidos se presentan en la tabla
12.21.

a) Determinar las frecuencias esperadas.

b) Al nivel de significancia 0.05, determinar si los resultados obtenidos son consistentes con los resultados esperados.

Tabla 12.21
0 rojas 1 roja 2 rojas
2 blancas 1 blanca 0 blancas
Numero de extracciones 6 53 61

Se toman en forma aleatoria 200 pernos de la produccion de cada una de cuatro maquinas. La cantidad de pernos defectuo-
S0s que se encuentran es 2, 9, 10 y 3. Empleando como nivel de significancia 0.05, determinar si hay una diferencia signi-
ficativa entre las maquinas.
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BONDAD DE AJUSTE

12.33

12.34

12.35

a) Emplear la prueba ji cuadrada para determinar la bondad de ajuste de los datos de la tabla 7.9 del problema 7.75.
b) ¢Es el ajuste “demasiado bueno”? Emplear el nivel de significancia 0.05.

Usar la prueba ji cuadrada para determinar la bondad de ajuste de los datos: a) de la tabla 3.8 del problema 3.59 y b) de la
tabla 3.10 del problema 3.61. Usar el nivel de significancia 0.05 y determinar, en cada caso, si el ajuste es “demasiado
bueno”.

Usar la prueba ji cuadrada para determinar la bondad de ajuste de los datos: a) de la tabla 7.9 del problema 7.75 y b) de la
tabla 7.12 del problema 7.80 ¢Es el resultado obtenido en a) consistente con el del problema 12.33?

TABLAS DE CONTINGENCIA

12.36

12.37

12.38

12.39

La tabla 12.22 muestra el resultado de un experimento para investigar el efecto que tiene la vacunacion contra determinada
enfermedad en los animales de laboratorio. Empleando el nivel de significancia: a) 0.01 y b) 0.05, probar la hipétesis de
que no hay diferencia entre el grupo vacunado y el no vacunado (es decir, la vacunacion y la enfermedad son independien-
tes).

Tabla 12.22 Tabla 12.23
Adquirieron la | No adquirieron la Aprobaron No aprobaron
enfermedad enfermedad Grupo A 7 17
Vacunados 9 42 Grupo B 64 23
No vacunados 17 28

Resolver el problema 12.36 empleando la correccion de Yates.

En la tabla 12.23 se presenta la cantidad de estudiantes de dos grupos, Ay B, que aprobaron y que no aprobaron un examen
realizado a ambos grupos. Empleando el nivel de significancia: a) 0.05 y b) 0.01, probar la hip6tesis de que no hay dife-
rencia entre los dos grupos. Resolver el problema con correccion de Yates y sin ella.

De un grupo de pacientes que se quejaba de no dormir bien, a algunos se les dieron unas pastillas para dormir, en tanto que
a otros se les dieron pastillas de aztcar (aunque todos pensaban que se les daban pastillas para dormir). Después se les
interrogd acerca de si las pastillas les habian ayudado a dormir o no. En la tabla 12.24 se muestran los resultados obtenidos.
Suponiendo que todos los pacientes digan la verdad, probar la hipétesis de que no hay diferencia entre las pastillas para
dormir y las pastillas de azlcar, empleando como nivel de significancia 0.05.

Tabla 12.24
Durmié No durmid
bien bien
Tomo0 pastillas para dormir 44 10
Tomo pastillas de azucar 81 35

12.40 En relacion con determinada propuesta de interés nacional, los votos de demdcratas y republicanos son como se muestra

en la tabla 12.25. Al nivel de significancia: a) 0.01 y b) 0.05, probar la hipétesis de que, en lo referente a esta propuesta, no
hay diferencia entre los dos partidos.
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Tabla 12.25
A favor En contra Indeciso
Demdcratas 85 78 37
Republicanos 118 61 25

12.41 En latabla 12.26 se muestra la relacion que hay entre el desempefio de los estudiantes en matematicas y en fisica. Probar

12.42

12.43

12.44

12.45

12.46

la hipétesis de que el desempefio en matematicas es independiente del desempefio en fisica, empleando el nivel de signifi-

cancia: a) 0.05y b) 0.01.

Tabla 12.26
Matematicas
Calificacion Calificacion Calificacion
alta intermedia baja
Calificacion alta 56 71 12
Fisica Calificacion intermedia 47 163 38
Calificacion baja 14 42 85

En la tabla 12.27 se muestran los resultados de una encuesta realizada con objeto de determinar si la edad de un conductor
de 21 afios 0 mas tiene alguna relacion con la cantidad de accidentes automovilisticos en los que se ve implicado (inclu-
yendo accidentes menores). Al nivel de significancia: a) 0.05y b) 0.01, probar la hipdtesis de que la cantidad de accidentes
es independiente de la edad del conductor. ¢ Cudles pueden ser las fuentes de dificultad en la técnica de muestreo, asi como
otras consideraciones, que puedan afectar los resultados?

Tabla 12.27
Edad del conductor
21-30 31-40 41-50 51-60 61-70
0 748 821 786 720 672
NGmero de 1 74 60 51 66 50
accidentes 2 31 25 22 16 15
>2 9 10 6 5 7

a) Probar que x> = > (af/q) — N para todas las tablas de contingencia, donde N es la frecuencia total de todas las
celdas.

b) Resolver el problema 12.41 empleando los resultados de a).

Si N;y N; denotan, respectivamente, la suma de las frecuencias en el renglon iy en la columna j de una tabla de contingen-
cia (las frecuencias marginales), demostrar que la frecuencia esperada en la celda del renglon iy la columna j es N;N;/N,
donde N es la frecuencia total de todas las celdas.

Probar la formula (9) de este capitulo. (Sugerencia: Utilizar los problemas 12.43 y 12.44.)

Extender la formula (9) de este capitulo a tablas de contingencia 2 x k, donde k > 3.
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12.47 Probar la formula (8) de este capitulo.

12.48 Por analogia con las ideas desarrolladas para tablas de contingencia h x k, analizar las tablas de contingencia h x k x 1,
indicando sus posibles aplicaciones.

COEFICIENTE DE CONTINGENCIA

12.49 En latabla 12.28 se muestra la relacion entre color de pelo y color de ojos encontrada en una muestra de 200 estudiantes.

a) Encontrar el coeficiente de contingencia sin correccion de Yates y con ella.
b) Comparar el resultado de a) con el coeficiente maximo de contingencia.

Tabla 12.28
Color de pelo
Rubio No rubio
Azules 49 25
Color de ojos
No azules 30 96

12.50 Encontrar el coeficiente de contingencia correspondiente a los datos: a) del problema 12.36 y b) del problema 12.38, con
correccion de Yates y sin ella.

12.51 Encontrar el coeficiente de contingencia correspondiente a los datos del problema 12.41.
12.52  Probar que el coeficiente maximo de contingencia de una tabla 3 x 3 es \/% = 0.8165, aproximadamente.
12.53 Probar que el coeficiente maximo de contingencia de una tablak x kes /(k — 1)/k.

CORRELACION DE ATRIBUTOS

12.54 Encontrar el coeficiente de correlacion de los datos de la tabla 12.28.

12.55 Encontrar el coeficiente de correlacion de los datos: a) de la tabla 12.22 y b) de la tabla 12.23, con correccidn de Yates y
sin ella.

12.56 Encontrar el coeficiente de correlacion entre las calificaciones de matematicas y de fisica de la tabla 12.26.

12.57 Si C es el coeficiente de contingencia de una tabla k x k y r es el coeficiente de correlacion correspondiente, probar que
r=C/\/(1-C)k—-1

PROPIEDAD ADITIVA DE x2

12.58 Para probar una hipétesis H,, se repite un experimento cinco veces. Los valores obtenidos para x?, correspondiente cada
uno a 4 grados de libertad, son 8.3, 9.1, 8.9, 7.8 y 8.6. Mostrar que aunque al nivel de significancia 0.05 no se puede recha-
zar H, con base en ninguno de los experimentos por separado, si se puede rechazar a este nivel de significancia con base
en todos los experimentos juntos.



AJUSTE DE CURVAS
Y METODO DE
MINIMOS
CUADRADOS

RELACION ENTRE VARIABLES

Con frecuencia, en la practica se encuentra que existen relaciones entre dos (0 mas) variables. Por ejemplo, el peso de
los hombres adultos depende de alguna manera de su estatura; la circunferencia de un circulo depende de su radio, y
la presién de una masa de gas depende de su temperatura y volumen.

Es til expresar estas relaciones en forma matematica mediante una ecuacion que conecte estas variables.

AJUSTE DE CURVAS

Para hallar una ecuacion que relacione las variables, el primer paso es obtener datos que muestren los valores de las
variables que se estan considerando. Por ejemplo, si X y Y denotan, respectivamente, la estatura y el peso de hombres
adultos, entonces en una muestra de N individuos se hallan las estaturas X;, X,, ..., Xy y los correspondientes pesos Y,
Yo oooh Yy

El paso siguiente es graficar los puntos (X;, Yy), (X5, Y5), ..., (Xn, Yy) €0 un sistema de coordenadas rectangulares.
Al conjunto de puntos obtenido se le llama diagrama de dispersion.

En el diagrama de dispersion es posible visualizar alguna curva cuya forma se aproxime a los datos. A esta curva
se le llama curva de aproximacion. Por ejemplo, en la figura 13-1 los datos al parecer se aproximan adecuadamente
mediante una linea recta; entonces se dice que entre las variables existe una relacion lineal. En cambio, en la figura
13-2, aunque existe una relacion entre las variables, esta relacion no es una relacién lineal y por lo tanto se le llama
relacion no lineal.

En general, al problema de hallar la ecuacién de una curva de aproximacion que se ajuste a un conjunto dado de
datos se le conoce como ajuste de curvas.

316
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Diagrama de dispersion de pesos contra estaturas
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Figura 13-1 Algunas veces la relacion entre dos variables se describe mediante una linea recta.

Diagrama de dispersion de niimero presente contra tiempo
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Figura 13-2  Algunas veces la relacion entre dos variables se describe mediante una relacion no lineal.

ECUACIONES DE CURVAS DE APROXIMACION

Como referencia, a continuacién se presentan varios de los tipos mas comunes de curvas de aproximacion. Todas las
letras, excepto X y Y, representan constantes. A las variables X y Y se les llama variable independiente y variable
dependiente, respectivamente, aunque estos papeles pueden intercambiarse.

Linea recta Y=ay+a X (5]
Parabola o curva cuadratica Y =ap+ a; X + a X? 2
Curva clbica Y =ay+a X +aX*+ o X° (3)
Curva cuértica Y =ay+ a1 X + X+ a;X° + a, x* (4)

Curva de grado n Y =ap+a X +a X+ +a,X" (5)
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En las ecuaciones anteriores, a las expresiones de los lados derechos se les conoce como polinomios de primero,
segundo, tercero, cuarto y n-ésimo grados, respectivamente. Las funciones definidas por las primeras cuatro ecuacio-
nes se llaman funciones lineales, cuadraticas, cubicas y cudrticas, en ese orden.

Las siguientes son algunas de las muchas otras funciones que se emplean en la practica:

Hipérbola Y= W_%IX 0 bien lY =ay+a; X (6)
Curva exponencial Y =ab* obien logY =loga + (log b)X = a, + a,X @)
Curva geométrica Y=aX® obien logY =loga + b(logX) (8)
Curva exponencial modificada Y=abX+g 9
Curva geométrica modificada Y=aX"+g (10)
Curva de Gompertz Y =pg® obien logY = logp + b*(log q) = abX + g (11)
Curva de Gompertz modificada Y= quX +h (12)
Curva logistica Y = e ° bien lY =ab* +g (13)

Y = a4 a,(log X) + a>(log X)* (14)

Para saber cual de estas curvas emplear, es Util obtener el diagrama de dispersion de las variables transformadas.
Por ejemplo, si el diagrama de dispersién de log Y contra X muestra una relacion lineal, la ecuacién sera de la forma
(7), en tanto que si log Y contra log X muestra una relacion lineal, la ecuacion sera de la forma (8). Como ayuda para
saber qué tipo de curva utilizar suele emplearse papel especial para graficar. Al papel para graficar en el que una de
las escalas esta calibrada logaritmicamente se le conoce como papel semilogaritmico, y al papel en el que las dos
escalas estan calibradas de manera logaritmica se le conoce como papel logaritmico.

METODO DE AJUSTE DE CURVAS A MANO

Para trazar una curva de aproximacion que se ajuste a los datos puede emplearse el criterio personal. A este método se
le llama ajuste de curva a mano. Si se sabe cual es el tipo de ecuacién, las constantes de la ecuacion se determinan
eligiendo tantos puntos de la curva como constantes tenga la ecuacion. Por ejemplo, si la curva es una linea recta, se
necesitaran dos puntos; si es una parabola, se necesitaran tres puntos. Este método tiene la desventaja de que personas
distintas encontraran curvas y ecuaciones distintas.

LA LINEARECTA

El tipo més sencillo de curva de aproximacion es una linea recta, cuya ecuacion puede escribirse como
Y =ay + a;X (15)

Dados dos puntos cualesquiera (Xy, Y;) y (X,, Y,) de la recta, se determinan las constantes a, y a,. La ecuacion que se
obtiene es

Y,— Y .
Y-Y, =(2—1)(x-X;) obien Y-Y =mX-X) (16)
X, — X
=T
donde mez_Xl

es la pendiente de la recta y representa el cambio o variacién en Y dividido por un cambio o variacién correspondien-
teen X.
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En la ecuacion escrita de la forma (15), la constante a, es la pendiente m. La constante a,, que es el valor de Y
cuando X = 0, se conoce como la interseccion con el gje VY.

EL METODO DE MINIMOS CUADRADOS

Para evitar el empleo del criterio personal para la construccion de rectas, parabolas u otras curvas de aproximacion que
se ajusten a un conjunto de datos, es necesario ponerse de acuerdo en una definicion de la “recta de mejor ajuste”, la
“parabola de mejor ajuste”, etcétera.

Con objeto de dar una definicion, considérese la figura 13-3, en la que los datos son los puntos (Xy, Y;), (X5, Ys), ...,
(X, Yn)- Dado un valor de X, por ejemplo X, entre el valor Y, y el valor correspondiente determinado de acuerdo con
la curva C habra una diferencia.Como se muestra en la figura, esta diferencia se denota D, y se llama la desviacion, el
error o el residual y puede ser positivo, negativo o cero. De manera semejante se obtienen las desviaciones X,, ..., Xy
correspondientes a cada valor D,, ..., Dy.

Una medida de la “bondad de ajuste” de la curva C a los datos dados es la cantidad D? + D3 + - -- + D%. Siesta
cantidad es pequefia, el ajuste es bueno; si es grande, el ajuste es malo. De esta manera se llega a la definicion
siguiente:

Definicion: De todas las curvas que se aproximan a un conjunto dado de puntos, a la curva que tiene
la propiedad de que D} + D3 + - - - + D3 sea la minima se le llama curva de mejor ajuste.

Una curva que tiene esta propiedad se dice que se ajusta a los datos en el sentido de minimos cuadrados y se le llama
curva de minimos cuadrados. De manera que una recta que tiene esta propiedad se dice que es una recta de minimos
cuadrados, una parabola que tiene esta propiedad es una parabola de minimos cuadrados, etcétera.

La definicion anterior suele emplearse cuando X es la variable independiente y Y es la variable dependiente. Si X
es la variable dependiente, la definicién se modifica considerando desviaciones horizontales en lugar de desviaciones
verticales, lo que equivale a intercambiar los ejes Xy Y. Por lo general, estas dos definiciones llevan a curvas distintas
de minimos cuadrados. En este libro, a menos que se especifique otra cosa, se considerara que X es la variable inde-
pendiente y que Y es la variable dependiente.

También pueden definirse otras curvas de minimos cuadrados considerando las distancias perpendiculares del punto
a la curva en lugar de las distancias verticales u horizontales. Sin embargo, esto no suele usarse.

Curva de mejor ajuste

Dn
D (X .Y )
1 5
® n n
XY
X, X, X5 X,

Figura 13-3 D, es la distancia del punto (X;, Y;) a la curva de mejor ajuste, ..., D,
es la distancia del punto (X, Y,) a la curva de mejor ajuste.

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

La recta de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos (Xy, Y1), (X, Y5), ..., (Xy, Yy) tiene la ecuacion
Y =ay + a;X (17)
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donde las constantes a, y a; se determinan resolviendo las ecuaciones simultaneas
Z Y = aoN 4+ a Z X
NS XY =ay Y X +a Y X? (18)

a las que se les denomina ecuaciones normales de la recta de minimos cuadrados (17). Las constantes a, y a; de las
ecuaciones (18) pueden hallarse empleando las formulas

ENE)-ENEXY) N XY - (C X Y) )
NY X2 (2 x) NS ()

Para recordar las ecuaciones normales (18) hay que observar que la primera ecuacién se obtiene formalmente
sumando a ambos lados de la ecuacion (17) [es decir, > Y = >~ (ag + a1 X) = agN + a; >_ Xy lasegunda ecuacion
se obtiene multiplicando, primero, ambos lados de la ecuacion (17) por X y después sumando [es decir, >~ XY =
SN X(ag+a;X) =ay S X +a; 3 X?]. Obsérvese que no se trata de una deduccion de las ecuaciones normales,
sino simplemente de una manera que facilita recordarlas. Obsérvese también que en las ecuaciones (18) y (19) se ha
empleado la notacion abreviada ) X, > XY, etc., en lugar de ZjN:l X, Z,-Ail X;Y;, etcétera.

El trabajo que implica hallar la recta de minimos cuadrados puede reducirse transformando los datos de manera
quex =X — Xy y=Y — Y.Entonces, la ecuacion de la recta de minimos cuadrados puede escribirse de la manera
siguiente (problema 13.15):

> ay . > Y
En particular, si X es tal que >~ X = 0 (es decir, X = 0), la ecuacion se convierte en
_ (S XY
Y=Y X 21
+(ZX2 (21)

La ecuacion (20) implica que y = 0 para x = 0; por lo tanto, la recta de minimos cuadrados pasa por el punto (X, Y),
al que se le llama el centroide o centro de gravedad de los datos.

Si se considera que la variable X es la variable dependiente en lugar de la variable independiente, la ecuacion (17)
se escribe X = by + b; Y. Las férmulas anteriores también son vélidas cuando se intercambian X y Y, y a, Y a; se sus-
tituyen por b, y b,, respectivamente. Sin embargo, por lo general la recta de minimos cuadrados que se obtiene no es
la misma que la que se obtuvo antes [ver problemas 13.11 y 13.15d)].

RELACIONES NO LINEALES

Algunas veces, las relaciones no lineales pueden reducirse a relaciones lineales mediante transformaciones adecuadas
de las variables (ver problema 13.21).

LA PARABOLA DE MINIMOS CUADRADOS
La’ parabola de minimos cuadrados que aproxima el conjunto de puntos (X, Y;), (X5, Y,),...,(Xn, Yy) tiene la ecua-
cion
Y =ag+a; X + ar X? (22)

donde las constantes a,, &, Y a, se determinan resolviendo simultdneamente las ecuaciones

SY =aN  +a XX +a Y X

SXY =g XX 4a XX 4a Y X

S XY =a Y X +a Y X ta Yy X (23)

Ilamadas ecuaciones normales de la parabola de minimos cuadrados (22).
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Para recordar las ecuaciones (23), obsérvese que se pueden obtener formalmente multiplicando la ecuacion (22)
por 1, X y X2, respectivamente, y sumando a ambos lados de las ecuaciones resultantes. Esta técnica puede extenderse
a las ecuaciones normales de curvas ctbicas de minimos cuadrados, ecuaciones cuarticas de minimos cuadrados y, en
general, a cualquiera de las curvas de minimos cuadrados correspondientes a la ecuacion (5).

Como en el caso de la recta de minimos cuadrados, las ecuaciones (23) se simplifican si las X se escogen de mane-
raque > X = 0. Estas ecuaciones también se simplifican empleando las nuevas variables x = X — Xy y =Y — Y.

REGRESION

Con frecuencia se desea estimar el valor de la variable Y que corresponde a un valor dado de la variable X, basandose
en los datos muestrales. Esto se hace estimando el valor de Y a partir de la curva de minimos cuadrados ajustada a los
datos muestrales. A la curva de minimos cuadrados se le llama curva de regresion de Y en X, debido a que Y se estima
a partir de X.

Si lo que se desea es estimar un valor de X a partir de un valor dado de Y, se emplea la curva de regresion de X en
Y, que es lo mismo que intercambiar las variables en el diagrama de dispersion, de manera que X sea la variable depen-
diente y Y sea la variable independiente. En este caso se sustituyen las desviaciones verticales, de la definicion de la
curva de minimos cuadrados de la pagina 284, por desviaciones horizontales.

En general, la recta o la curva de regresion de Y en X no es igual a la recta o a la curva de regresion de X en Y.

APLICACIONES A SERIES DE TIEMPO

Si la variable independiente X representa tiempo, los datos dan el valor de Y en distintos momentos. A los datos orde-
nados de acuerdo con el tiempo se les llama serie de tiempo. En este caso, a la recta o a la curva de regresion de Y en
X se le llama recta o curva de tendencia y se emplea para hacer estimaciones, predicciones o prondsticos.

PROBLEMAS EN LOS QUE INTERVIENEN MAS DE DOS VARIABLES

Los problemas en los que intervienen mas de dos variables se tratan de manera analoga a los problemas de dos varia-
bles. Por ejemplo, entre las tres variables X, Y y Z puede haber una relacién que pueda ser descrita mediante la ecua-
cién

Z=ay+a X +aY (24)
a la que se le llama ecuacién lineal en las variables X, Yy Z.

En un sistema de coordenadas rectangulares, esta ecuacion representa un plano y los puntos muestrales (X4, Y3, Z;),
(X5, Yo, Z5),s ...y (Xns Yy Zy) €Starén “dispersos” no demasiado lejos de este plano, al que se le llama plano de aproxi-
macion.

Por extensién del método de minimos cuadrados, se puede hablar de un plano de minimos cuadrados que se aproxi-

me a los datos. Si Z se aproxima a partir de los valores de X y Y, a este plano se le llamara plano de regresion de Z en
Xy'Y. Las ecuaciones normales correspondientes al plano de minimos cuadrados (24) son

ZZ :agN +6112X +6122Y
S XZ=ay S X+a Y X* +a, 3 XY
NS YZ=ay Y Y4a Y XY +a, Y Y? (25)

y para recordarlas se puede pensar que se obtienen a partir de la ecuacién (24) multiplicando ésta por 1, Xy Y 'y suman-
do después.
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También se pueden considerar ecuaciones méas complicadas que la (24). Estas representan superficies de regresion.
Cuando el nimero de variables es mayor a tres, se pierde la intuicién geométrica debido a que se requieren espacios
de cuatro, cinco o n dimensiones.

A los problemas en los que se estima una variable a partir de dos 0 mas variables se les llama problemas de regre-
sion multiple. Estos problemas seran considerados méas detalladamente en el capitulo 15.

PROBLEMAS RESUELTOS
LINEAS RECTAS
13.1 Treinta estudiantes de secundaria fueron entrevistados en un estudio acerca de la relacion entre el tiempo que

pasan en Internet y su promedio de calificaciones. Los resultados se muestran en la tabla 13.1. X es la cantidad
de tiempo que pasan en Internet y Y es su promedio de calificaciones.

Tabla 13.1
Horas Promedio Horas Promedio Horas Promedio

11 2.84 9 2.85 25 1.85

5 3.20 5 3.35 6 3.14
22 2.18 14 2.60 9 2.96
23 212 18 2.35 20 2.30
20 2.55 6 3.14 14 2.66
20 2.24 9 3.05 19 2.36
10 2.90 24 2.06 21 2.24
19 2.36 25 2.00 7 3.08
15 2.60 12 2.78 11 2.84
18 242 6 2.90 20 2.45

Usar MINITAB para:
a) Hacer un diagrama de dispersidn con estos datos.

b) Ajustar una recta a estos datos y dar los valores de a, y a;.

SOLUCION

a) Enlas columnas C1y C2 de la hoja de célculo de MINITAB se ingresan estos datos. La columna C1 se titula Horas
en Internety lacolumna C2 Promedio de cal ificaciones. Empleando la secuencia Stat — Regresion —
Regression se obtienen los resultados que se muestran en la figura 13-4.

b) Elvalor de a,es 3.49 y el valor de a; es —0.0594.

13.2  Resolver el problema 13.1 usando EXCEL.

SOLUCION

En las columnas Ay B de la hoja de calculo de EXCEL se ingresan los datos. Con la secuencia Tools — Data Analisis —
Regression se obtiene el cuadro de didlogo de la figura 13-5 que se llena como ahi se muestra. La parte de interés del
resultado, en este momento, es

Interseccion 3.488753
Horas en Internet —-0.05935
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Diagrama de dispersion de promedio Vs. horas en Internet

3.50 A

3.25 4

2.75 A

Promedio

2.50 A

2.00 A

5 10 15 20 25
Horas en Internet
Figura 13-4 Lasuma de los cuadrados de las distancias de los puntos a la recta de mejor
ajuste es la minima utilizando la recta promedio = 3.49 — 0.0594 horas en Internet.

gt ——
Input ¥ Range; | $B$1:$B$31 @
Input X Range: ‘ $a$1:$a$31 E I
|:| Constant is Zero E}

[[] confidence Level: a5 %o

Output options
O Outpuk Range: l qﬁl
(®) Mew Workshest Ply: [ I
O New Workbook
Residuals

[] residuals ] residual Plots
[[] standardized Residuals [] Line Fit Plats

Mormal Probability
[ mormal Probabiliey Plots

Figura 13-5 EXCEL, cuadro de dialogo para el problema 13.2.

A la constante a, se le Ilama interseccion y a la constante a; se le denomina pendiente. Se obtienen los mismos
valores que con MINITAB.

13.3 a) Mostrar que la ecuacion de la recta que pasa a través de los puntos (Xy, Y;) Yy (X,, Y,) esta dada por

Y- Y
Y-, =21 (x-Xx)
X, — Xy
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b) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa a través de los puntos (2, —3) y (4, 5).

SOLUCION

a)

b)

La ecuacion de la recta es

Y=a5+ a;X (29)
Como (X, Y;) esta en la recta,

Yi=ay+aX; (30)
Como (X,, Y,) esta en la recta,

Yy=ay+ a;X, (31)

Sustrayendo la ecuacion (30) de la ecuacion (29),

Y—Yi=a(X =Xy (32)
Sustrayendo la ecuacion (30) de la ecuacion (31),
. Y, — Y,
Y,-Y =a(X,— X 0 bien a; =
2 1 1(X5 1) T X, X,

Sustituyendo este valor de a, en la ecuacion (32), se obtiene

,-1
Y—-Y, = X—-X
=%y XX
como se deseaba. La cantidad
Y, - Y,
X, — Xy

se abrevia m, representa el cambio en Y dividido entre el correspondiente cambio en X'y es la pendiente de la recta. La
ecuacion buscadaes Y — Y; = m(X — Xy).
Primer método [empleando los resultados del inciso a)]
En el primer punto (2, —3) se tiene X; =2y Y, = —3; en el segundo punto (4, 5) se tiene X, =4y Y, = 5. Por
lo tanto, la pendiente es
Y, -Y, 5-(-3) 8

- - —2_4
"X, X, T 4-2 2

y la ecuacion buscada es
Y-Y,=m(X—X,) obien Y- (=3)=4(X-2)

la cual se puede escribir como Y + 3 = 4(X — 2), 0 bien Y = 4X — 11.
Segundo método

La ecuacion de una linea recta es Y = a, + a;X. Como el punto (2, —3) pertenece a esta recta, —3 = a; + 2a;,
y como también el punto (4, 5) pertenece a esta recta, 5 = a, + 4a,; resolviendo estas dos ecuaciones simultaneas, se
obtiene a; = 4y a; = —11. Por lo tanto, la ecuacion buscada es

Y=-11+4X o bien Y=4X-11

13.4  Se siembra trigo en 9 parcelas del mismo tamafio. En la tabla 13.2 se muestran las cantidades de fertilizante
empleadas en cada parcela, asi como las cantidades de trigo obtenidas.

Usar MINITAB para ajustar una curva parabdlica Y = a, + a;X + a,X? a estos datos.
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Tabla 13.2
Cantidad de trigo (y) Fertilizante (x)
2.4 1.2
3.4 2.3
4.4 3.3
5.1 4.1
55 4.8
5.2 5.0
49 55
4.4 6.1
3.9 6.9

SOLUCION

Las cantidades de trigo se ingresan en la columna C1 y las de fertilizante en la columna C2. Con la secuencia Stat —
Regresion — Fitted Line Plot se obtiene el cuadro de didlogo que se muestra en la figura 13-6.

Fitted Line Plot

C1 ¥ Response [Y): [

c2 X

Predictor [X]: |}{

Type of Regression Model
" Linear  Quadratic © Cubic

Select | Graphs... | Options... I Storage... I
Help | [ ok | Cancel |

Figura 13-6 MINITAB, cuadro de dialogo para el problema 13.4.

Con este cuadro de dialogo se obtiene el resultado que se muestra en la figura 13-7.

Grafica de la linea ajustada
Y =-0.2009 +2.266 X
-0.2421 X [131

5.5 1 °

5.0 4
4.5 1
4.0 1
3.5 1
3.0 1

2.5 A

2.0 -

Figura 13-7 MINITAB, ajuste de la curva parabdlica de minimos cuadrados a un conjunto de datos.
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135

13.6

Encontrar: a) la pendiente, b) la ecuacion, c) la interseccion con el eje Y y d) la interseccion con el eje X de la
recta que pasa por los puntos (1, 5) y (4, —1).

SOLUCION
a) (X,=1,Y,=5)y(X,=4,Y,=—1). Porlo tanto,

-, -1-5 —6_ 5
X,—-X, 4-1 3

m = pendiente =

El signo negativo de la pendiente indica que a medida que X crece, Y decrece, como se muestra en la figura 13-8.
b) Laecuacion de la recta es

YoY,=m(X—X,) 0o Y-5=-2X—1)

Es decir, Y-5=-2X+2 0 Y=7-2X
Esta ecuacion también se puede obtener empleando el segundo método del problema 13.3b).

c) Lainterseccion conel eje Y, que es el valor de Y cuando X =0, es Y = 7 — 2(0) = 7. Esto también puede verse direc-
tamente en la figura 13-8.

7 R0, 7 Interseccion con el eje Y

Interseccion con el eje X

Figura 13-8 Recta que muestra la interseccion con el eje X y la interseccién con el eje Y.

d) Lainterseccion con el eje X es el valor de X cuando Y = 0. Sustituyendo Y = 0 en la ecuacién Y = 7 — 2X, se tiene
0=17—2X,02X =7y X = 3.5. Esto también se puede ver directamente en la figura 13-8.

Encontrar la ecuacién de la recta que pasa a través del punto (4, 2) y que es paralela a la recta 2X + 3Y = 6.

SOLUCION

Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales. De 2X + 3Y = 6 se obtiene 3Y = 6 — 2X, 0 bienY =2 — %X, de
manera que la pendiente de la recta es m = —2. Por lo tanto, la ecuacion de la recta que se busca es

Y—Y,=mX—-X) 0 Y72=7%(X74)

la cual también se puede escribir como 2X + 3Y = 14.
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Otro método

La ecuacion de cualquier recta paralela a 2X + 3Y = 6 es de la forma 2X + 3Y = c. Para encontrar ¢, sea X =4y
Y = 2. Entonces 2(4) + 3(2) = ¢, 0 ¢ = 14, con lo que la ecuaci6n buscada es 2X + 3Y = 14.

Encontrar la ecuacion de la recta cuya pendiente es —4 y cuya interseccion con el eje Y es 16.

SOLUCION

En la ecuacion Y = a, + a,X, a; = 16 es la interseccion con el eje Y 'y a; = —4 es la pendiente. Por lo tanto, la ecuacion
buscadaesY = 16 — 4X.

a) Construir una recta que se aproxime a los datos de la tabla 13.3.
b) Encontrar la ecuacion de esta recta.

Tabla 13.3

SOLUCION

a) Enun sistema de coordenadas rectangulares se grafican los puntos (1, 1), (3, 2), (4, 4), (6, 4), (8,5), (9, 7), (11,8) y
(14, 9), como se muestra en la figura 13-9. En la figura se ha trazado a mano una recta que se aproxima a los datos.
En el problema 13.11 se muestra un método que elimina el criterio personal; ese método es el de minimos cuadra-
dos.

Figura 13-9 Método a mano para el ajuste de curvas.

b) Para obtener la ecuacion de la recta construida en el inciso a), se eligen cualesquiera dos puntos de la recta, por ejem-
plo, Py Q; como se muestra en la gréfica, las coordenadas de los puntos P y Q son aproximadamente (0, 1) y (12, 7.5).
La ecuacion de una recta es Y = a; + a;X. Por lo tanto, para el punto (0, 1) se tiene 1 = a, + a,(0), y para el punto
(12, 7.5) se tiene 7.5 = a, + 12a,; como de la primera de estas ecuaciones se obtiene a, = 1, de la segunda se obtiene
a, = 6.5/12 = 0.542. Entonces, la ecuacion buscada es Y = 1 + 0.542X.

Otro método

Y, - Y

B 741
XX

Y-V _ e
! 12-0

X-X) y Y-l (X —0) = 0.542x

Por lo tanto, Y = 1 + 0.542X.
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13.9 a) Comparar los valores de Y obtenidos a partir de la recta de aproximacion con los datos de la tabla 13.2.

b) Estimar el valor de Y para X = 10.

SOLUCION

a) ParaX=1Y =1+ 0.542(1) = 1.542, 0o bien 1.5. Para X = 3, Y = 1 + 0.542(3) = 2.626 0 bien 2.6. De la misma
manera se obtienen valores de Y correspondientes a otros valores de X. Los valores estimados para Y a partir de la
ecuacion Y = 1 + 0.542X se denotan Y. En la tabla 13.4 se presentan estos valores estimados junto con los datos
originales.

b) El valor estimado de Y correspondiente a X =10 esY = 1 + 0.542(10) = 6.42 0 6.4.

Tabla 13.4

15 26 32 43 53 59 70 86

est

13.10 En latabla 13.5 se presentan las estaturas en pulgadas (in) y los pesos en libras (Ib) de 12 estudiantes varones
que forman una muestra aleatoria de los estudiantes de primer afio de una universidad.

Tabla 13.5

Estatura X (in) 70 63 72 60 66 70 74 65 62 67 65 68

Peso Y (Ib) 155 150 180 135 156 168 178 160 132 145 139 152

a)

Obtener el diagrama de dispersion de estos datos.

b) Trazar una recta que se aproxime a los datos.
c) Encontrar la ecuacion de la recta que se trazo en el inciso b).
d) Estimar el peso de un estudiante cuya estatura es 63 in.
e) Estimar la estatura de un estudiante cuyo peso es 168 Ib.
SOLUCION
a) Eldiagrama de dispersion que se muestra en la figura 13-10 se obtiene graficando los puntos (70, 155), (63, 150),...,
(68, 152).
b) En lafigura 13-10 se presenta una recta que se aproxima a los datos. Pero ésta es s6lo una de las muchas que podian
haberse trazado.
c) Setoman dos puntos cualesquiera de la recta construida en el inciso b), por ejemplo P y Q. Las coordenadas de estos
puntos, de acuerdo con la gréafica, son aproximadamente (60, 130) y (72, 170). Por lo tanto,
Y, - Y, 170 — 130 10
Y-Y =— X-X Y-130=———— (X —-60 Y=—X-70
! Xz—Xl( 1) 7760 ) 3
d) SiX =63, entonces Y =1(63) — 70 = 140 Ib.
e) SiY =168, entonces 168 = 12X — 70, L2 X = 238 y X = 71.4 0 hien 71 in.
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180 -

170 A

160 -

Peso

150 A

140 H

130 A

Estatura
Figura 13-10 Meétodo a mano para el ajuste de curvas.

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

13.11 Encontrar la recta de minimos cuadrados correspondiente a los datos del problema 13.8 empleando: a) X como
variable independiente y b) X como variable dependiente.

SOLUCION

a)

La ecuacion de una recta es Y = a, + a,X. Las ecuaciones normales son

Z Yy = CloN + a) Z X
S XY =ay S X +a ¥ X?
El calculo de estas sumas se puede organizar como se muestra en la tabla 13.6. Aunque la Gltima columna de la

derecha no se necesita en esta parte del problema, se ha incluido en la tabla para emplearla en el inciso b).
Como hay ocho pares de valores Xy Y, N = 8y las ecuaciones normales resultan ser

800 + 56&] = 40
56a0 + 524&1 = 364

Resolviendo simultaneamente estas ecuaciones, se obtiene a, = % 0 0.545; a4, = % 0 0.636; con lo que la recta de
minimos cuadrados buscada es Y = & + - X, 0 Y = 0.545 -+ 0.636X.

Tabla 13.6
X Y X2 XY Y?
1 1 1 1 1
3 2 9 6 4
4 4 16 16 16
6 4 36 24 16
8 5 64 40 25
9 7 81 63 49
1 8 121 88 64
14 9 196 126 81
X =56 SIY =40 SIX?2=524 | SIXY=364 [ S2Y?=256
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Otro método

(C V) X))~ (Z X)(C XY) _ (40)(524) — (56)(364) _ 6

- : == 0.545
NY X - (2 X)

0 bien

(8)(524) — (56)° 11

L NXXY - N ) (8)(364) —(56)(40) _ T
NS X (X)) (8)(524) — (56 1

Por lo tanto, Y = a, + a;X, o bien Y = 0.545 4 0.636X, como antes.

b) Si X es considerada como la variable dependiente, entonces Y es la variable independiente; la ecuacion de la recta de
minimos cuadrados es X = by + b,Y y las ecuaciones normales son

S>X =bN +b > Y
S XY =by S Y +b Y Y
Entonces, de acuerdo con la tabla 13.6, las ecuaciones normales son
8by + 40b, = 56
40Dy + 256b, = 364

de donde b, = f% 0 bien —0.50y b, = % o0 bien 1.50. Estos valores también pueden obtenerse de la manera siguiente

0.636

, (S X)) - (5 Y)(X XY) _ (56)(256) — (40)364) _ o
! NY Y — (T vy (8)(256) — (40)° '
p NI XY (S XS Y) _ ($)(364) - (56)(40)

N Y -2 Y) (8)(256) — (40)°
Por lo tanto, la ecuacion buscada de la recta de minimos cuadrados es X = b, + b;Y o bien X = —0.50 + 1.50Y.

Obsérvese que despejando Y de esta ecuacion se obtiene ¥ = % + %X 0 bien Y = 0.333 + 0.667X, que no es
igual a la recta obtenida en el inciso a).

13.12 Emplear el paquete para estadistica SAS para trazar, en una misma grafica, los puntos correspondientes a los

datos de estatura y peso del problema 13.10 y la recta de minimos cuadrados.

SOLUCION

En la figura 13-11, los puntos correspondientes a los datos se presentan como pequefios circulos vacios y la recta de mini-
mos cuadrados como una recta punteada.

180 o

170

160 o

Peso
o

150 o

140

o

130 4 : : : : : : :
60 62 64 66 68 70 72 74
Estatura
Figura 13-11 SAS, gréfica que presenta los puntos correspondientes a los datos
de la tabla 13.5 y la recta de minimos cuadrados.
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a) Muestre que las dos rectas de minimos cuadrados obtenidas en el problema 13.11 se intersecan en el punto
(X,Y).

b) Estimar el valor de Y para X = 12.

c) Estimar el valor de X paraY = 3.

SOLUCION

S X 56 S XY _40_
& -o=

Por lo tanto, el punto (X, ¥), llamado el centroide, es (7, 5).

a) El punto (7, 5) se encuentra en la recta Y = 0.545 + 0.636X; o, mas exactamente, Y :ﬁ+%X, ya que
5=3+4(7). Elpunto (7,5) seencuentraen larecta X = —1+3Y,yaque 7 = —1+3(5).

Otro método

Las ecuaciones de las dos rectas son Y = 1 + X y X = —1 43 Y. Resolviendo simultaneamente estas dos ecua-
ciones se encuentra X = 7y Y = 5. Por lo tanto, las rectas se intersecan en el punto (7, 5).

b) Sustituyendo X = 12 en la recta de regresion de Y (problema 13.11), Y = 0.545 4 0.636(12) = 8.2.
c) Sustituyendo Y = 3 en la recta de regresion de X (problema 13.11), X = —0.50 + 1.50(3) = 4.0.

Probar que una recta de minimos cuadrados siempre pasa por el punto (X, Y).

SOLUCION

Caso 1 (X es la variable independiente)
La ecuacion de la recta de minimos cuadrados es

Y =ay+ a,X (34)
Una de las ecuaciones normales de la recta de minimos cuadrados es
Z Y:[loN+a1 ZX (35)

Dividiendo ambos lados de la ecuacion (35) entre N se obtiene

Y = Ay +KI1X (36)

Restando la ecuacion (36) de la ecuacion (34), la recta de minimos cuadrados se puede escribir como

= (X ~ X) @37)

~i

Y —
lo que muestra que la recta pasa a través del punto (X, Y).

Caso 2 (Y es la variable independiente)

Procediendo como en el caso 1, pero intercambiando X y Y y sustituyendo las constantes a, y a; por b, y b;, respec-
tivamente, se encuentra que la recta de minimos cuadrados puede escribirse como

X-X=b(Y-Y) (38)
lo que indica que la recta pasa por el punto (X, Y).

Obsérvese que las rectas (37) y (38) no coinciden, sino que se intersecan en (X, Y).

a) Considerando X como la variable independiente, mostrar que la ecuacion de la recta de minimos cuadrados

se puede escribir como
) e (B

dondex=X-Xyy=Y Y.
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b) Si X =0, mostrar que la recta de minimos cuadrados del inciso a) puede escribirse como
_ S XY
Y=Y+ X
(5%
c) Dar la ecuacion de la recta de minimos cuadrados correspondiente a la del inciso a) en el caso en que Y

sea la variable independiente.
d) \Verificar que las rectas de los incisos a) y ¢) no son necesariamente iguales.

SOLUCION

a) Laecuacion (37) puede escribirse comoy = a;x, donde x = X — Xy y = Y — Y. Ademas, resolviendo simultanea-
mente las ecuaciones normales (18) se tiene

g VX XY - (C XN V) NYe+X)0+Y) - E+X0+7)
N (o) NY (v + X7 = [X (x+ X)P

N (xy+xY + Xy +XY)— (X x+NX)(X y+ NY)

B NS (x2+2xX + X?) — (3 x+ NX)?

CNY xy+ NY S x+NX Y yp+ N XY — (X x+NX)(X y+NY)

- NS X2 +2NX S x+ N2X2 — (3 x+ NX)?

PeroY x=Y (X -X)=0y> y=> (Y — Y)=0; por lo que la formula anterior se simplifica a

; N xy+NXY - N’XY 3 xp
'TNS AN NX? Y X

Lo que puede escribirse como

CYxy Yx(Y—-Y) Y xY-YYx > «xY
D SECEED SE- D SFCIED DE

Por lo tanto, la recta de minimos cuadrados es y = a;X; es decir,

y= (M)x 0 bien y= (M)x

S S
b) SiX =0, x=X— X = X.Entonces, de acuerdo con la formula
> xY
(5w
se tiene y= ZX}: X obien Y=Y+ LX}; X
> X XX

Otro método
Las ecuaciones normales de la recta de minimos cuadrados Y = a, + a;X son

YSY=ayN+a, X y S XY =ay> X+a 3 X*
Si X = (> X)/N =0, entonces > X = 0 las ecuaciones normales se transforman en
S Y=aN y S X¥=aq X

Ty Yy
=YY asse

Por lo tanto, la ecuacion buscada de la recta de minimos cuadrados es

de donde a,

. _ [T XxY
Y =ap+ a,X 0 bien Y:Y+(ZX2 X
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c) Intercambiando X'y Y o bien xy y, se puede demostrar como en el inciso a) que

(&)

d) De acuerdo con el inciso a), la recta de minimos cuadrados es

- (E2)

De acuerdo con el inciso ¢), la recta de minimos cuadrados es

(B3

2
0 bien y= (% iy) x (40)
Sy, 2
Como en general s #* S0

en general las rectas de minimos cuadrados (39) y (40) son diferentes. Sin embargo, obsérvese que estas rectas se
intersecan en x =0y y = 0 [es decir, en el punto (X, Y)].

SiX'=X+AyY' =Y+ B, donde Ay B son constantes cualesquiera, probar que
NS (SN NEXY (S XE Y

a =
LN X (X NY X2 (DX
SOLUCION
Y =X —X =(X+A4)-(X+A)=X-X=x
V=Y -Y =(Y+B)-(Y+B) =Y-Y=y
Yxy Yxy
Entonces SIS

y el resultado es consecuencia del problema 13.15. Un resultado similar es valido para b;.

Este resultado es Gtil, pues permite simplificar los calculos para obtener la recta de regresion sustrayendo a las varia-
bles Xy Y constantes adecuadas (ver el segundo método del problema 13.17).

Nota: Este resultado no es vélido si X’ = ¢, X + Ay Y’ = ¢,Y + B, a menos que ¢; = c,.

Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos del problema 13.10 empleando: a) X como la variable
independiente y b) X como variable dependiente.

SOLUCION

Primer método
a) De acuerdo con el problema 13.15a), la recta buscada es

dondex=X-Xyy=Y —Y.Los calculos de las sumas se pueden organizar como se muestra en la tabla 13.7. De
acuerdo con las dos primeras columnas X = 802/12 = 66.8y Y = 1850/12 = 154.2. La Ultima columna se incluyd
para emplearla en el inciso b).
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Tabla 13.7

Estatura X Peso Y x=X-X|y=vY-Y Xy x? y?
70 155 3.2 0.8 2.56 10.24 0.64
63 150 -3.8 —4.2 15.96 14.44 17.64
72 180 5.2 25.8 134.16 27.04 665.64
60 135 —6.8 —19.2 130.56 46.24 368.64
66 156 -0.8 1.8 —1.44 0.64 3.24
70 168 3.2 13.8 44,16 10.24 190.44
74 178 7.2 23.8 171.36 51.84 566.44
65 160 -138 5.8 —10.44 3.24 33.64
62 132 —4.8 —22.2 106.56 23.04 492.84
67 145 0.2 -9.2 —-1.84 0.04 84.64
65 139 -1.8 —15.2 27.36 3.24 231.04
68 152 1.2 —2.2 —2.64 1.44 4.84

S X =802 [T Y =185 S ap=61632 | % =191.68 | 3 1” =2659.68
X =668 Y =154.2

b)

La recta de minimos cuadrados buscada es

(> xy\ . 61632
I <z )" Tores O

0 bien Y — 154.2 = 3.22(X — 66.8), lo que puede escribirse como Y = 3.22X — 60.9. A esta ecuacion se le conoce
como la recta de regresion de Y sobre X y sirve para estimar valores de Y a partir de valores dados de X.

Si X es la variable dependiente, la recta buscada es

>oxy 616.32
X= (z 2 )Y = 265068 Y T OB

la cual se puede escribir como X — 66.8 = 0.232(Y — 154.2), o bien X = 31.0 + 0.232Y. A esta ecuacion se le conoce
como la recta de regresion de X sobre Y y se utiliza para estimar X a partir de valores dados de Y.
Obsérvese que, si se desea, también se puede emplear el método del problema 13.11.

Segundo método

Empleando la formula del problema 13.16, de X'y Y también se pueden sustraer cantidades adecuadas. Se sustraera

65a Xy 150aY. Los calculos se pueden organizar como en la tabla 13.7.

_ NI XY - (X)) (12)(708) — (22)(50)

a

NY X?— (2 x')? (12)(232) — (22)*
, NS XY (S YN X (1208 - (0)(2) _
: NS Y (DY) (12)(2 868) — (50)°

Como X = 65+22/12 =668y Y = 150 4+ 50/12 = 154.2, las ecuaciones de regresion son Y — 154.2 = 3.22

(X —66.8) y X — 66.8 =0.232(Y — 154.2); es decir, Y = 3.22X — 60.9 y X = 0.232Y + 31.0, en coincidencia con el primer
método.

13.18 Resolver el problema 13.17 usando MINITAB. En un mismo conjunto de ejes, trazar la recta de regresion de
pesos contra estaturas y la recta de regresion de estaturas contra pesos. Mostrar que el punto (X, Y') satisface
ambas ecuaciones. Estas rectas se intersecan en (X, Y).
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SOLUCION
Grafica de peso contra estatura, estatura contra peso
180 - e
Estatura=31.0+ 0.232 Pes/O/
170 A
160 A
]
[
[=
150 ~
140 -
]30 L T T T T T T T T
60 62 64 66 68 70 72 74
Estatura

Figura 13-12 Tanto la recta de regresion de estatura contra peso como la recta de
regresion del peso contra estatura pasan a través del punto (x barra, y barra).

(X, Y)eslomismo que (x barra, y barra) y es igual a (66.83, 154.17). Obsérvese que peso = 3.22(66.83) — 60.9 =
154.17 y estatura = 31.0 + 0.232(154.17) = 66.83. Por lo tanto, ambas rectas pasan a través de (X barra, y barra).

Tabla 13.8

X! Y/ X 12 X'y’ Y/2
5 5 25 25 25
-2 0 4 0 0
7 30 49 210 900
-5 -15 25 75 225
1 6 1 6 36

5 18 25 90 324

9 28 81 252 784
10 0 0 100

-3 —18 9 54 324
2 -5 4 -10 25

0 -11 0 0 121

3 2 9 6 4

SIX'=22 > Y/=50 Sx”2=232 | Y X'Y'=708 | Y Y?=2868

APLICACIONES PARA SERIES DE TIEMPO

13.19 En la tabla 13.9 se presentan, en millones de dolares, las exportaciones agricolas de Estados Unidos. Usar
MINITAB para hacer lo siguiente:

Tabla 13.9
Afio 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Valor total 51246 | 53659 | 53115 | 59364 | 61383 | 62958
Cadigo del afio 1 2 3 4 5 6

Fuente: The 2007 Statistical Abstract.
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a) Graficar los datos y mostrar la recta de regresion de minimos cuadrados.

b) Encontrar y graficar la recta de tendencia de los datos.

c) Dar los valores ajustados y los residuales empleando los codigos de los afios.
d) Estimar el valor de las exportaciones agricolas en 2006.

SOLUCION

a) En lafigura 13-13a) se muestran los datos y la recta de regresion. La grafica que se muestra en la figura 13-13a) se
obtiene empleando la secuencia Stat — Regresion — Fitted line plot.

Gréfica de la recta ajustada
valor total = —4 976 816 + 2 514 afio

64 000

62 000

60 000

58 000

56 000

Valor total

54000

52000

50000 1+ : : : : :
2000 2001 2002 2003 2004 2005
Afo
Figura 13-13 a) Recta de regresion de las exportaciones agricolas de Estados Unidos
dadas en millones de dodlares.

b) La gréafica que se muestra en la figura 13.13b) se obtiene empleando la secuencia Stat — Time series — Trend
Analisis. Esta es una manera diferente de ver los mismos datos. Tal vez sea un poco mas fécil emplear los nimeros
indice (codigos de los afios) en vez de los afios.

Grafica del analisis de tendencia del valor total
Modelo de tendencia lineal
Y =48156.1+2 513.74%t

64 000
Variable

—— Real
— -@— - Ajustada

62 000 -

60 000 -

58 000

Valor total

56 000

54 000 -+

52000 ~

50 000 - :

Indice
Figura 13-13 b) Recta de tendencia de las exportaciones agricolas de Estados Unidos,
dadas en millones de dolares.
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¢) Enlatabla13.10 se dan los valores ajustados y los residuales de los datos que se presentan en la tabla 13.9; se emplean
afios codificados.

Tabla 13.10
Afio codificado Valor total Valor ajustado Residual
1 51 246 50 669.8 576.19
2 53 659 53 183.6 475.45
3 53 115 55 697.3 —2582.30
4 59 364 58 211.0 1152.96
5 61 383 60 724.8 658.22
6 62 958 63 238.5 —280.52

d) Empleando el afio codificado, el valor estimado es Y, = 48 156.1 + 2 513.74(7) = 65 752.3.

13.20 En la tabla 13.11 se presenta el poder de compra del délar, medido a través de los precios al consumidor, de
acuerdo con lo informado por la Oficina de Estadisticas Laborales de Estados Unidos.

Tabla 13.11

Afio 2000 2001 2002 2003 2004 2005
Precios al consumidor 0.581 | 0.565 | 0.556 | 0.544 | 0.530 | 0.512

Fuente: U. S. Bureau of Labor Statistics, Survey of Current Business.

a) Graficar los datos y obtener la recta de tendencia usando MINITAB.
b) Encontrar, a mano, la ecuacién de la linea de tendencia.
c) Estimar el precio al consumidor del 2008 suponiendo que la tendencia continde tres afios mas.

SOLUCION

a) Enlafigura 13-14, la linea continua es la gréfica de los datos de la tabla 13.11 y la linea punteada es la gréfica de la
recta de minimos cuadrados.

Gréfica del analisis de tendencia del poder de compra
Modelo de tendencia lineal
Y, =0.5942-0.0132%t

0-59 1 Variable

—@— Real
— - — - Ajustada

0.58

0.57 A

0.56 -
0.55 A
0.54 -

Poder de compra

0.53 ~
0.52 -

0.51 A

Indice

Figura 13-14 Linea de tendencia del poder de compra.
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b) Enlatabla 13.12 se presentan los calculos para hallar, a mano, la linea de tendencia. La ecuacion es

Xy
DL
dox

donde x =X — Xy y =Y — ¥; por lo que esta ecuacion se puede escribir como Y — 0.548 = —0.0132(X — 3.5) 0
Y = —0.0132X + 0.5942. Como se ilustra con este problema, el trabajo que se ahorra empleando algun software para
estadistica es enorme.

Tabla 13.12
Afio X Y x=X-X y=Y-Y X2 Xy
2000 1 0.581 -25 0.033 6.25 —0.0825
2001 2 0.565 -15 0.017 2.25 —0.0255
2002 3 0.556 -05 0.008 0.25 —0.004
2003 4 0.544 0.5 —0.004 0.25 —0.002
2004 5 0.530 15 —0.018 2.25 —0.027
2005 6 0.512 25 —0.036 6.25 —0.09
vX=21 YY = 3.288 ¥x2 Yxy
X =35 Y = 0.548 17.5 —0.231

c) El precio al consumidor estimado del 2008 se obtiene sustituyendo en la ecuacién de la linea tendencia X = 9. El
precio al consumidor estimado es 0.5942 — 0.0132(9) = 0.475.

ECUACIONES NO LINEALES REDUCIBLES A LAFORMA LINEAL

13.21 Enlatabla 13.13 se dan los valores experimentales de la presion P de una masa dada de gas correspondientes

a diversos valores del volumen V. De acuerdo con los principios de la termodindmica, entre estas variables
existe una relacion de la formula PVY = C, donde ~y C son constantes.

a) Encontrar los valores de «y de C.
b) Escribir la ecuacion que relaciona P y V.

Tabla 13.13

Volumen V en pulgadas cibicas (in®) 543 618 724 887 118.6 194.0

Presion P en libras por pulgada cuadrada (Ib/in?) | 61.2 49.2 37.6 284 192 101

¢) Estimar P paraV = 100.0 (Ib/in?).

SOLUCION

Como PV? = C, se tiene
logP + vylogV =log C 0 bien logP =1log C — ylog V
Haciendo log V = X'y log P =Y, la tltima ecuacion puede escribirse como
Y =a,+ a;X (41)

dondeay=logCya; = —~.
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En la tabla 13.14 se dan los valores de X = log V y de Y = log P, correspondientes a los valores de V y P dados en
latabla 13.13, y se indican también los calculos para obtener la recta (41) de minimos cuadrados. Las ecuaciones normales
correspondientes a la recta (41) de minimos cuadrados son

S Y=aqN+a, X y S XV=aqY X+a S X°
de donde

ECNE)-EOEXY)_, 0 NEXY-(EXNEY)
NY X2— (¥ x) ' NS (T x) ‘

Por lo tanto, Y = 4.20 — 1.40X.

a) Comoa,=4.20=IlogCya; = —1.40 = —, C=1.60 x 10*y v = 1.40.

b) La ecuacion que se busca en términos de Py V se puede escribir como PV“? = 16 000.

c) ParaV=100,X=1logV=2yY=logP =4.20 — 1.40(2) = 1.40. Entonces P = antilog 1.40 = 25.1 Ib/in?

Tabla 13.14
X =logV Y =log P X2 XY
1.7348 1.7868 3.0095 3.0997
1.7910 1.6946 3.2077 3.0350
1.8597 1.5752 3.4585 2.9294
1.9479 1.4533 3.7943 2.8309
2.0741 1.2833 4.3019 2.6617
2.2878 1.0043 5.2340 2.2976
3 X =11.6953 S Y =8.7975 S X%2=123.0059 | > XY= 16.8543

13.22 Usar MINITAB para resolver el problema 13.21.

SOLUCION

Las transformaciones X = log,(V) y Y = log,(P) convierten el problema en un problema de ajuste lineal. Para encontrar los
logaritmos comunes del volumen y de la presion se emplea la calculadora de MINITAB. En las columnas C1 a C4 de la
hoja de calculo de MINITAB se tendra:

\% P LogloVv LogloP
54.3 61.2 1.73480 1.78675
61.8 49.2 1.79099 1.69197
72.4 37.6 1.85974 1.57519
88.7 28.4 1.94792 1.45332
1186 19.2 2.07408 1.28330
194.0 10.1 2.28780 1.00432

El ajuste por minimos cuadrados da: log,,(P) = 4.199 — 1.402 log,o(V). Ver la figura 13-15. a, = log Cy a; = —.
Sacando antilogaritmos se obtiene C = 10y v = —a, 0 C = 15 812 y y = 1.402. La ecuacién no lineal es PV 1402 —
15 812.
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Grafica de la recta ajustada
log;oP =4.199 — 1.402 log;,V

1.7 1
1.6 A
1.5 1
1.4 A

log; P

1.3 1
1.2 4
1.1 A
1.0 A

0.9 -

1.7 1.8 1.9 2.0 2.1 2.2 2.3
log,yV

Figura 13-15 Reduccion de una ecuacion no lineal a la forma lineal.

13.23 En la tabla 13.15 se da, en millones, la poblacién de Estados Unidos desde 1960 hasta 2005. A estos datos,
ajustar una recta y una parabola y analizar los dos ajustes. Usar ambos modelos para predecir la poblacién que
tendra Estados Unidos en 2010.

Tabla 13.15

Afio 1960 | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005

Pablacion 181 194 205 216 228 238 250 267 282 297

Fuente: U.S. Bureau of Census.

SOLUCION

A continuacion se presenta parte de los resultados que da MINITAB para la recta de minimos cuadrados y para la parabola
de minimos cuadrados.

Afio Poblacién X xcuadrada
1960 181 1 1
1965 194 2 4
1970 205 3 9
1975 216 4 16
1980 228 5 25
1985 238 6 36
1990 250 7 49
1995 267 8 64
2000 282 9 81
2005 297 10 100

El modelo para la recta es el siguiente:
La ecuacion de regresion es

Poblacién = 166 + 12.6 x

El modelo cuadratico es el siguiente:
La ecuacion de regresion es

Poblacién = 174 + 9.3 x — 0.326 Xx?
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En la tabla 13.16 se dan los valores ajustados y los residuales del ajuste a los datos mediante la recta.

Tabla 13.16
Afo Poblacion Valor ajustado Residual
1960 181 179.018 1.98182
1965 194 191.636 2.36364
1970 205 204.255 0.74545
1975 216 216.873 —0.87273
1980 228 229.491 —1.49091
1985 238 242.109 —4.10909
1990 250 254.727 —4.72727
1995 267 267.345 —0.34545
2000 282 279.964 2.03636
2005 297 292.582 4.41818

En la tabla 13.17 se dan los valores ajustados y los residuales correspondientes al ajuste parabélico a los datos. La
suma de los cuadrados de los residuales en el caso de la recta es 76.073 y la suma de los cuadrados de los residuales en el
caso de la parabola es 20.042. Parece que, en general, la parabola se ajusta mejor que la recta a estos datos.

Tabla 13.17
Afo Poblacion Valor ajustado Residual
1960 181 182.927 —1.92727
1965 194 192.939 1.06061
1970 205 203.603 1.39697
1975 216 214.918 1.08182
1980 228 226.885 1.11515
1985 238 239.503 —1.50303
1990 250 252.773 —2.77273
1995 267 266.694 0.30606
2000 282 281.267 0.73333
2005 297 296.491 0.50909

Para predecir cual sera la poblacion en el afio 2010, obsérvese que el codigo para 2010 es 11. El valor que se obtie-
ne con el modelo de la recta es poblacion = 166 + 12.6x = 166 + 138.6 = 304.6 millones y con el modelo de la parabola
es poblacion = 174 + 9.03x + 0.326x% = 174 + 99.33 + 39.446 = 312.776.
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PROBLEMAS SUPLEMENTARIOS

LINEAS RECTAS

13.24

13.25

13.26

13.27

13.28

13.29

13.30

13.31

Si 3X + 2Y = 18, encontrar: a) el valor de X para Y = 3, b) el valor de Y para X = 2, ¢) el valor de X para Y = —5, d) el
valor de Y para X = —1, e) la interseccion con el eje X, y f) la interseccion con el eje Y.

En un mismo conjunto de ejes, trazar la grafica de las ecuaciones: a) Y = 3X — 5y b) X + 2Y = 4. ;En qué punto se inter-
secan?

a) Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (3, —2) y (—1, 6).

b) Determinar las intersecciones de la recta del inciso a) con el eje Xy con el eje V.
c) Encontrar el valor de Y que correspondea X =3yaX=>5.

d) Anpartir de la gréfica, verificar sus respuestas a los incisos a), b) y c).

Encontrar la ecuacion de la recta cuya pendiente es % y cuya interseccion con el eje Y es —3.

a) Encontrar la pendiente y la interseccion con el eje Y de la recta cuya ecuacion es 3X — 5Y = 20.
b) ¢Cual es la ecuacion de la recta paralela a la recta del inciso a) y qué pasa por el punto (2,—1)?

Encontrar: a) la pendiente, b) la interseccién con el eje Y y ¢) la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (5, 4) y
(2, 8).

Encontrar la ecuacion de la recta cuyas intersecciones con los ejes X y Y son 3 y —5, respectivamente.

La temperatura de 100 grados Celsius (°C) corresponde a 212 grados Fahrenheit (°F), en tanto que la temperatura de 0°C
corresponde a 32°F. Suponiendo que exista una relacion lineal entre temperaturas Celsius y temperaturas Fahrenheit, encon-
trar: a) la ecuacion que relaciona temperaturas Celsius y temperaturas Fahrenheit, b) la temperatura Fahrenheit que corres-
ponde a 80°C y c) la temperatura Celsius que corresponde 68°F.

LA RECTA DE MINIMOS CUADRADOS

13.32

13.33

13.34

13.35

Ajustar una recta de minimos cuadrados a los datos de la tabla 13.18 usando: a) X como la variable independiente y b) X
como la variable dependiente. Graficar los datos de estas rectas de minimos cuadrados en un mismo eje de coordenadas.

Tabla 13.18

X 3 5 6 8 9 11
2 3 4 6 5 8

Dados los datos del problema 13.32, hallar: a) el valor de Y para X = 12 y b) el valor de X para Y = 7.

a) Empleando el método a mano, obtener una ecuacion de la recta que se ajuste a los datos del problema 13.32.
b) Empleando el resultado del inciso a), resolver el problema 13.33.

En la tabla 13.19 se muestran las calificaciones finales de algebra y de fisica de diez estudiantes, tomados en forma aleato-
ria de un grupo grande.

a) Graficar los datos.
b) Encontrar la recta de minimos cuadrados que se ajusta a los datos, usando X como la variable independiente.
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c) Encontrar la recta de minimos cuadrados que se ajusta a los datos, usando Y como la variable independiente.
d) Silacalificacion de un estudiante en algebra es 75, ;cuél es la calificacion que se espera que obtenga en fisica?
e) Silacalificacion de un estudiante en fisica es 95, ¢cual es la calificacion que se espera que obtenga en algebra?

Tabla 13.19

Algebra(X) | 75 80 93 65 87 71 98 68 84 77
Fisica (Y) 82 78 8 72 91 80 95 72 89 74

13.36 Enlatabla 13.20 se muestra la tasa de nacimiento por cada mil personas desde 1998 hasta 2004.

a) Graficar estos datos.

b)  Hallar la recta de minimos cuadrados que se ajusta a estos datos. Asignar a los afios 1998 a 2004 los nimeros 1 a 7.
c) Calcular los valores de tendencia (valores ajustados) y los residuales.

d) Indicar cudl sera la tasa de nacimiento en 2010, suponiendo que la tendencia actual continta.

Tabla 13.20

Afio 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Tasa de nacimientos por cada 1 000 14.3 14.2 14.4 14.1 13.9 14.1 14.0

Fuente: U.S. Nacional Center for Health Statistics, Vital Statistics of the United Status, annual; Nacional Vital Statistics
Reports y datos inéditos.

13.37 Enlatabla 13.21 se presenta, en miles, la poblacién de Estados Unidos de 85 o0 mas afios, desde 1999 hasta 2005.

a) Graficar estos datos.

b) Encontrar la recta de minimos cuadrados que se ajusta a estos datos. Asignar a los afios 1999 a 2005 los nimeros 1
af’.

c) Calcular los valores de tendencia (valores ajustados) y los residuales.
d) Suponiendo que la tendencia actual continde, indicar cual sera el nimero de personas de 85 afios 0 mas en el 2010.

Tabla 13.21

Afio 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005
850mas | 4154 4240 4418 4547 4716 4867 5096

Fuente: U.S. Bureau of Census.

CURVAS DE MINIMOS CUADRADOS

13.38  Ajustar una parabola de minimos cuadrados, Y = a, + a;X + a,X?2, a los datos de la tabla 13.22.

Tabla 13.22

X 0 1 2 3 4 5 6
24 21 32 56 93 146 219




344 CarituLo 13 AJUSTE DE CURVAS Y METODO DE MINIMOS CUADRADOS

13.39

13.40

13.41

13.42

13.43

13.44

El tiempo requerido para llevar un automdvil al alto total a partir de que se percibe un peligro es el tiempo de reaccion (el
tiempo entre el reconocimiento del peligro y la aplicacion del freno) mas el tiempo de frenado (el tiempo necesario para
que el automovil se detenga después de la aplicacion del freno). En la tabla 13.23 se da la distancia de frenado D (en pies,
ft) de un automévil que va a una velocidad V (en millas por hora, mi/h).

a) Graficar D contra V.
b) Ajustar a estos datos una parabola de minimos cuadrados de la forma D = a, + a;V + a,V2
c) Estimar D paraV =45 mi/hy 80 mi/h.

Tabla 13.23

Velocidad V (mi/h) 20 30 40 50 60 70

Distancia de frenado D (ft) 54 90 138 206 292 396

En la tabla 13.24 se presenta, en millones, la poblacién de hombres y de mujeres en Estados Unidos, desde 1940 hasta 2005.
Se presentan también los nimeros dados como cddigos a los afios y la diferencia de hombres menos mujeres.

a) Graficar los datos y la recta de mejor ajuste por minimos cuadrados.
b)  Graficar los datos y el mejor ajuste cuadratico por minimos cuadrados.
c) Graficar los datos y el mejor ajuste ctibico por minimos cuadrados.

d) Con cada uno de los tres modelos, dar el valor ajustado y los residuales, asi como la suma de los cuadrados de los
residuales.

e) Emplear cada uno de los tres modelos para predecir la poblacién que habra en el afio 2010.

Tabla 13.24
Ao 1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2005
Cadigo 0 1 2 3 4 5 6 6.5
Hombres 66.1 75.2 88.3 98.9 110.1 | 121.2 | 138.1 | 146.0
Mujeres 65.6 76.1 91.0 104.3 | 116.5 | 1275 | 143.4 | 150.4
Diferencia 0.5 -0.9 —2.7 -5.4 —6.4 —6.3 -5.3 —4.4

Fuente: U.S. Bureau of Census.

Resolver el problema 13.40 empleando, en lugar de las diferencias, la proporcién entre mujeres y hombres.

Resolver el problema 13.40 ajustando una parabola de minimos cuadrados a las diferencias.

En la tabla 13.25 se presenta la cuenta bacteriana Y, por unidad de volumen en un cultivo, después de X horas.

Tabla 13.25

Numero de horas (X) 0 1 2 3 4 5 6
Cuenta bacteriana por unidad de volumen (Y) 32 47 65 92 132 190 275

a) Graficar los datos en papel semilogaritmico usando la escala logaritmica para Y y la escala aritmética para X.

b) Ajustar a los datos una curva de minimos cuadrados de la forma Y = ab* y explicar por qué esta ecuacién dara buenos
resultados.

c) Comparar los valores de Y que se obtienen con esta ecuacion con los valores reales.
d) Estimarel valordeY paraX =7.

En el problema 13.43 mostrar como usar una grafica en papel semilogaritmico para obtener la ecuacion buscada sin emplear
el método de minimos cuadrados.



TEORIA DE
LA CORRELACION

CORRELACION Y REGRESION

En el capitulo 13 se considerd el problema de la regresion, o estimacion de una variable (la variable dependiente) a
partir de una 0 mas variables (las variables independientes). En este capitulo se hara referencia a un problema relacio-
nado con el de la correlacion o grado de relacion entre las variables, en el que se busca determinar qué tan bien una
ecuacion lineal, o de otro tipo, describe o explica la relacion entre las variables.

Si todos los valores de las variables satisfacen con exactitud una ecuacion, se dice que las variables estan en per-
fecta correlacion o que hay una correlacion perfecta entre ellas. Asi, las circunferencias C y los radios r de todos los
circulos estan perfectamente correlacionados, ya que C = 2xr. Cuando se lanzan 100 veces dos dados en forma simul-
tanea entre los puntos que aparecen en cada uno de ellos no hay relacién alguna (a menos que estén cargados); es decir,
no estan correlacionados. Sin embargo, variables como el peso y la estatura de una persona muestran cierta correla-
cion.

Cuando intervienen solo dos variables se habla de correlacion simple y de regresion simple. Cuando intervienen
mas de dos variables, se habla de correlacion multiple y de regresién multiple. En este capitulo solo se considerara la
correlacion simple. En el capitulo 15 se consideran la correlacion y la regresion multiples.

CORRELACION LINEAL

Si X'y Y son las dos variables en consideracion, un diagrama de dispersion sirve para mostrar la localizacion de los
puntos (X, Y) en un sistema de coordenadas rectangulares. Si en este diagrama de dispersion todos los puntos parecen
encontrarse cerca de una linea recta, como en las figuras 14-1a) y 14-1b), a la correlacion se le llama lineal. En estos
casos, como se vio en el capitulo 13, una ecuacion lineal es lo apropiado con el proposito de regresion (o estima-
cion).

Si Y tiende a aumentar a medida que X aumenta, como en la figura 14-1a), se dice que la correlacion es una corre-
lacion positiva o directa. Si Y tiende a disminuir a medida que X aumenta, como en la figura 14-1b), se dice que es una
correlacion negativa o inversa.

Si todos los puntos parecen encontrarse en una curva, esta correspondencia se llama no lineal, y segun se vio en el
capitulo 13, lo apropiado para la regresion es una ecuacion no lineal. Es claro que la correlacion no lineal puede ser
algunas veces positiva y otras veces negativa.

Si no parece haber relacién entre las variables, como en la figura 14-1c), se dice que no hay relacion entre ellas (es
decir, estan descorrelacionadas).

345
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Figura 14-1 Ejemplos de correlacion positiva, correlacion negativa y ninguna
correlacion. a) El salario inicial y los afios de estudio se correlacionan en forma positiva;
b) el promedio de las calificaciones escolares y las horas que se pasa viendo la television
se correlacionan negativamente; c) entre la cantidad de horas que se habla por teléfono
y el nimero de letras que tiene el nombre de una persona no hay correlacion.

MEDIDAS DE LA CORRELACION

Mediante observacion directa se puede determinar de manera cualitativa que también una recta o una curva describe
la relacion entre las variables. Por ejemplo, se ve que una linea recta es mucho mas Util para describir la relacion entre
Xy Y en el caso de los datos de la figura 14-1a) que en el caso de los datos de la figura 14-1b), debido a que en la
figura 14-1a) hay menos dispersion con relacién a la recta.

Para ocuparse de manera cuantitativa del problema de la dispersion de los datos muestrales respecto a una linea o
a una curva, es necesario encontrar una medida de la correlacion.

LAS RECTAS DE REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS

Primero se considerara el problema de qué tan bien una linea recta explica la relacion entre dos variables. Para esto,
se necesitaran las ecuaciones de las rectas de regresion por minimos cuadrados obtenidas en el capitulo 13. Como se
ha visto, la recta de regresion por minimos cuadrados de Y sobre X es

Y=ay+aX (1)
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donde a, y a, se obtienen de las ecuaciones normales
Z Y = a()N =+ ay Z X
XY =a Y X+a; 3 X )

que dan

(X V(X)) — (X X)(X XY)
NY X (T X)

L NT XY (Z N Y)

NS X (DX

ag =

3)

De igual manera, la recta de regresion de X sobre Y es
X=by+ b Y 4)
donde b, y b, se obtienen de las ecuaciones normales
X =bN +b Y Y
S XY =b Y X+b Y Y (5)
que dan

ENE ) -2
NY Y?—

(
LN XY - (Z 0 V)
NS ()

(6)

Las ecuaciones (1) y (4) pueden expresarse, respectivamente, como

-G -
dondex=X-Xyy=Y-7Y.

Las ecuaciones de regresion son idénticas si y solo si todos los puntos del diagrama de dispersién se encuentran en
una recta. En tales casos, existe una correlacion lineal perfecta entre Xy Y.

EL ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION

Si Y €s el valor estimado para Y, empleando la ecuacidn (1), para un valor dado de X, una medida de la dispersion
respecto a la recta de regresion de Y sobre X es la cantidad

2
Sy y = Z (Y]:[ Yest) (8)

a la que se le Ilama error estandar de estimacion de Y sobre X.
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Empleando la recta de regresion (4), el error estandar de estimacion andlogo, de X sobre Y, es

_ 2
Sx.y = N%%J 9)

En general, Syy # Sy y-
La ecuacion (8) también puede expresarse en la forma

» XY -ayY-a XY 10)

Sy x N

que puede ser mas apropiada para hacer los calculos (ver problema 14.3). Para la ecuacion (9) existe una expresion
similar.

El error estandar de estimacion tiene propiedades analogas a la desviacion estandar. Por ejemplo, si se trazan rectas
paralelas a la recta de regresion de Y sobre X a las distancias verticales sy y, 2Syx Y 3Syx, Se hallar, si N es suficiente-
mente grande, que entre estas rectas se encuentra 68%, 95% y 99.7% de los puntos muestrales, respectivamente.

Asi como la desviacion estdndar modificada, que es

§= s

N—1

se emplea para muestras pequefias, también el error estandar de estimacién modificado esta dado por

. N
Sy.x = msxx

A esto se debe que algunos especialistas en estadistica prefieran definir las ecuaciones (8) y (9) empleando N — 2 en
el denominador en lugar de N.

VARIACION EXPLICADAY NO EXPLICADA

La variacion total de Y se define como 3™ (Y — ¥)? es decir, la suma de los cuadrados de las desviaciones de Y res-
pecto a la media Y. Como se muestra en el problema 14.7, esta expresion se puede expresar como

Z(Y_Y)ZZZ(Y_Yesl)2+Z(Yest_Y)2 (11)

En la ecuacion (11), al primer término del lado derecho se le llama variacion no explicada, en tanto que al segun-
do término se le Ilama variacion explicada; se les llama asi debido a que las desviaciones Y., — Y tienen un patron
definido; en cambio, las desviaciones Y — Y, son aleatorias o impredecibles. Para la variable X existe una formula
similar.

COEFICIENTE DE CORRELACION

Al cociente de la variacion explicada entre la variacion total se le [lama coeficiente de determinacion. Si hay cero
variacion explicada (es decir, si la variacion total es solo variacion no explicada), este cociente es 0. Si hay 0 variacion
no explicada (es decir, si la variacion total es solo variacion explicada), este cociente es 1. En los demas casos, este
cociente se encuentra entre 0 y 1; como siempre es no negativo, se denota r?. A la cantidad r se le llama coeficiente de
correlacion; esta dado por

L i\/ variacin explicada /3 (Yeu — Y)?

— = (12)
variacion total Y (Y—-Y)



OBSERVACIONES ACERCA DEL COEFICIENTE DE CORRELACION 349

y variaentre —1y +1. Los signos + y — se usan para correlacion lineal positiva y correlacion lineal negativa, respec-
tivamente. Obsérvese que r es una cantidad adimensional; es decir, no depende de las unidades que se empleen.
Utilizando las ecuaciones (8) y (11) y el hecho de que la desviacion estandar de Y es

(13)

Obien Syx =Sy 1 —Vz (14)

Si se intercambian X y Y se obtienen ecuaciones similares.
En el caso de la correlacion lineal, la cantidad r es la misma, ya sea que se considere a X 0 a Y como la variable
independiente. Por lo tanto r es una muy buena medida de la correlacion lineal entre dos variables.

OBSERVACIONES ACERCA DEL COEFICIENTE DE CORRELACION

Las definiciones del coeficiente de correlacion dadas en las ecuaciones (12) y (14) son muy generales y pueden emplear-
se tanto para relaciones no lineales como para relaciones lineales; la Unica diferencia es que Y, se calcula a partir de
una ecuacion de regresion no lineal y no a partir de una ecuacion de regresion lineal, y que los signos + y — se omiten.
En estos casos la ecuacion (8), que define el error estandar de estimacion, es perfectamente general. Sin embargo, la
ecuacion (10) que se emplea Unicamente para regresion lineal, debe ser modificada. Si, por ejemplo, la ecuacion de
estimacion es

Y:(10+611X+(12X2+"'+(1n_1Xn_1 (15)
la ecuacion (10) se reemplaza por
XYV -ayY-—a Yy XY - —a, XY
Syx = N (16)

En este caso, el error estandar de estimacion modificado (antes visto en este capitulo) es

. N
Sy x = Sy x
N —n

en donde a la cantidad N — n se le conoce como nimero de grados de libertad.

Hay que subrayar que en todos los casos, el valor calculado para r mide el grado de relacidn respecto al tipo de
ecuacion que se emplee. Asi, si se utiliza una ecuacidn lineal y con la ecuacion (12) o (14) dan un valor de r cercano
a cero, esto significa que entre las variables casi no hay correlacion lineal. Pero esto no significa que no haya correla-
cién alguna, pues entre estas variables puede haber una fuerte correlacion no lineal. En otras palabras, el coeficiente
de correlacién mide la bondad de ajuste entre: 1) la ecuacion empleada y 2) los datos. A menos que se especifique otra
cosa, el término coeficiente de correlacion se emplea con el significado de coeficiente de correlacién lineal.

Hay que hacer notar también que un coeficiente de correlacion elevado (es decir, cercano a 1 0 a —1) no necesa-
riamente indica que haya dependencia directa entre las variables. Asi, por ejemplo, puede haber correlacién elevada
entre la cantidad de libros publicados anualmente y cantidades nimero de tormentas eléctricas por afio. A los ejemplos
de este tipo o se le conoce como correlaciones sin sentido o espurias.



350 CarituLo 14 TEORIA DE LA CORRELACION

FORMULA PRODUCTO-MOMENTO PARA EL COEFICIENTE
DE CORRELACION LINEAL

Si se supone que entre dos variables existe una relacion lineal, la ecuacion (12) se convierte en
X
AN DF. S (17)
2 X))

donde x = X — Xyy =Y — Y (ver el problema 14.10). Esta formula, que automaticamente da el signo adecuado de
r se conoce como férmula del producto-momento y permite ver claramente la simetria entre Xy Y.
Si se escribe
> Xy > >

Syy = T Sy = N Sy = N (18)

entonces sy Y Sy Se reconoceran como las desviaciones estandar de X y de Y, respectivamente, y s% Y 57 son las varian-
zas. La nueva cantidad syy es la covarianza de X y Y. En términos de la formula (18), la formula (17) puede expresar-
se como

ML ¢ 4 (19)
SxSy

Obsérvese que r no s6lo es independiente de las unidades de X y de Y, sino también de la eleccion del origen.

FORMULAS SIMPLIFICADAS PARA EL CALCULO

La formula (17) puede expresarse de la siguiente manera equivalente
L NY XY - (SN V) 20)
Vit X X = (S XN Y ¥ — (T ¥

con frecuencia empleada para el calculo de r.

Para datos agrupados como los de una tabla de frecuencias bivariadas o distribucion de frecuencias bivariadas
(ver problema 14.17), conviene emplear un método de compilacion como los de capitulos anteriores. En ese caso, la
férmula (20) puede expresarse

;= N Zf“x”y - (fou)()(ZquY) (21)

VIV S fradd — (S e PIN S fvidy — (5 frur)’]
(ver problema 14.18). Cuando se emplea esta formula, para facilitar los calculos se emplea una tabla de correlacion

(ver problema 14.19).
En el caso de datos agrupados, las férmulas (18) se pueden expresar como

Syy = CxCy [Z f]L\‘]XuY - (Z {\)}(”X) (Z {\)}’”Y):| (22)
2

Sy :Cx\/zj(vkui/— (Zf]\)/,(uX) (23)
2

N \/z oy (L) -

donde cy y ¢y son las amplitudes de los intervalos de clase (que se suponen constantes) correspondientes a las variables
Xy'Y, respectivamente. Obsérvese que las formulas (23) y (24) son equivalentes a la formula (11) del capitulo 4.
Empleando las formulas (22) y (24), la formula (19) parece ser equivalente a la formula (21).
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RECTAS DE REGRESION Y EL COEFICIENTE DE CORRELACION LINEAL

La ecuacion de la recta de regresion por minimos cuadrados Y = a, + a,X, la recta de regresion de Y sobre X, puede
expresarse como
= S = .
Y-7="Y(x-X) obien y=12y (25)

Sy Sx
De igual manera, la recta de regresion de X sobre Y, X = b, + b, Y, puede expresarse como

x-x="X(y_¥) obien x=01X, (26)
Sy Sy
Las pendientes de las rectas de regresion (25) y (26) son iguales si y sélo si r = £1. En esos casos las dos rectas
son idénticas y existe una perfecta correlacion entre Xy Y. Si r = 0, las rectas forman angulos rectos y no hay corre-
lacion lineal entre X y Y. Por lo tanto, el coeficiente de correlacion lineal mide qué tanto se apartan las dos rectas de
regresion.
Obsérvese que si las ecuaciones (25) y (26) se expresan como Y = a, + a;X Yy X = by + b,Y, respectivamente,
entonces a;b, = r? (ver problema 14.22).

CORRELACION DE SERIES DE TIEMPO

Si las variables Xy Y dependen del tiempo, es posible que entre X y Y exista una relacion, aunque esta relacién no sea,
necesariamente, de dependencia directa y produzca una “correlacion sin sentido”. El coeficiente de correlacién se
obtiene considerando los pares de valores (X, Y) correspondientes a los distintos tiempos y procediendo como de cos-
tumbre, haciendo uso de las formulas anteriores (ver problema 14.28).

También se puede tratar de correlacionar los valores de una variable X en cierto tiempo con los correspondientes
valores de X en un tiempo anterior. A esta correlacion se le [lama autocorrelacion.

CORRELACION DE ATRIBUTOS

Los métodos descritos en este capitulo no permiten considerar la correlacion entre variables, por naturaleza, no numé-
ricas; por ejemplo, atributos de individuos (como color de pelo, color de ojos, etc.). La correlacion de atributos se
analiza en el capitulo 12.

TEORIA MUESTRAL DE LA CORRELACION

Los N pares de valores (X, Y) de dos variables pueden considerarse como muestras de una poblacion que consta de
todos estos pares. Como hay dos variables, a esta poblacion se le llama poblacion bivariada, la que se supondra tiene
una distribucion normal bivariada.

Se puede pensar que existe un coeficiente de correlacion poblacional teérico, denotado p, que se estima por el
coeficiente de correlacién muestral r. Las pruebas de significancia o de hipotesis relacionadas con los diferentes valo-
res de p requieren del conocimiento de la distribucion muestral de r. Para p = 0 esta distribucion es simétrica y se usa
un estadistico que implica la distribucién de Student. Para p # 0 esta distribucion es sesgada; en ese caso, una trans-
formacion desarrollada por Fischer da un estadistico que esta distribuido en forma aproximadamente normal. Las
pruebas siguientes resumen los procedimientos empleados:

1. Prueba de hipotesis p = 0. Aqui se emplea el hecho de que el estadistico

N2
VA

tiene una distribucion de Student con v = N — 2 grados de libertad (ver problemas 14.31 y 14.32).

(27)
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2. Prueba de hipotesis p = p, # 0. Aqui se emplea el hecho de que el estadistico

7 =1log, GH) — 1.1513 logy, (1”) 28)
— _
donde e = 2.71828.. ., esta distribuido de manera casi normal, con media y desviacién estandar dadas por
1 + Po 1 + Lo 1
=1lo e( ) = 1.151310 ( o7 = 29
Hz =3 108, 1= po g10 1= po z N3 (29)

Las ecuaciones (28) y (29) también pueden usarse para hallar los limites de confianza para los coeficientes de
correlacion (ver problemas 14.33 y 14.34). La ecuacion (28) se llama transformacion Z de Fischer.

3. Significancia de una diferencia entre coeficientes de correlacién. Para determinar si dos coeficientes de corre-
lacion ry y r,, obtenidos de muestras de tamafios N, y N,, respectivamente, difieren de manera notable uno de otro,
empleando la ecuacidn (28) se calculan los valores Z; y Z, correspondientes a r; y r,. Después se usa el hecho de
que el estadistico de prueba

_ Zy—2Zy— iz, 7,

02,-2,

(30)

z

donde Mz —z, = Mz, — Mz,

3 > 1 1
y O-ZI*ZZZ\/UZI—FUZZ: N1_3+N2_3

esta distribuido en forma normal (ver problema 14.35).

TEORIA MUESTRAL DE LA REGRESION

La ecuacion de regresion Y = a, + a,X se obtiene basandose en datos muestrales. Se desea conocer la correspondien-
te ecuacion de regresion para la poblacion de la que se obtuvo la muestra. A continuacion se presentan tres pruebas
relacionadas con esta poblacion:

1. Prueba de hipdtesis a;, = A,. Para probar la hip6tesis de que el coeficiente de regresion a, es igual a algun valor
dado A, se emplea el hecho de que el estadistico

a — A
PR 1

B Syx/Sx

N -2 (31)

tiene una distribucién de Student con N — 2 grados de libertad. Esto también se puede emplear para hallar interva-
los de confianza para los coeficientes de regresion poblacional a partir de valores muestrales (ver los problemas
14.36 y 14.37).

2. Prueba de la hipdtesis para valores pronosticados. Sea Y, el valor pronosticado para Y, correspondiente a X =
Xo, mediante la ecuacion de regresion muestral (es decir, Y, = a, + a;X,). Sea Yp el valor pronosticado para Y que
corresponde a X = X, en la poblacion. Entonces, el estadistico

Y- Y Yo— Y

t= 2 VN-2= 2 (32)
sV 1+ (X — X5 Sry/1+ 1N + (Xo - X)2/(Ns3)

tiene una distribucién de Student con N — 2 grados de libertad. A partir de esta formula se pueden hallar limites de
confianza para valores poblacionales pronosticados (ver el problema 14.38).
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3. Prueba de hipétesis para valores pronosticados para la media. Sea Y el valor pronosticado para Y, correspon-
diente a X = X,, empleando la ecuacion de regresion muestral (es decir, Yy, = a, + a;,X,). Sea Y, el valor medio
pronosticado de Y que corresponde a X = X, en la poblacion. Entonces el estadistico

. Yo— 7, e Yo— 7,
SY.X\/l + (X *X/)Z/S%(

_ (33)
Sray/ 1N + (X0 — 0)*/(Ns})

tiene una distribucién de Student con N — 2 grados de libertad. A partir de esta formula se pueden hallar limites de
confianza para valores pronosticados para la media poblacional (ver el problema 14.39).

PROBLEMAS RESUELTOS
DIAGRAMAS DE DISPERSION Y RECTAS DE REGRESION

14.1 Enlatabla14.1 Xy Y son las estaturas de 12 padres y de sus hijos mayores.

a) Con estos datos, construir un diagrama de dispersion.

b) Resolviendo las ecuaciones normales, encontrar la linea de regresién de minimos cuadrados correspon-
diente a la estatura del padre sobre la estatura del hijo. También encontrar esta linea empleando SPSS.

c) Resolviendo las ecuaciones normales, encontrar la linea de regresion de minimos cuadrados correspondien-
te a la estatura del hijo sobre la estatura del padre. Encontrar también esta linea empleando STATISTIX.

Tabla 14.1
Estatura X del padre (in) 65 63 67 64 68 62 70 66 68 67 69 71
Estatura Y del hijo (in) 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 70

SOLUCION

a) Eldiagrama de dispersion se obtiene graficando los puntos (X, Y) en un sistema de coordenadas rectangulares, como
el que se muestra en la figura 14-2.

71 1 °
70 1 °
2
=69 1 L]
3
< 68 1 ° ° ° °
E
8
Bz 67 1 °
661 ® °
65 1 ° °
62 63 64 65 66 67 68 69 70 71
Estatura del padre

Figura 14-2 Diagrama de dispersion de los datos de la tabla 14.1.

b) Larecta de regresion de Y sobre X es Y = a, + a,X, donde a, Yy a; se obtienen resolviendo las ecuaciones normales.
Z Y = aoN-‘r ap Z X
S XY =ay S X +a Y X°
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En la tabla 14.2 se presentan las sumas a partir de las cuales las ecuaciones normales son

1230 + 80031 = 811
800a, + 53 4183, = 54 107

de donde se encuentra que a, = 35.82 y a; = 0.476, con lo que Y = 35.82 + 0.476X.
A continuacion se presenta parte del resultado que se obtiene con la secuencia Analyze — Regresion — Linear de

SPSS.
Coeficientes?
Coeficientes sin Coeficientes
estandarizar estandarizados
Modelo B Error estandar Beta t Sig
1 (Constante) 35.825 10.178 3.520 .006
Estpadre 476 .153 .703 3.123 .011

@Variable dependiente: Esthijo.

Delante de la palabra (Constante) se encuentra el valor de a, y delante de la palabra Estpadre se encuentra el

valor de a;.
Tabla 14.2

X Y X2 XY Y?

65 68 4225 4 420 4624
63 66 3969 4158 4 356
67 68 4 489 4 556 4624
64 65 4 096 4160 4225
68 69 4624 4692 4761
62 66 3844 4092 4 356
70 68 4900 4760 4624
66 65 4 356 4290 4225
68 71 4 624 4828 5041
67 67 4489 4 489 4 489
69 68 4761 4692 4624
71 70 5041 4970 4900

57 X=800 S y=8l1 ZX2:53418 ST XY =54107 ZY2:54849

c) Larectade regresion de X sobre Y es X = by + b,Y, donde b,y b, se obtienen resolviendo las ecuaciones normales

D¢ +h XY
S XY =by S Y +b YV

= boN

Empleando las sumas de la tabla 14.2 estas ecuaciones son:

12b,+ 811b, = 800
811by + 54 849b, = 54 107
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de las cuales se encuentra que by = —3.38 'y b; = 1.036, por lo que X = —3.38 4 1.036Y

A continuacion se presenta parte del resultado que se obtiene con la secuencia Statistics — Linear models —
Linear regresion de STATISTIX:

Statistix 8.0
Unweighted Least Squares Linear Regression of Htfather

Predictor

Variable Coefficient Std Error T [
Constant -3.37687 22.4377 -0.15 0.8834
Htson 1.03640 0.33188 3.12 0.0108

Delante de la palabra constant se encuentra el valor b, = —3.37687 y delante de la palabra Esthi jo se encuen-
tra el valor b, = 1.0364.

14.2  Resolver el problema 14.1 usando MINITAB. Construir tablas en las que se den los valores ajustados, Y, Y
los residuales. Encontrar la suma de los cuadrados de los residuales correspondientes a estas dos rectas de
regresion.

SOLUCION
Primero se hallara la linea de regresién por minimos cuadrados de Y sobre X. A continuacion se muestran parte de los

resultados que da MINITAB. En la tabla 14.3 se dan los valores ajustados, los residuales y los cuadrados de los residuales
correspondientes a la linea de regresion de Y sobre X.

Tabla 14.3
Valor ajustado Residual Cuadrado del
X Y Yest Y — Yeu residual
65 68 66.79 1.21 1.47
63 66 65.84 0.16 0.03
67 68 67.74 0.26 0.07
64 65 66.31 -1.31 1.72
68 69 68.22 0.78 0.61
62 66 65.36 0.64 0.41
70 68 69.17 -1.17 1.37
66 65 67.27 -2.27 5.13
68 71 68.22 2.78 7.74
67 67 67.74 -0.74 0.55
69 68 68.69 -0.69 0.48
71 70 69.65 0.35 0.12
Suma =0 Suma = 19.70

MTB > Regress “Y” on 1 predictor “X~
Analisis de regresién

La ecuacion de regresion es Y = 35.8 + 0.476 X

El resultado que da MINITAB al hallar la linea de regresion por minimos cuadrados de X sobre Y es el siguiente:

MTB > Regress “X” on 1 predictor “Y~
Analisis de regresién
La ecuacion de regresion es X = -3.4 + 1.04 Y

En la tabla 14.4 se dan los valores ajustados, los residuales y los cuadrados de los residuales correspondientes a la
linea de regresion de X sobre V.
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Tabla 14.4
Valor ajustado Residual Cuadrado del
X Y Xest X — Xegt residual
65 68 67.10 —2.10 4.40
63 66 65.03 —2.03 4.10
67 68 67.10 —0.10 0.01
64 65 63.99 0.01 0.00
68 69 68.13 —0.13 0.02
62 66 65.03 —3.03 9.15
70 68 67.10 2.90 8.42
66 65 63.99 2.01 4.04
68 71 70.21 -221 4.87
67 67 66.06 0.94 0.88
69 68 67.10 1.90 3.62
71 70 69.17 1.83 3.34
Suma =0 Suma = 42.85

Comparando la suma de cuadrados de los residuales se ve que el ajuste de la recta de regresion de minimos cuadra-
dos de Y sobre X es mucho mejor que el ajuste de la recta de regresién de minimos cuadrados de X sobre Y. Recuérdese que
cuanto menor sea la suma de los cuadrados de los residuales, el modelo de regresion se ajusta mejor a los datos. La estatu-
ra del padre es mejor predictor de la estatura del hijo que la estatura del hijo de la estatura del padre.

ERROR ESTANDAR DE ESTIMACION

14.3  Si la linea de regresion de Y sobre X esta dada por Y = a, + a;X, probar que el error estandar de estimacion
Sy x esta dado por

XY -ayY-ay XY

5'2
Y.X N

SOLUCION
Los valores estimados para Y, de acuerdo con la linea de regresion, estan dados por Y,y = a, + a;X. Por lo tanto,

2 Z(Y_cht)2:Z(Y_a0_a1X)2

Sy x =
N N
XYY —ay—aX)—ag 3 (Y —ay—aX) —a 35 X(¥ —ag—a,X)
N
Pero Z(Y—ao—alX):Z Y—aoN—alzXZO
y SX(Y —ag—a X) =S XY —ay S X —a; 3. X* =0

ya que de acuerdo con las ecuaciones normales
E Y = aoN + a E X

S XY =ay X X +a; Y X°

Y(Y —ay—a) X Y2oay S Y —a 3 XY
Por lo tanto, szy_X:Z ( NO X)X OZN D

Este resultado puede extenderse a ecuaciones de regresion no lineales.
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144 Six=X-Xyy=7Y — Y, mostrar que la ecuacion del problema 14.3 puede expresarse

DY e DR
;S‘Y_X—#

SOLUCION

De acuerdo con el problema 14.3,si X = x + X yY = y + Y, se tiene
Nsyx =S YV -aLY-a S XY =0+ -aL0+¥)-a X (x+X)(y+7Y)
=SSP+ 2V + V) —ay (N v+ NY) —ay S (xy+ Xy +x¥ + X7)
=S V42V Sy 4+ NY? —goNY —ay S xy—ay X Sy —ay Y 5. x —ayNXY
=S VP4 NY*—ayNY —a; 5. xy—a;NXY
=YV —a L xy+ NY(Y —ay— a, X)
=YV -a X xy

donde se han empleado los resultados >~ x =0, > y =0y Y = q, + 4, X (que se obtienen al dividir entre N ambos lados
de laecuacion normal >~ Y = aqyN + a; > X por N).

14.5 Dados los datos del problema 14.1, calcular el error estandar de estimacion sy x empleando: a) la definicion y
b) la ecuacion obtenida en el problema 14.4.

SOLUCION

a) De acuerdo con el problema 14.1b), la recta de regresion de Y sobre X es Y = 35.82 + 0.476X. En la tabla 14.5 se dan
los valores reales de Y (tomados de la tabla 14.1) y los valores estimados de Y, que se denotan Y., obtenidos emplean-
do la recta de regresion; por ejemplo, para X = 65 se tiene Y, = 35.82 + 0.476(65) = 66.76. También se dan los
valores Y — Y., que se necesitan para calcular sy y:

s YY) (1A 40197+ £ (038 |

Srx = N 2

Y sy y = V1.1642 = 1.28 in.
b) De acuerdo con los problemas 14.1, 14.2 y 14.4
5 Sy —a Y xy 38.92 —0.476(40.34)
Syx = N = 2

y sy y = V1.643 = 1.28 in.

=1.643

Tabla 14.5
X 65 63 67 64 68 62 70 66 68 67 69 71
Y 68 66 68 65 69 66 68 65 71 67 68 70
Yest 66.76 | 65.81 | 67.71 | 66.28 | 68.19 | 65.33 | 69.14 | 67.24 | 68.19 | 67.71 | 68.66 | 69.62
Y — Yeq 124 | 019 | 029 |—-128| 081 | 0.67 |—-1.14|—-2.24| 281 |—-0.71]—-0.66| 0.38

14.6 a) Construir dos rectas que sean paralelas a la recta de regresion del problema 14.1 y que se encuentren a una
distancia vertical sy y de ella.
b) Determinar el porcentaje de los datos que caen entre estas dos lineas.
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SOLUCION

71

70

69

68

>
67
667 @ Variable
e Y

65 - m——regresion
inferior
superior

64 -

62 63 64 65 66 67 68 69 70 71
X

Figura 14-3 De los datos, el 66%6 se encuentra a una distancia no mayor a Sy y de la linea de regresion.

a) Larecta de regresion Y = 35.82 + 0.476X, obtenida en el problema 14.1, es la recta que aparece marcada con los
rombos. Es la recta de enmedio de las tres rectas que aparecen en la figura 14-3; hay otras dos rectas que se encuentran
cada una a una distancia Sy y = 1.28 de la recta de regresion. A estas rectas se les llama rectas inferior y superior.

b) Enlafigura 14-3, los datos aparecen como circulos en negro. Ocho de los 12 datos, es decir el 66.7%, se encuentran en-
tre las rectas inferior y superior. Dos datos se encuentran fuera de estas rectas y otros dos se hallan sobre estas rectas.

VARIACION EXPLICADAY VARIACION NO EXPLICADA

14.7

14.8

Probar que - (Y = ¥)> = 3 (Y = Ye)* + 32 (Yeu — Y)°.
SOLUCION

Elevando al cuadrado ambos lados de Y — Y = (Y — Y) + (Yes — Y) y sumando después, se tiene

Z(Yﬁ Y)2:Z(Y7 Yesl)erZ(Yest* Y)2+2 Z(Yﬁ Yest)(Yestf Y)

La ecuacion buscada se obtiene inmediatamente si se demuestra que la Gltima suma es cero; en el caso de la regresion lineal,
esto es asi debido a que

(Y =Y ) (Yo = ¥Y) =2 (Y —ag —ay X)(ag + @, X — Y)
=ay (Y —ay—ayX)+a, S X(Y —ay—a;X) =Y S (Y —ay —a; X) =0
y por las ecuaciones normales, >~ (Y —ay —a; X) =0y > X(Y —ay — a1 X) = 0.

De igual manera, empleando la curva de minimos cuadrados dada por Y., = ay + ¢, X + ey X + - -+ + a, X", puede
mostrarse que este resultado también es valido para la regresion no lineal.

Dados los datos del problema 14.1, calcular: a) la variacion total, b) la variacion no explicada y c) la variacion
explicada.

SOLUCION

La recta de regresion por minimos cuadrados es Y.y = 35.8 + 0.476X. En la tabla 14.6 se ve que la variacion total
=3 (Y — Y)* =138.917, la variacion no explicada = 3" (Y — Y.)* = 19.703y la variacion explicada = 3 (Y — ¥)?
=19.214.
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Tabla 14.6
Y Yest (Y - Y)Z (Y B Yest)2 (Yest B Y)Z
68 66.7894 0.1739 1.46562 0.62985
66 65.8366 2.5059 0.02669 3.04986
68 67.7421 0.1739 0.06650 0.02532
65 66.3130 6.6719 1.72395 1.61292
69 68.2185 2.0079 0.61074 0.40387
66 65.3602 2.5059 0.40930 4.94068
68 69.1713 0.1739 1.37185 2.52257
65 67.2657 6.6719 5.13361 0.10065
71 68.2185 11.6759 7.73672 0.40387
67 67.7421 0.3399 0.55075 0.02532
68 68.6949 0.1739 0.48286 1.23628
70 69.6476 5.8419 0.12416 4.26273
Y = 67.5833 Suma = 38.917 Suma = 19.703 Suma = 19.214

Los siguientes resultados de MINITAB dan las mismas sumas de cuadrados. Estas sumas aparecen en negritas.
Obsérvese la enorme cantidad de calculos que este software le ahorra al usuario.

MTB > Regress “Y” 1 “X7;
SUBC> Constant;
SUBC> Brief 1.

Andlisis de regresion

The regression equation is
Y = 35.8 + 0.476 X

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 19.214 19.214 9.75 0.011
Residual Error 10 19.703 1.970

Total 11 38.917

COEFICIENTE DE CORRELACION