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Introduccion

Una meta a largo plazo en las graficas computacionales es aumentar el realismo y la credibilidad en
animaciones y peliculas generadas en computadora. Entre los trabajos originales destacan los de Armstrong
et al. (1985), Terzopoulos et al. (1987), Moore et al. (1988), Hahn (1988), Barzel et al. (1988), Platt et al.
(1988), Baraff (1989) y Barsky et al. (1991). La creencia general es que al mejorar y modernizar la creacién
de imdgenes, la falta de realismo fisico y credibilidad serd mds obvia y en consecuencia mds molesta para
el observador comun. El argumento principal para lograr la meta de més realismo ha sido usar la fisica
para modelar el comportamiento y el movimiento de los modelos en computadora. Hoy esos esfuerzos han
culminado en lo que se suele llamar animacion o modelado basado en la fisica.

La animacién basada en fisica es un campo altamente interdisciplinario que se basa en teorias de la ingenieria
(Zienkiewicz et al., 2000; Stewart et al., 1996; Pfeiffer et al., 1996b; Enright et al., 2002), de la fisica (Baraff,
2001) y de las matemiticas. Algunos de los modelos de simulacién mds notables se basan en la robdtica (Craig,
1986; Featherstone, 1998) y en la mecénica de los sélidos (House et al., 2000; Teran et al., 2003). Hasta donde
sabemos, el campo de la animacién basado en la fisica fue bautizado en un curso de la Association for Computing
Machinery’s Special Interest Group on Computer Graphics (ACM SIGGRAPH) en 1987, en la conferencia “Temas de
modelado basado en la fisica” organizado por Alan H. Barr. En afios recientes, el énfasis hacia la animacién basada
en fisica sobre algoritmos computacionalmente eficientes ha sembrado un campo nuevo: la simulacion plausible
(Barzel et al., 1996).

En una segmentacion en la produccién de una pelicula, en general se cree que el uso de la fisica inhibe la
creatividad y la estética de un animador. La razén es bastante obvia: es dificil confiar en un modelo fisico y
al mismo tiempo usar todos los aspectos de los principios de animacion (Lassiter, 1987; Frank et al., 1995).
Si bien algunos principios se concentran en la implementacién de la realidad fisica, como aplastar y estirar,
tiempos y movimientos y desacelerar y acelerar, la mayor parte se refieren a exagerar el movimiento para
entretener a la audiencia y mantener su atencion. Por lo anterior, los animadores prefieren movimientos
surrealistas en lugar del entretenimiento, y no se tientan el corazén para dotar a sus personajes de poderes
sobrenaturales. Es asi que siguen un método apoltronado de s6lo representar lo que sea visible, siempre que
el movimiento y la escena muestren una historia interesante.

En este libro no se exponen los principios de la animacioén, y tampoco se intenta calificar o cuantificar la
credibilidad o plausibilidad de los métodos y algoritmos presentados. No le conciernen el proceso de dibujar
o los sistemas de animacién. En su lugar, estd dedicado ante todo a presentar al lector un fundamento firme y
s6lido para comprender cémo se deducen los modelos matematicos a partir de principios fisicos y matematicos;
en segundo lugar, estd destinado a estudiar la forma en que se resuelven los modelos matematicos en forma
eficiente, firme y estable en una computadora. Como tal, esta obra presenta al lector los campos de la fisica,
matemadticas y andlisis numérico; sin embargo, no sustituye a los libros de texto en esos campos.
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Métodos
matematicos

Leyes fisicas matematico

Modelo
numeérico

Forma
geométrica

Programa

Prediccion Visualizacion

Figura 1.1 Perspectiva esquemdtica de la animacion y simulacién basada en la fisica. Las flechas blancas son tipicas
de las disciplinas de ingenieria, mientras que las flechas negras son pasos adicionales usuales que se toman en graficas
computacionales.

Adquisicion
de datos

1.1 Modelo de graficas computacionales

Una perspectiva de la animacion basada en la fisica consiste en muchas leyes tedricas y métodos de fisica y
matematicas, con algo de geometria adicionada, y todo esto se mezcla para obtener un modelo matematico
del mundo real que, una vez obtenido, se puede transformar en un modelo numérico que a su vez se programa
en una computadora. Entonces el programa puede hacer predicciones sobre el mundo real que se usan
para estimar donde cabe esperar que se muevan los objetos (cinematica y dindmica directas), o bien para
calcular la forma en que deben manejarse para obtener cierto movimiento deseado (cinemadtica y dindmica de
retroceso). Esta concepcion del mundo se esquematiza en la figura 1.1 con las flechas en blanco, y es tipica
de las disciplinas de ingenieria. En este campo, una meta frecuente es hacer predicciones muy precisas sobre
el mundo real a largo plazo, es decir, asegurar la estabilidad de un puente o pronosticar la eficiencia de un
sistema de calentamiento.

Usando como ejemplo un simulador quirdrgico, describiremos los pasos tipicos indicados en la figura
1.1: el punto inicial es casi siempre una especie de paso de adquisicion y modelado de datos, en el que se
escanea a un paciente, y la imagen tridimensional que resulta se segmenta en objetos anatémicos importantes,
que se representan como formas geométricas. Esos objetos se amplifican entonces con leyes fisicas relevantes,
con frecuencia en forma de un sistema de energia. Para hacer una simulacidn fisica, el sistema de energia se
analiza con métodos o herramientas matemdticas como calculo de variaciones, y el sistema se convierte en
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales. Reiteradamente, el modelo matemdtico es un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales junto con una descripcion detallada de la geometria que funciona como



FiSICA PARA VIDEOJUEGOS 3

condiciones en la frontera. Para implementar el modelo matematico en una computadora, a menudo se discretizan
las ecuaciones, es decir, aplicando el método adecuado de diferencias finitas, que a su vez se programa en C++
o en algun otro lenguaje similar de programacion. Por tltimo, el simulador puede correr y usarse para hacer
predicciones sobre el futuro, es decir, sobre qué pasara si ciertas estructuras se cambian o eliminan.

No obstante, aun con los impresionantes logros en las disciplinas fisicas, matematicas y de ingenieria,
con frecuencia sucede que ni el modelo matematico ni las técnicas numéricas son adecuados para la
animacién en computadora. Esta favorece el gran detalle visual, el alto rendimiento y el poco consumo de
memoria. En contraste, los métodos de ingenieria con frecuencia no se interesan en los detalles visuales
momentaneos, ya que su objetivo principal muchas veces es predecir el comportamiento a largo plazo
y/o la gran precisiéon. En consecuencia, a menudo el tiempo de computo y el consumo de memoria
son altos, ya que si la tarea es predecir si un puente durard 100 afios, entonces se justifica hacer que
decenas o cientos de computadoras resuelvan el problema en varios dias o semanas. Sin embargo, en la
animacion por computadora mas bien podriamos visualizar la caida de un puente, con atractivo visual,
en una computadora laptop en tiempo real. Debido a esas diferencias entre las graficas de ingenieria
y en computadora, los cientificos informdticos modifican los modelos matemadticos para favorecer los
detalles visuales y escogen técnicas numéricas que propicien la rapidez, fortaleza y estabilidad, més que
la exactitud y la convergencia. Estas alternativas pueden llamarse modelo de grdficas computacionales.
Resumiendo, los objetivos de la animacidn basada en fisica consisten en modelar el mundo real, pero a
diferencia de las disciplinas de ingenieria, los métodos de gréficas en computadora favorecen el atractivo
visual y los pocos recursos computacionales.

1.2 Taxonomia de los métodos de animacion basada en la fisica

Al maximo nivel, el campo de la animacién y la simulacién basada en la fisica se pueden subdividir en primer
lugar en dos grandes grupos:

Cinematica. Estudio del movimiento sin tener en cuenta masas o fuerzas.
Dinamica. Estudio del movimiento teniendo en cuenta masas y fuerzas.

El asunto no termina alli, porque la cinematica y la dindmica tienen dos subgrupos:
Reversa (o inversa). Estudio del movimiento conociendo los puntos inicial y final.
Directo (o0 avance). Estudio del movimiento dado sélo en el punto de partida.

En el primer subgrupo, el caso tipico es cuando se conoce adénde ir, pero se necesita saber como hacerlo.
Por ejemplo, uno podria conocer la posicion final de un marco de herramientas de un manipulador robético
sin saber qué fuerzas y pares aplicar a los actuadores para llegar al destino final. En otras palabras, la
cinemdtica y la dindmica inversas calculan el movimiento “en reversa”. La cinemdtica y dindmica directas
hacen exactamente lo contrario. Para el mismo ejemplo, lo que se conoce es la posicidn inicial del marco de
herramientas, asi como las fuerzas y pares que desarrollan los actuadores. Entonces, la meta es predecir el
destino final. En la figura 1.2 se muestra la diferencia entre cineméatica/dinamica de avance y reversa.

Hay numerosas técnicas y métodos en la animacidn y simulacién basadas en fisica, y es probable que
el lector ya haya oido hablar de ellos. En la tabla 1.1 hemos tratado de clasificar algunas de las técnicas y
métodos mas populares, de acuerdo con los cuatro subgrupos presentados arriba.
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Directo -

-—-Tie;n;;

Figura 1.2 Ejemplo que muestra la diferencia entre cinematica/dinamica directa y en reversa. En el caso del movimiento
inverso, se dan las posiciones inicial y final del sujetador robético, mientras que en el caso del movimiento directo, s6lo
se conoce la posicion inicial.

Reversa Avance
Cinematica ¢ Descenso ciclico en coordenadas ¢ Animacion basada en tiras
¢ Método jacobiano ¢ Animacioén de marco clave (interpolacion)

¢ Soluciones de forma cerrada

¢ Deformacion de forma libre

Dinamica * Método recursivo de Newton Euler * Método de Featherstone (método de cuerpo
articulado)
¢ Problemas de optimizacion

Método del cuerpo rigido compuesto

Sistemas de particulas, sistemas masa-resorte

Método de elemento finito

¢ Simulacién basada en restriccion

Tabla 1.1 Métodos comunes y su clasificacion en cinematica/dindmica directa y en reversa.
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1.3 Coémputo cientifico vs graficas computacionales en la practica

El campo de cémputo cientifico domina los métodos de ingenieria. Al conocer algunas aplicaciones, se aprecia
que la diversidad es grande. A continuacién se describen ejemplos de simuladores actuales para proyectos
reales. Ya que los autores son daneses, la mayor parte de los ejemplos son daneses; sin embargo, vemos que
la variedad de problemas y sus demandas computacionales son internacionales.

Tiineles de viento numéricos en RISOE
El tiinel de viento numérico en RISOE (www.risoe.dk/vea-aed/numwind) usa un generador
de malla hiperbdlica para dominios tanto bi como tridimensionales. La ecuacién de Navier-Stokes se
resuelve usando el programa EllipSys2D/3D, que es un cédigo de volumen finito incompresible. El
célculo de un rotor de molino de viento estacionario toma unas 50 cpu horas. Al usar 14 cpU (3.2 GHz
Pentium M, RAM de 2 GB) en grupo, la simulacidn tarda unas cuatro horas. Los cdlculos no estacionarios
tardan de tres a cuatro veces mas (Johansen, 2005).

Deformacion de materiales a escala atomica
En materiales a escala atémica, las simulaciones fisicas de deformacion plastica en cobre nanocristali-
no se hacen en un grupo (Niflheim, 2.1 Teraflops) de pc ordinarias. Una simulaciéon comprende
100 nodos que corren en paralelo y con frecuencia tarda semanas en completarse (www . dcsc.dk) .
En quimica cudntica, los problemas contienen a menudo 10° variables y las simulaciones pueden durar
hasta 10 dias o mds (Rettrup, 2005).

Mecanica de fluidos computacional
La mecdnica de fluidos computacional se aplica a una gran variedad de problemas de flujo. En un caso
tipico, los flujos tridimensionales no estacionarios requieren 10 — — 100 x 10° nodos de red y usan
hasta 1000 cpu horas por simulaciéon (www.dcsc.dk). También se simula la mecanica de sélidos
(www.dcsc.sdu.dk), pero con frecuencia no se visualiza (Vinter, 2005).

Astrofisica computacional
La astrofisica computacional (www.nbi.ku.dk/side22730.htm) consiste en simular la for-
macidn de galaxias, estrellas y planetas. Algunos métodos que se usan son hidrodindmica suavizada de
particulas y refinamiento adaptativo acoplado. Con frecuencia, los cdlculos tardan semanas o meses
en completarse (Nordlund, 2005).

Reportes meteorologicos
Los reportes meteoroldgicos se simulan y guardan periddicamente en disco en el pmr (www . dmi .
dk). La informacién se resguarda cada tres horas. En 2.5 nodos de red se calculan reportes de 48 horas
usando el tamaifio de incremento de tiempo de dos minutos. La cantidad total de calculos es del orden
de 10'? y se resuelven en supercomputadoras muy grandes (Sgrensen, 2005).

En esta breve resefia de computacién cientifica es evidente que las simulaciones se basan en grandes
supercomputadoras, con frecuencia agrupadas. La cantidad de datos es astrondmica y los tiempos de cdlculo
van desde minutos a horas, dias o semanas, y no son raros los que tardan meses. La visualizacion va desde
flechas sencillas que ilustran campos de flujo hasta visualizacidn cientifica bastante avanzada.
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Algo importante a destacar es que con frecuencia el concepto de tiempo real no es un término muy
util en el computo cientifico. Por ejemplo, el tiempo simulado en quimica es del orden de picosegundos,
pero el célculo tarda dias en terminarse. La idea principal de las simulaciones es, a menudo, ver un proceso
quimico en cdmara lenta para observar qué sucede. Eso no se puede hacer en el laboratorio. En contraste, las
simulaciones graficas astrofisicas y ocednicas son demasiado lentas y en consecuencia se realizan a mayores
velocidades. En simulaciones de flujo marino, se representa un par de siglos en un dia. En conclusién, en
computo cientifico los resultados se obtienen en lapsos que van de 24 horas a 30 dias (Vinter, 2005).

En cuanto a la animacién basada en fisica, el panorama es un poco diferente, desde la perspectiva del
computo gréfico.

Fenémenos de fluidos

La simulacién de humo para representar fendmenos en gran escala (Rasmussen et al., 2003) requiere
el uso de medio millén de particulas, se tarda de 2 a 10 segundos por cuadro y el dibujo toma de 5 a
10 minutos por cuadro (2.2 GHz, Pentium 4). En McNamara et al. (2003), el control clave de cuadros
en simulaciones de humo tarda de 2 a 24 horas en ejecutarse en un procesador Pentium 4 de 2 GHz.
La simulacién de humo dirigido al objetivo (Fattal er al., 2004) tarda 50 segundos en un procesador
Pentium 4 de 2.4 GHz en 2D, en una red de 2562 para un segundo de animacién; en 3D, en una red de
1283, toma 35 minutos.

Sistemas de particulas

En Feldman et al. (2003), las explosiones con particulas suspendidas son animadas. El tiempo de
simulacién va de 4 a 6 segundos por cuadro en un Pentium 4 de 3 GHz. Incluyendo los tiempos
de creaciéon de imagen, un segundo simulado es del orden de minutos. La animacion de fluidos
viscoeldsticos (Goktekin et al., 2004) con una red de 403 se tarda media hora por segundo de animacién
en un Pentium 4 de 3 GHz. Para la animacién de interaccidon bidireccional entre objetos rigidos y fluidos
(Carlson et al., 2004) usando una red de 64 x 68 x 84 con un Pentium 4 de 3 GHz y 1 GB de rRAM,
se necesitan 401 pasos de simulacién por cada segundo de animacion, con un tiempo promedio de CPU
por simulacién de 27.5 segundos.

Animacién de telas

La simulacién de telas sin penetracion (Bridson et al., 2002) en un trozo de 150 x 150 nodos corre a
dos minutos por cuadro en un Pentium 3 de 1.2 GHz. Para desenredar telas (Baraff ez al., 2003b) en un
modelo con 14 K vértices, el costo adicional es 0.5 de segundos de tiempo de simulacion por cuadro en
un Pentium 4 de 2 GHz. El cambio de topologia de malla (Molino et al., 2004) durante la simulacién,
con 1 K tridngulos, se tarda de 5 a 20 minutos por cuadro, y con 380 K tetraedros toma 20 minutos.
La simulacién de cuerpo rigido apilado (Guendelman et al., 2003) con simulaciones de 500 a 1000
objetos se tarda, en promedio, de 3 a 7 minutos por cuadro.

Videojuegos
Las consolas de juegos, como Play Station 2 (www.playstation.com) sdlo tienen 32 MB de
RAM y 6.2 GFLOPS, y las PC domésticas normales son en su mayor parte inferiores a las que usan
los investigadores de graficas computarizadas. Esto ha requerido cierto razonamiento creativo en el
desarrollo de videojuegos para conseguir los requisitos de desempefio. Ademds, debe haber tiempo
aparte para otras tareas en aplicaciones como los videojuegos. Por ejemplo, en Hitman de IO-Interactive,
sélo se usa de 5 a 10% del tiempo de cuadro para simulacién fisica (Jakobsen, 2005). En el futuro
esas limitaciones de hardware pueden cambiar. Por ejemplo, las GPU recientes no tienen problemas
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de latencia y serian posibles 60 GrLops (www .nvidia . com) en ellas; también las Ppu (www . ageia.
com) parecen ser una tecnologia emergente. Por tltimo, los chips celulares (www . ibm.com/news/
us/en/2005/02/2005 02 08.html) también prometen.

Después de conocer esta pequeiia encuesta de la literatura sobre la animacion basada en fisica sobre graficas
computacionales, es evidente que se usan tiempos de cuadro que van del orden de segundos a horas, corriendo
en pc solas. En conclusion, el trabajo de disefio para graficas computacionales y computo cientifico requiere
tiempos de terminacién razonablemente bajos.

1.4 Puntos de estudio en el futuro

La animacién basada en fisica es un campo grande y crece rdpidamente. Cada afio se presentan nuevas
técnicas para animar fendmenos nuevos y los métodos existentes mejoran en velocidad, exactitud y detalle
visual. No es posible explicar todo en un libro, y no se necesita decir que el mantenerse actualizado es una
actividad importante de todo animador basado en fisica. Un buen lugar para comenzar a conocer las normas
de la industria son los motores fisicos, muchos de los cuales se muestran en la tabla 1.2.

En seguida mencionamos brevemente algunos tépicos que nos parecen interesantes, pero no los expon-
dremos en este libro por limitaciones de espacio y por razones pedagdgicas.

Métodos recursivos para mecanica con juntas
Los métodos recursivos para mecanica con juntas también se llaman métodos de coordenada minima,
y en la literatura se explica extensamente la teoria; véase, por ejemplo, Featherstone (1998).

Programacion matematica
La programacion matemdtica es, entre otras cosas, el estudio de problemas de complementariedad.
La historia de esta disciplina comienza en la década de 1940. Es un campo gigantesco y por si mismo
merece varios libros de texto. En este libro recomendamos una biblioteca existente, como la de Path
(2005) para un curso, o consultar, por ejemplo, Cottle et al. (1992) y Murty (1988).

Objetos deformables con materiales de propiedades no lineales anisotropicas
Las deformaciones no lineales y grandes siguen siendo un problema en las investigaciones actuales y
no son algo que creemos que se pueda incluir en un libro de texto introductorio.

Corte y fractura de objetos deformables
En fecha reciente se han publicado trabajos sobre fractura, pero el corte y la fractura estan justo en la
frontera de las aplicaciones actuales en tiempo real.

Métodos de conjunto de nivel de particulas y estructuras adaptativas de datos para simulacién de agua
Hemos optado por enfocarnos en el método mas cldsico y presentamos al lector una buena comprension

de las bases. No se le debe dificultar el proseguir con las publicaciones recientes; véase, por ejemplo,
Osher et al. (2003).

Control en animaciones basadas en fisica
En fecha reciente se ha tratado de incluir el control del animador usando métodos de dinamica en reversa.
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Nombre

Notas

DynaMechs

S. McMillan inicié su desarrollo en 1991 (http://dynamechs.sourceforge.net)

Renderware Physics

Unidad comercial de Criterion Software establecida en 1993 (www.renderware.

com/physics.asp)

Havok Fundado en 1998 (www.havok.com)

Meqon Comenzé como proyecto universitario en 1999; D. Gustafsson y M. Lysén fundaron la
compafia en 2002 (www . megon . com)

Ipion Comprado por Havok en junio de 2000 (www. ipion.com)

Open Dynamics Engine

Parece haberse iniciado alrededor de 2000 a 2001 por R. Smith, anterior empleado de
MathEngine (www.ode.org)

Novodex Comenzé en la primavera de 2002 con A. Moravansky y M. Mdller (www.novodex.
com)
Tokamak D. Lam es el autor original de Tokamak, y parece haber iniciado en 2003 (www.

tokamakphysics.com)

Newton Game Dynamics

Al parecer inicié en 2003 (www.physicsengine.com/)

Karma Desarrollado por MathEngine, fue adquirido por Criterion Software en julio de 2003
(www.mathengine.com)

Vortex Desarrollado por CMLabs (www.cm-1labs.com)

Free Cloth D. Pritchard parece haberlo iniciado en 2002 (sourceforge.net/projects/
freecloth)

OpenTissue K. Erleben, H. Dohimann, J. Sporring y K. Henriksen lo iniciaron en noviembre de 2001
(www.opentissue.org)

AGEIA Empresa fundada en 2002; en marzo de 2005 AGEIA anuncia una nueva clase de unidad

procesadora de fisica (PPU; physics processing unit), PhysX (www.ageia.com)

Tabla 1.2 Lista de motores fisicos comerciales y ptblicos disponibles.



FiSICA PARA VIDEOJUEGOS 9

Hemos omitido toda teoria y métodos relacionados con cémo controlar y manipular una animacion,
porque no consideramos que sean parte de un motor fisico de bajo nivel.

Deteccién continua de colisiones
Ciertos problemas tediosos en la animacién son los efectos tinel y de sobrecorreccién. Un remedio
para esos problemas es la deteccién continua de colisiones, que promete generar un mejor punto de
contacto y determinar dreas de contacto en simulaciones dindmicas. El campo es bastante nuevo, pero
muy prometedor. Sin embargo, opinamos que todavia no hay una norma firmemente establecida, por lo
que hemos omitido este material. Los lectores interesados pueden consultar Redon et al. (2002), Redon
(2004a), Redon (2004b) y Redon et al. (2004a).

Métodos simplex para deteccion de colisiones
Los métodos simplex (plural de simple) para deteccion de colisiones se basan en el concepto matemadtico
de un conjunto de variables linealmente independientes. De acuerdo con nuestra experiencia, esos
métodos son de dificil acceso para los alumnos y no son esenciales, lo cual es la principal razén de
porqué los hemos omitido. Unas buenas referencias son Bergen (2003b), Bergen (2001) y Bergen (1999).

1.5 Guia para el lector

Habiendo ensefiado graficas y animacion por computadora durante varios afios, hemos visto que carecemos
de una introduccién completa a la animacién basada en la fisica. En consecuencia, primero comenzamos
a escribir notas sobre los métodos matematicos necesarios para los simuladores, y después notas para
describir los diversos métodos de animacién. Por eso los destinatarios principales de este libro son
universitarios y profesionistas de ciencia informadtica. La preparacién de nuestros alumnos suele versar
sobre un buen conocimiento del arte de la programacidn, introduccién a graficas por computadora y lo
que llamamos madurez matemdtica. Para nosotros, madurez matemadtica significa que los alumnos no
necesariamente tienen conocimientos matematicos rigurosos, pero les gusta aprender nuevas técnicas en
esta disciplina. Por tanto, nuestro método es préctico: tratamos de ensefiar teorias como las que presenta
este libro, y subrayamos que los estudiantes deben poder implementar las teorias en simuladores en trabajo
real. Esperamos que esta obra refleje esas metas, en su caso, por los numerosos ejemplos de pseudocédigo.
Casi todos los algoritmos que se describen se han implementado en el proyecto adjunto de c6digo abierto
(OpenTissue, 2005).

El libro contiene cinco partes que reflejan la diversidad del campo de la animacién basada en la fisica.
Por consiguiente, se puede leer de las siguientes diversas maneras.

Geometria del movimiento
Para el lector interesado en la geometria del movimiento y la cinemadtica, y para quienes desean tener
control total de las pautas de movimiento, sugerimos la parte 1, que describe el disefio de pardmetros
de movimiento, independientemente de la fisica del mundo real.

De particulas a cuerpos rigidos
El punto de partida mds comun en la animacion basada en la fisica son los sistemas de particulas
(capitulo 8), seguido por el estudio de animacidn de cuerpos rigidos en la parte 11; después por una
investigacion avanzada en objetos deformables en la parte 111, para concluir con un estudio de dindmica
de fluidos computacional en el capitulo 11.
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Dinamica de fluidos computacional
Algunos lectores encontrardn que la dindmica de fluidos computacional es sencilla y optaran por leer
el capitulo 8, seguido por el estudio de este tema en el capitulo 11 y los modelos de continuo con
diferencias finitas en el capitulo 9. De acuerdo con nuestra experiencia, el andlisis de elemento finito en
el capitulo 10 es el gran reto para los novatos.

Deteccion de colisiones
La deteccion de colisiones se explica en la parte IV y con frecuencia se aborda en paralelo con los temas
anteriores.

Compendio matematico y fisico
La parte v estd escrita como un apéndice muy amplio, y contiene gran parte de la fisica y las matematicas
necesarias para comprender las teorias en este libro.

jFeliz lectura!



PARTE 1

I.a cinematica
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La cinematica es el estudio del movimiento de las partes sin considerar masas ni fuerzas. En consecuencia,
se pueden ignorar las leyes de Newton. La aplicacién principal de los métodos cinemdticos es la animacién
preconfigurada, donde no se requiere simulacidn fisica, que es demasiado compleja para ocuparse de ella o
no se apega a los principios de animacion (Frank et al., 1995; Lassiter, 1987). Muchas peliculas animadas
por computadora usan mucho la cinemadtica para el movimiento; gran parte de la teoria puede considerarse
asf como una extension natural de las técnicas de paro-movimiento desarrolladas por Disney a principios del
siglo XX. Este campo se divide en cinematica directa y cinemdtica inversa, dependiendo de si se conoce o no
la configuracion final.

La cinemadtica directa (en avance) se caracteriza por el movimiento que ordena el usuario o alguna
funcién. Requiere mucho trabajo manual; sin embargo, se usa mucho en la produccién filmica, donde los
animadores especifican cada pardmetro como una funcién del tiempo. Con frecuencia, ellos mismos hacen el
movimiento de las figuras que van a animar. Para reducir el tiempo de produccioén se suele aplicar una técnica
de visién computarizada llamada captura del movimiento.

La captura del movimiento es el proceso de rastrear puntos fijados a un actor mediante video, reconstru-
yendo el lugar de los puntos en tres dimensiones y usando la reconstruccién como entrada para la cinemadtica
directa. Con este método los animadores pueden crear movimientos asombrosamente realistas que obedecen
las leyes de la fisica. La captura de movimiento es una gran herramienta en la produccién cinematografica,
donde se usa el movimiento reconstruido para especificar los pardmetros de un movimiento especifico. Tam-
bién se puede utilizar como instrumento para crear nuevas secuencias de movimiento para videojuegos. En
este caso, los datos de captura de movimiento se consideran una muestra discreta de movimiento fisico y se
obtiene la nueva secuencia ajustando un modelo continuo a los datos discretos. Una de esas técnicas se llama
mezcla de movimiento o mezcla de animacion. Las técnicas de mezclado se encuentran a menudo en motores
de juegos como los que se mencionan en www . devmaster.net/. Hay tres problemas basicos cuando se
mezcla el movimiento.

Distorsion de tiempo-movimiento. Cémo adaptar las secuencias de movimiento para que coincidan en el
tiempo. En otras palabras, se debe determinar qué cuadro en un movimiento corresponde a qué cuadro
en otro movimiento.

Alineacién del movimiento. Un movimiento puede ser hacia la izquierda y el otro hacia la derecha. Entonces,
(,qué posicion debe tener la mezcla de movimientos?

Igualacién de restriccion del movimiento. Si se desea combinar un movimiento de correr y caminar, se
deben hacer coincidir cuidadosamente los cuadros donde los pies correspondientes tocan el suelo, para
no tener un resultado de deslizamiento o flotacién.

La mezcla de movimiento se usa en videojuegos para crear transiciones entre datos de movimiento capturado
y se ve en muchos juegos con tirador en tercera persona, como Hitman®. Con frecuencia, las técnicas son
especiales y dependen mucho de que los animadores especifiquen completamente a priori las transiciones.
Las investigaciones recientes se enfocan en hacer que los movimientos se combinen en forma mds natural,
teniendo en cuenta el equilibrio de una persona.

También se pueden generar los pardmetros para la cinemdtica directa usando programas de movimiento
(Barsky et al., 1991). En estos programas se indican pardmetros de junta en forma de alguna funcién conti-
nua del tiempo, como cos(#), que genera un movimiento oscilatorio. Las funciones de movimiento se deben
disefiar con cuidado para el movimiento especifico, como el modo de andar bipedo (Parent, 2001; cap. 6.2) o
el nado de los peces (Terzopoulos et al., 1994).
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La cinematica inversa maneja la interpolacién de una figura desde puntos inicial y final especificados. Se
usa también con frecuencia en programas de animacién como Maya® o 3DMax®. Aun para objetos simples,
como el brazo humano, casi siempre habra varias soluciones, ya que el codo se puede mover aun cuando la
mano y el hombro estén fijos. Por consiguiente, un problema central en la cinematica inversa es seleccionar
uno de varios movimientos posibles. Se busca entonces una solucién que genere un movimiento de aspecto
natural. Esto se logra adicionando restricciones extras a la cinemadtica inversa o combindndola con la dindmi-
ca, por ejemplo, usando principios de energia minima.

Por dltimo, muchas veces se combinan la cinematica directa y la inversa en aplicaciones reales. Por ejem-
plo, se puede recurrir a la primera para producir movimientos de aspecto natural en algunos objetos, y a la se-
gunda para otros. Otro ejemplo es usar la captura de movimiento para generar estadisticas sobre movimientos
realistas y utilizar esta informacion para seleccionar soluciones a problemas cinematicos inversos. Muchos
motores fisicos admiten ademds la mezcla de cinematica directa e inversa con objetos fisicamente simulados.
Un caso tipico en una produccién cinematografica es el manejo de la cinemdtica inversa o animacién basada
en la fisica para determinar un conjunto preliminar de pardmetros para un movimiento especifico. Después
se calcula con detalle la animacidn, en la que se graban los pardmetros de todos los objetos en cada cuadro.
A esto se le llama baking (Kaci¢-Alesi€ et al., 2003). Después de terminar los objetos animados, el animador
puede hacer ajustes finos en los movimientos usando el método de cinematica directa para producir anima-
ciones entretenidas. En conclusion, en las aplicaciones reales se usan las técnicas en forma indistinta y en
combinacién, como pasos de pre y posprocesamiento.

En la parte 1 describiremos, en los capitulos 2 y 3, los fundamentos de la cinemadtica directa e inversa de
figuras articuladas, y el tema del movimiento programado en el capitulo 4.



Figuras articuladas

Este capitulo describe las figuras articuladas y su representacion. Esa representacion se usard después
en animacidén y simulacién de figuras articuladas, las cuales se pueden concebir como un brazo robédtico
o un brazo humano formados por varias barras macizas, conectadas entre si por juntas que se mueven
independientemente. Cuando se mueven todas las juntas, el movimiento general de una figura articulada
puede ser muy complejo. El objetivo de este capitulo es presentar métodos que faciliten la descripcién de
la cinematica de figuras articuladas, que después se usard para animar y simular las figuras articuladas.

El capitulo esta dividido en tres partes. La seccién 2.1 define con precision qué significa una figura ar-
ticulada y cémo se construye. Las ultimas dos secciones explican dos métodos diferentes para describir tales
figuras. La seccion 2.2 presenta un método general llamado coordenadas de junta apareada, y la seccién 2.3
describe un método especializado denominado Denavit-Hartenberg.

2.1 Eslabones y juntas

Una figura articulada es una construccion formada por eslabones y juntas. Los diferentes eslabones estdn
conectados por juntas, que tienen cierto grado de libertad. Se puede concebir un eslabon como una barra
maciza que no puede cambiar su forma ni su longitud. Por consiguiente, se le considera un cuerpo rigido
que define la relacién entre dos ejes de juntas vecinas (véase la figura 2.1). Una junta se puede caracterizar
como una conexion entre dos eslabones vecinos. Una junta tiene varios grados de libertad, es decir, puede
girar respecto de uno, dos o tres ejes, o trasladarse a lo largo de uno, dos o tres ejes.

Un ejemplo de figura articulada con una junta “revoluta” (giratoria respecto de un pasador) se ve en la
figura 2.1. Se puede decir que los eslabones y las juntas son los bloques de construcciéon que forman una figura
articulada, por ejemplo, los robots industriales, la maquinaria de construccién y el esqueleto humano.

Los eslabones y las juntas se numeran de 0 a N, y una figura articulada siempre comienza con la junta,,
que esta fija en cierto sistema coordenado de base. L.a numeracion de los eslabones y juntas es muy impor-
tante. Una junta dentro de una figura articulada, como la junta,, conecta al eslabon,_, con el eslabon,, estando
el eslabo’nif1 mas cerca de la base.

En la figura 2.1 se aprecia una junta revoluta, es decir, que puede girar alrededor de un eje. En general,
las juntas reciben el nombre segtin lo que hacen o pueden hacer:

Junta revoluta o rotativa. Junta que puede girar en torno a uno o mds ejes. La figura 2.2a muestra una junta
revoluta con un grado de libertad, pero en general €sta puede tener hasta tres grados de libertad, es
decir, girar alrededor de los tres ejes coordenados.

Junta prismdtica. Junta que se puede trasladar a lo largo de uno o mads ejes. La figura 2.2b muestra una junta

prismatica con un grado de libertad, pero en general puede tener hasta tres grados de libertad, es decir,
trasladarse a lo largo de los tres ejes coordenados.

15
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eslabon, Junta, eslabon,_,

Junta

Jjunta,_,

efector final

ejes de junta

Figura 2.1 Ejemplo de figura articulada con una junta revoluta, la cual gira respecto de un eje. Es muy importante la
numeracién de las juntas, es decir, la junta, conecta el eslabén,_; con el eslabon,.

eslabon, | eslabon, Jjunta; eje de junta

Jjunta; eje de junta eslabon,_, eslabon;

a) Junta revoluta (rotacion) b) Junta prismatica (traslacion)

Figura 2.2 Ejemplos de diversas juntas que se usan para formar figuras articuladas.
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eslabo’ni

Figura 2.3 Los tres sistemas coordenados asociados con cada eslabon: BF, IF,y OF . En este marco de cuerpo BF
se especifican los origenes y los ejes coordenados del marco interno /F, y el marco externo OF .

2.2 Coordenadas apareadas de junta

Como se indic6 antes, una figura articulada se construye con eslabones y juntas. Como cada junta puede girar
o trasladarse, el movimiento de los eslabones y juntas individuales puede ser muy complejo. Eso se debe a que
el movimiento de la junta ;yel eslabo’nj afectan el movimiento de la junta,y del eslabon, cuando i > j. Por
ejemplo, si la junta base gira o se traslada, su movimiento afecta a todas las demads juntas y eslabones de
la figura articulada. En consecuencia, es muy complicado describir el movimiento de una figura articulada
en un sistema coordenado comun a todas las juntas y eslabones. Esa dificultad se puede superar introdu-
ciendo sistemas coordenados locales para todas las juntas y eslabones, estableciendo transformaciones
entre estos sistemas.

Se puede describir una figura articulada mediante el método de coordenadas apareadas de junta (Feath-
erstone, 1998). El método es muy general y se apoya en asociar tres sistemas coordenados predefinidos con
cada eslabon. Para el eslabo’nl., esos sistemas coordenados reciben los nombres de marco de cuerpo (BF),
marco interior (IF,) y marco exterior (OF ), y todos se asocian con el eslabon,. Los origenes del marco inte-
rior y el exterior estdn en sus respectivos ejes de junta. Asf se facilita transformar entidades entre eslabones
sucesivos, como veremos después. Esos sistemas coordenados se ilustran en la figura 2.3 y se explican a
continuacion.

Marco del cuerpo (BF,) (propiamente marco de referencia del cuerpo). Es un sistema coordenado local que
se asocia con el eslabon,, cuya geometria se describe en este sistema. En general, el origen y los ejes
de este sistema coordenado se pueden elegir de manera arbitraria, pero para manejar con facilidad
las figuras articuladas se recomienda definir al origen de BF, como el centro de masa del eslabon,.
También se recomienda seleccionar un sistema de coordenadas ortogonales. Si el eslabon, tiene ejes
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de simetria, se sugiere elegir algunos de ellos como ejes base para el sistema local de coordenadas
ortogonales. En lo que sigue se supondra que todos los sistemas son de este tipo.

El marco interior (IF) (propiamente: marco de referencia interior). Es un sistema coordenado local que se
asocia con el eslabon,. En general, este sistema se asocia con la junta, Tiene su origen en el eje de
ésta y posee un eje paralelo a la direccion del movimiento de la junta. El origen y los ejes coordenados
de este sistema de coordenadas se especifican en el marco del cuerpo.

El marco exterior (OF,) (propiamente: marco de referencia exterior). Es un sistema coordenado local aso-
ciado con el eslabon, Usualmente, este sistema coordenado se asocia con la junta,, ,. Se origina en
el eje de la junta,, ,, y tiene un eje paralelo a la direccién de movimiento de esa junta. El origen y los
ejes coordenados de este sistema se especifican en el marco del cuerpo.

El resto de esta seccion contiene subsecciones donde se deducen transformaciones entre los distintos marcos
de referencia.

1. Calcular la transformacién B T, del marco interior al marco del cuerpo (seccion 2.2.1).
(]
2. Calcular la transformacién B T, del marco exterior al marco del cuerpo (seccion 2.2.2).
13
3. Calcular la transformacién 9Fi— 1T}, del marco interior del eslabéni al marco exterior del eslabo’nifl.
(2

4. Calcular la transformacion “‘DTZ. que transforma entidades del marco del cuerpo del eslabon, al
marco del cuerpo del eslabon,_,.

La notacién #ASTAT, . quiere decir que la transformacién modifica una entidad indicada en el marco con

coordenadas pEsDE a coordenadas en el marco HASTA.

Cuando todas las transformaciones se han derivado, es posible transformar las coordenadas de un punto
p especificado en el marco del cuerpo del eslabon, a coordenadas en cualquier otro marco del cuerpo, por
ejemplo, en el marco del cuerpo del eslabon,. Eso es muy general, pero facilita transformar las coordenadas
de un punto p especificado en cualquier marco del cuerpo del eslabon, al marco de referencia de coordena-
das base, el marco del cuerpo del eslabdn,. Asi es posible modificar posiciones, orientaciones, veloci-dades
y aceleraciones de un punto p, especificado en cualquier marco de cuerpo, hasta el marco base, que se puede
usar como sistema coordenado comun a todas las juntas y eslabones.

2.2.1 La transformacién 57T,
1

En esta seccidn se describe cdmo hacer una transformacién (aplicacién o mapeo) del marco interior al marco
del cuerpo. Més especificamente, el problema es: dado un punto p en coordenadas de marco interno, deter-
minar sus coordenadas en el marco del cuerpo.

Con las definiciones de eslabdn, en la seccién 2.2, sean ojp,, t1F,, JIF; y KIF; €l origen y los vectores
base del marco interno expresados en el marco del cuerpo (véase la figura 2.4).

La relacién entre el marco interno y el marco del cuerpo es la siguiente: dado un punto p = (z, 3, 2)7en
el marco interno IF', sus coordenadas en el marco del cuerpo, BF', se pueden expresar con una rotacién an-
gular ¢ en torno a un eje w seguida por una traslacion r jf. Esta transformacion se llama BF; TIF, enlaque
el subindice /F',y el superindice BF’;indican que las coordenadas de un punto p especificado en coordenadas
del marco interior se transforman en coordenadas del marco del cuerpo.
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BF, )
TIF, iBF; kBF, OBF,

JBF;

eslabon,

b \l
O[F; OOF;

Figura 2.4 Transformacién entre el marco interior /F, y el marco del cuerpo BF) parael eslabdn,. El origen y los ejes
coordenados del marco interior /F se especifican en el marco del cuerpo BF',

En coordenadas homogéneas, la transformacion del marco interior al marco del cuerpo se indica con una
matriz:

PR T, = Ti (rip) Rix, (¢, wir,) 2.1)

Las matrices de traslacion y rotacion son las siguientes.

or 1
uyr, Jir, ki, O
0O 0 0 1

1 7g
T (1iF;) = |: " } (2.2a)

Ry (<P1Fi 7U1Fi) = { (2.2b)

donde el simbolo 1 representa una matriz identidad de 3 X 3y los vectores %z, 317, k1r; y 0 son vectores
columna 3 X 1. Con ello ambas matrices se vuelven de 4 X 4. La matriz de traslacién y la matriz de rotacién
son constantes y s6lo dependen de la posicién y orientacidn relativa de los marcos interior y del cuerpo. Por
consiguiente, la transformacién resultante 52" “I'rp; también es constante.

2.2.2  La transformacion *"T,,,.

En esta seccion se describe como hacer una transformacion del marco interior al marco del cuerpo. Més espe-
cificamente, el problema es: dado un punto p en las coordenadas del marco exterior, determinar sus coordena-
das en el marco del cuerpo.

Recordemos las definiciones de eslabon, en la seccién 2.2; sean O oF, 10F;» JOF; Y kor; €l origen y los
vectores base del marco exterior, expresados en el marco del cuerpo (véase la figura 2.5). Se puede especi-
ficar una transformacion entre el marco exterior OF'; y el marco del cuerpo, BF,, definiendo el origen y los
vectores base del marco exterior en el sistema coordenado del marco del cuerpo. Representemos por BT F;
esta transformacién, donde el subindice OFy el superindice BF;indican que las coordenadas de un punto p
expresadas en coordenadas del marco exterior se transforman en coordenadas de marco del cuerpo.
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BF; . BF,
‘TTF, iBF;,  kBF, OBF, TOF;
] S

TIF; iBF,
i[F; '

eslabon,

OJF; O0F;

Figura 2.5 Transformaci6n entre el marco exterior OF;y el marco del cuerpo BF; parael eslabon,. El origen y los ejes
coordenados del marco exterior OF, se especifican en el marco del cuerpo BF,.

En coordenadas homogéneas, la transformacion del marco exterior al marco del cuerpo se indica con
una matriz
BETom = Tori(ror) Rori(or. , wor;) (2.3)
Las matrices de traslacion y rotacion son las siguientes.

1 "'OFi
Ton(rom)Z[OT . } (2.4)
ior. jor. kor, 0
Rom(wom,uom:[%F 0y J (2.4b)

siendo 1 una matriz identidad de 3 X 3 y los vectores 2o, J0F;» KoF;y 0 son vectores columna de 3 X 1, con
lo cual ambas matrices son 4 X 4. Tanto la matriz de traslacién como la matriz de rotacién son constantes, y
solo dependen de la posicién y orientacion relativa del marco interno y el marco del cuerpo. En consecuencia,
la transformacion resultante BT, F; tambi€n es constante.

2.2.3 La transformacién ¥ Z'—1T1Fi(d NERTS

En las secciones anteriores se dedujeron las transformaciones de eslabén 5F Trp; y BF, Top, (véanse las
secciones 2.2.1 y 2.2.2). Esas transformaciones son locales respecto del eslabon en cuestion, que es el esla-
bon,. En esta seccion se deducird una transformacién del marco interior del eslabdn, al marco exterior del
eslabon,_,. La representaremos como OF, —1Tp,

El eslabon,_, y el eslabon, estdn conectados por la junta,. La relacion entre el marco interior del eslabon,
y el marco exterior del eslabdn,_, se define con una transformacién conjunta, formada por una rotacion (¢,
u,) y una traslacién d ;

OF i1 Ty, (di,pi,w;) = Ti(di) Ry(5, ;) (2.5)

donde o, es el dngulo de rotacion, u; es el eje de rotacion y d; es el vector de traslacion (véase la figura 2.6).
Para facilitar la notacién, se omite el indice 7 en las dos ecuaciones siguientes. Eso quiere decir que ¢, = ¢,
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Figura 2.9 Los ejes de la junta, y la junta,, , estdn contenidos en dos planos paralelos «,y =, , respectivamente. La

i+1°

distancia perpendicular entre los planos 7.y w0, | es igual a [|al,.

El vector ¢, = u, X u_, /||w, X u,, ||, puede ir tanto del eje de la junta, al eje de la junta,, , como en
direccion opuesta, dependiendo de las orientaciones de los vectores w;y u, ;. Si ¢, va del eje de la junta,
al eje de la junta, el producto punto (p,,; — p,) - ¢, es negativo y el vector eslabon a, tendrd la orientacion
correcta.

En el otro caso, cuando el vector ¢, va del eje de la junta, al eje de la junta
2.10, es obvio que la orientacidn serd correcta.

.+ COMO se Ve en la figura

2.3.1.5 Caso especial: los ejes de la junta se intersecan

Si los ejes de la junta, y la junta,, ; se cruzan, entonces la distancia mds corta a, entre ellos es igual a cero,
y el vector eslabon sera el vector nulo, que tiene cualquier direccién. En este caso, se selecciona la longitud
de eslabon a, = 0'y el vector eslabon para que sea igual al producto cruz entre los vectores de direccion u,y
u, ,, entre los ejes de la junta, y la junta,, . Esto es, se seleccionan

a = i X Wit1
1
s X wisl,

a; =0 (2.39b)

(2.39a)
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Figura 2.10 Una manera fécil de calcular la longitud de eslabén a,. Sea el vector c igual al producto cruz unitario entre los
. . . . X ‘g
vectores de direccion de los ejes, es decir, que el vector ¢; se define como ¢; = ﬁ También, sean p, y p,, | puntos
{2 {2
arbitrarios en los ejes, por ejemplo, los que se indican en (2 10). Entonces, la longitud de eslabén es igual al producto punto

entre el vector ¢, y el vector (p,,; — p,). Estoes, a, = (p,.; = P) - ;.

Para este caso especial conviene seleccionar un vector eslabon extrafio tal que no siga la ecuacion (2.38),
porque la longitud de eslabon a, es un pardmetro de Denavit-Hartenberg, y el vector eslabon a, se usa para
asignar el marco de coordenadas el eje x, del eslabon,. Ademds, el origen o, y el punto og, estan definidos
en forma tnica como el punto de 1nterseC(310n.

2.3.1.6 Caso especial: los ejes de junta son paralelos

Silos ejes de la junta; y de la junta, , son paralelos, no hay una distancia mas corta tnica entre ellos (véase
la figura 2.11). En este caso especial se calculan como sigue el vector eslabon y su longitud:

U | Uy
i, )il
i = ||ai||2 (2.40b)

i = (Pi+1 — Pi) — | (Pi+1 — i) - Tl (2.40a)

donde p,y p,,; son puntos conocidos, y u,;y u, , son vectores de direccion conocidos de los ejes de la junta,
y la junta,  , (véase 2.10). El origen o, se puede seleccionar en forma arbitraria y el punto oq, se expresa, ob-
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Junta, ejes de junta Junta

\
|

D e

w; a; = (pi+1 — pi) — | (Pi+1 — Pi) - R
(Pi+1 — i) - — ]| )[fess
s ® Dy
i P17 P ;
ful 5

Figura 2.11 Los ejes de la junta son paralelos y entonces no hay distancia mds corta tnica entre ellos.

viamente, por 0,y a,. Ya que el origen o, se selecciona en forma arbitraria, serfa mejor elegirlo de tal manera
que la mayor parte de los pardmetros de Denavit-Hartenberg sean iguales a cero.

2.3.1.7 Caso especial: la primera junta

Una figura articulada debe comenzar en algtin lugar, por lo que el problema consiste en saber cudl es la pri-
mera junta, porque no hay un eslabon antes de ella. Entonces se introduce un eslabon base, representado por
el eslabon,,. El marco de eslabon para eslabon, se puede seleccionar de forma arbitraria, pero con astucia se
hace coincidir con el marco de eslabon del eslabon, cuando la figura articulada estd en posicién de reposo.
Entonces, la mayor parte de los pardmetros de Denavit-Hartenberg serdn iguales a cero.

2.3.1.8 Caso especial: la dltima junta

Una figura articulada debe terminar en algtn lugar, por lo que la tiltima junta constituye un problema, porque no
hay eslabon que la siga. En general, se puede seleccionar el marco de coordenadas del dltimo eslabén en forma
arbitraria, porque no hay eslabon fisico; es decir, la figura articulada termina en el eje de la junta, y no hay
vector de eslabon a,;. Lo tinico con que se cuenta es el eje de la junta,;, que viene a ser el eje z,. Pero lo mejor
es seleccionar el origen o, el vector eslabon a; (¢l eje x ), el desplazamiento de eslabon d) y el torcimiento
de eslabon o, de tal modo que la mayor parte de los pardmetros de Denavit-Hartenberg sean iguales a cero.

2.3.2 Fijacion del marco de coordenadas

Dada una figura articulada, lo primero que se debe hacer es fijar un sistema coordenado a cada eslabén. A
esos sistemas coordenados se les llama marcos de eslabon. El procedimiento para fijar estos marcos se indica
a continuacién
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Junta,
Junta,_, Junta,,
u.
y i
%i-1 } i1
°
p;

Py

Figura 2.12 Ejes de junta de una figura articulada. Los ejes se definen por las ecuaciones paramétricas I (s) = p, + su,.
Imagine que los ejes de junta son los vectores .

1. Identificar los ejes de junta.
2. Identificar las perpendiculares comunes a ejes de junta sucesivos.
3. Fijar marcos de coordenadas a cada eje de junta.

En seguida explicaremos estos pasos.
Primero se identifican los ejes de la junta de la figura articulada (véase la figura 2.12). El eje de la junta,
se define por la ecuacién (2.10a), y por comodidad la repetimos a continuacién:

li(s) = p; + su; (2.41)

Después se identifica la perpendicular comtin a ejes de junta vecinos; esto es, la perpendicular comiin a, a los
ejes de la junta, y la junta, ;. También se identifica el punto o, donde la perpendicular comun corta el eje de
la junta,. Eso se ilustra en la figura 2.13.

En la seccion 2.3.1.3 se demostré c6mo calcular la distancia a, mds corta entre los ejes de la junta, y
la junta, . También se mostr6 que la distancia mas corta es a lo largo de la perpendicular entre los ejes de
la junta, y la junta,, . Por dltimo, se analiz6 como calcular el lugar de la distancia mds corta o, en el eje
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Junta,
Junta,_, Junta;, 4

u, 4 i+1

VP /P

Figura 2.13 Los vectores eslabon a, y los origenes o,.

de la junta,. Lo que aqui se necesita es el vector eslabon @, y su interseccion o, con el eje de la junta, [véanse
(2.31a) y (2.32a) en la seccién 2.3.1.3].
Por i Itimo, el 7™ marco de eslabdn, que se muestra en la figura 2.14, se puede construir como sigue:

1.

El origen. Sea el origen del i marco del eslabén en el punto o,en el eje de la junta,

2. Elejez. Seael eje z,alo largo del i¢simo eje de la junta. Esto es, sea z, paralelo al vector u,, de acuer-

do con (2.41)
2z = 4 (2.42)
il
El eje @ . Sea el eje x; a lo largo del vector eslabon a; de (2.32a)
@ =Y (2.43)
lail,

Eleje y.. Seael eje y, tal que los vectores  , y, y z, formen un sistema coordenado ortogonal derecho.
Esto es, sea y, definido por

ZZ' X :I}Z‘
=0 (2.44)
Y e x il
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Junta,
juntai_l juntai+1
Uu .
1
i-1 i+1
®
P, P
“\\ i—1 . /, pi+1
: A7 :
Zit1
Yir1
Tirq

Figura 2.14 La figura articulada y sus marcos de eslabén o, z, y,y z;.

2.3.3 El torcimiento «, de eslabén

El torcimiento de eslabon es el dngulo «, entre los ejes de la junta, y la junta,, ;. Ese dngulo «; se mide en

torno al eje x,. Los dngulos positivos se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj, viendo

desde la punta del vector @, hacia su pie (v€ase la figura 2.15). En forma especifica, el torcimiento o, es el

dngulo entre los vectores de direccion de los ejes de junta u, y u,, ;, medido en torno al vector eslabén a,.
Recordemos algunas propiedades de los productos escalar y vectorial.

w; - gy = gy [wi ], cosa; O=q;=m (2.452)
llei X wisally = il il sen o O=o=m (2.45b)
que equivalen a
cosq; = Ui il O=q;=m (2.46a)
leailly e,
sony = i X Uil 0=a,=m (2.46b)

il leai-a
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Junta,

Figura 2.15 Marcos de eslabén y torcimiento «; de eslabén. En la figura, el torcimiento de eslabon «; es negativo.

Obsérvese que como 0 <sena,; < 1,y —1 < cos a; < 1, el dngulo «; siempre estard en el intervalo 0 < o; < 7
(véase la figura 2.16). A continuacion mostraremos como calcular en forma correcta el torcimiento de eslabon a.

Recordaremos que la funciéon matemadtica arctan : R ® R regresa un valor en el intervalo (—m, «). Sea
la funcién arctan2 : RZ ® R definida por

sin>0/Nd>0

arctan

7)
d
arctan(%j sin<0/ANd>0
arctan2(n,d) = (2.47)
arctan(%j-i—w sin>0/ANd<0
arctan(%j—ﬂ' sin<0Nd<O0
Esto es, si se calculara de forma ingenua el torcimiento de eslabon o; como
CX w; s
«; = arctan? o uz+1||2 , Wi Wil J (2.48)
leailly eeivally *llesly sl
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(2)
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Figura 2.16 El dngulo de torcimiento c; siempre es positivo y estd en el intervalo 0 < a; < 7. Yaque 0 <sena; <1y

—1 < cos a; < 1, hay dos dngulos posibles, ozﬁl) y a?), dependiendo del signo del cos ;.

el resultado seria incorrecto algunas veces, porque de acuerdo con (2.46b), sen a, siempre es positivo. Eso
quiere decir que el dngulo o siempre serd uno de los dos dngulos positivos, o1 0 ?, como se observa en
la figura 2.16; es decir, a; siempre serd positivo.

En el producto vectorial (2.46b), el dngulo o, se mide en torno al eje u; X u,, ;. Si el vector u; X u_,
tiene la misma direccion que el vector eslabon a, el dngulo o, en (2.48) es correcto (véase la figura 2.17). Si
el vector u; X u,_, tiene direccion contraria a la del vector eslabon a;, entonces el dngulo o, en (2.48) no es
correcto. El dngulo «, correcto serd el negativo del dngulo en (2.48); véase la figura 2.18.

Para diferenciar entre los dos casos en que los vectores u, X u, , y a, tienen direcciones iguales o
contrarias, basta ver el signo de su producto punto (u, X u, ;) - a,. Esto se expresa en la siguiente ecuacion.

[lue; X ui+1"2 U - Ujt]

)
L ol Tl Tl ol o
lw; X wisaly, ;o

Jetill ekl il il

+ arctan2 st (u; X ujy1)-a; =

— arctan2 st (u; X ujy1)-a; <0
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U, XUy

Figura 2.17 El dngulo de torcimiento es positivo porque la direccién del vector u, X u,, , tiene la misma direccién que
el vector eslabon a,.

u; X u,

i+1

Figura 2.18 El dngulo de torcimiento «; es negativo porque la direccion del vector u,; X u,, , tiene la direccion contraria
a la del vector eslabén a,.
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