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Aplicaciones de la derivada
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El célculo que usted aprenderé en este capitulo le permitira explicar la posicion del © Pichugin Dmitry / Shutterstock

arcoiris en el cielo y por qué los colores del arcoiris secundario aparecen en el orden
invertido a las del arcoiris primario. (Véase el proyecto de las paginas 282-283.)

Ya hemos investigado algunas de las aplicaciones de la derivada, pero ahora que conocemos las
reglas de derivacién nos encontramos en mejor posicién para continuar con mayor profundidad
con las aplicaciones de la derivada. Aqui aprenderemos cdmo la derivada afecta la forma de una
gréfica de una funcioén y, particularmente, como ayuda a localizar valores maximos y minimos de
funciones. En la practica muchos problemas exigen minimizar un costo o maximizar un area, o
bien, encontrar el mejor resultado posible para una situacién. En particular, seremos capaces de
investigar la forma 6ptima de una lata y explicar la ubicacién de los arcoiris en el cielo.
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m Valores maximos y minimos
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Minimo absoluto f(a), mdximo absoluto
f(d), minimos locales f(c), f(e), maxi-
mos locales f(b), f(d)
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FIGURA 3

Algunas de las aplicaciones mds importantes del cédlculo diferencial son los problemas de
optimizacion, en los cuales se requiere encontrar la manera Optima (la mejor) para hacer
algo. Algunos ejemplos de los problemas que resolveremos en este capitulo son.

» (Cudl debe ser la forma de una lata que minimice los costos de fabricacién?

= (Cuil es la aceleracién maxima de un trasbordador espacial? (Esta es una
importante pregunta para los astronautas que tienen que soportar los efectos de
la aceleracion.)

m ;Cudl es el radio de una traquea contraida que expele aire del modo mds rdpido
al toser?

= /Qué angulo deben formar los vasos sanguineos al ramificarse, de modo que se
minimice la energia consumida por el corazén al bombear la sangre?

Estos problemas pueden reducirse a encontrar los valores maximo o minimo de una fun-
cién. Para empezar, primero explicaremos exactamente lo que son estos valores.

En la figura 1, se muestra la grdfica de una funcién en la que el punto m4s alto es
(3, 5). En otras palabras, el valor mds grande de f'es f(3) = 5. Por otro lado, el valor mas
pequeiio es f(6) = 2. Decimos que f(3) = 5 es el mdximo absoluto de fy f(6) = 2 es el
minimo absoluto. En general, usamos la siguiente definicion:

m Definicion  Sea ¢ un nimero en el dominio D de una funcién f. Entonces f(c) es el

= valor maximo absoluto de f sobre D si f(c) = f(x) para toda x en D.

= valor minimo absoluto de f sobre D si f(c) < f(x) para toda x en D.

Un méaximo o minimo absolutos se les llama a veces maximo o minimo global. Los
valores maximo y minimo de f se llaman valores extremos de f.

La figura 2 muestra la gréfica de una funcién f con maximo absoluto en x = d y minimo
absoluto en x = a. Observe que (d, f(d)) es el punto mas alto sobre la grafica y (a, f(a))
es el punto mds bajo. En la figura 2, si consideramos s6lo valores de x cercanos a b [p. €j.,
si restringimos nuestra atencion al intervalo (a, c)], entonces f(b) es el mas grande de estos
valores de f(x) y se llama valor mdximo local de f. Por otro lado, f(c) se llama valor mini-
mo local de fporque f(c) < f(x) para x cercana a c¢ [en el intervalo (b, d), por ejemplo].
La funcién f también tiene un minimo local en x = e. En general, tenemos la siguiente
definicién.

@ Definicion  El nimero f(c) es un

= valor maximo local de f'si f(c) = f(x) cuando x esta cerca de c.

= valor minimo local de f'si f(¢) < f(x) cuando x esta cerca de c.

En la definicién 2 (y en otros lugares), si decimos que algo es cierto cerca de ¢, quere-
mos decir que es cierto en algin intervalo abierto que contiene a c¢. Por ejemplo, en la
figura 3 vemos que f(4) = 5 es un minimo local porque es el menor valor de fen el inter-
valo 1. No es el minimo absoluto porque f(x) tiene valores menores cuando x estd cerca de
12 (en el intervalo de K, por ejemplo). De hecho f(12) = 3 es un minimo local y el minimo
absoluto. De modo similar, f(8) = 7 es un médximo local, pero no el maximo absoluto
porque f toma valores mds grandes cerca de 1.



FIGURA 4
Valor minimo = 0. No hay maximo

FIGURA 5
No hay minimo ni mdximo
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FFETIOEN La funcién f(x) = cos x toma su valor maximo (local y absoluto) igual

a 1, infinitas veces, ya que cos 2nm = 1 para cualquier enterony —1 < cosx < 1

para todo x. Del mismo modo, cos(2n + 1)m = —1 es su valor minimo, donde n es
cualquier entero. |

FETINFY Sif(x) = x2, entonces f(x) = f(0) porque x> = 0 para toda x. Por tanto,
f(0) = 0 es el valor minimo absoluto (y local) de f. Esto corresponde al hecho

de que el origen es el punto mas bajo sobre la pardbola y = x2 (Véase la figura 4.)
Sin embargo, no existe el punto mds alto sobre la pardbola, por lo que esta funcién
no tiene valor maximo. [

FEETENER En la grifica de la funcidn f(x) = x°, que se muestra en la figura 5, se ve
que no tiene valor mdximo absoluto ni valor minimo absoluto. De hecho, tampoco posee
valores extremos locales.

u m La gréfica de la funcién
f(x) = 3x* — 16x* + 18x2 —1<x<4

se muestra en la figura 6. Podemos observar que f(1) = 5 es un maximo local, en tanto que el
maximo absoluto es f(—1) = 37. (Este maximo absoluto no es un maximo local porque

se presenta en un punto extremo.) Asimismo, f(0) = 0 es un minimo local y f(3) = —27
es un minimo tanto local como absoluto. Observe que f no tiene valor local ni maximo
absoluto en x = 4. [

Hemos visto que algunas funciones tienen valores extremos, mientras que otras no.
En el teorema siguiente se dan las condiciones con que se garantiza que una funcién posea
valores extremos.

3] Teorema del valor extremo Si f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b],
entonces f alcanza un valor maximo absoluto f(c) y un valor minimo absoluto f(d) en
algunos ndmeros ¢ y d en [a, b].

En la figura 7 se ilustra el teorema del valor extremo. Observe que un valor extremo se
puede tomar mas de una vez. Aun cuando el teorema del valor extremo es muy aceptable
a nivel intuitivo, su demostracion es dificil, por consiguiente, se omite.

NG TN AV

O‘L;C db x 0‘210 d=b x O‘Lchdczlzx
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(d, f(d))

FIGURA 10

Fermat

El teorema de Fermat lleva ese nombre en
honor de Pierre Fermat (1601-1665), un abogado
francés que tom6 a las matematicas como un
pasatiempo. A pesar de su condicion de aficio-
nado, Fermat fue uno de los dos inventores de
la geometria analitica (Descartes fue el otro).
Sus métodos para hallar rectas tangentes a las
curvas y valores maximos y miimos (antes de
la invencion del limite y de las derivadas) lo
hicieron un precursor de Newton en la creacién
del Célculo Diferencial.

En las figuras 8 y 9 se muestra que una funcidn no tiene que poseer valores extremos si
no se satisface cualquiera de las dos hipétesis (continuidad o intervalo cerrado) del teore-
ma del valor extremo.

y y |
3 |
|
|
|
|
14 1 |
|
!
0 ' 5 X 0 é X
FIGURA 8 FIGURA 9

Esta funcion tiene un valor minimo
£(2) =0, pero no tiene valor maximo.

Esta funcién continua g
no tiene maximo ni minimo.

La funcién f, cuya gréfica se muestra en la figura 8, estd definida sobre el intervalo
cerrado [0, 2], pero no tiene valor maximo. (Observe que el rango de fes [0, 3). La funcién
toma valores arbitrariamente cercanos a 3, pero nunca alcanza el valor 3.) Esto no contra-
dice el teorema del valor extremo porque f no es continua. [Sin embargo, una funcién
discontinua pudiera tener valores maximo y minimo. Véase el ejercicio 13b.]

La funcién g que se muestra en la figura 9 es continua sobre el intervalo abierto (0, 2),
pero no tiene valor maximo ni minimo. [El rango de g es (1, o). La funcién toma valores
arbitrariamente grandes.] Esto no contradice el teorema del valor extremo porque el inter-
valo (0, 2) no es cerrado.

El teorema del valor extremo sefiala que una funcién continua sobre un intervalo cerra-
do tiene un valor maximo y uno minimo, pero no indica cémo hallarlos. Empecemos por
buscar valores extremos locales.

En la figura 10 se muestra la grafica de una funcién f con un méximo localenx = cy
un minimo local en x = d. Parece que en los puntos mdximo y minimo la recta tangente
es horizontal y, por consiguiente, tiene pendiente 0. Sabemos que la derivada es la pendien-
te de la recta tangente, de modo que parece que f'(c) = 0y f'(d) = 0. En el teorema
siguiente se afirma que esto siempre se cumple para las funciones derivables.

@ Teorema de Fermat Si f tiene un maximo o un minimo local en x = ¢, y si f'(c)
existe, entonces f'(c¢) = 0

DEMOSTRACION  Para la consideracién de la conclusién, suponga que f tiene un maximo
local en x = c. Entonces, segtn la definicion 2, f(c) = f(x) si x es suficientemente cercana
a c. Esto implica que, si / estd lo suficiente cerca de 0 y es positiva o negativa, entonces

f©) = f(c + h)
y, por consiguiente,

(5] fle+h) —fle)<0

Podemos dividir ambos lados de la desigualdad entre un nimero positivo. Asi, si 7 > 0y
h es suficientemente pequefia, tenemos

fle+h) = o) _
) <

0



FIGURA 11
Si f(x)= x>, entonces f/(0) =0,
pero f no tiene maximo ni minimo.

y
y=1x|
0‘ X
FIGURA 12

Si f(x) = x|, entonces f(0) =0 es un
valor minimo, pero f'(0) no existe.

SECCION 4.1  VALORES MAXIMOS Y MINIMOS 2717

Tomando el limite por la derecha de ambos lados de la desigualdad (utilizando el
teorema 2.3.2), obtenemos

limws im0 =0

h—0+ h h—0+
Pero, dado que f'(c) existe, tenemos

iy e Slet ) —fle) o fleth) —flo)
fl) =1lim——F——= lim ——————
h—0 h h—0+ h
y con esto se demuestra que f'(c) < 0.
Si h < 0, entonces la direccién de la desigualdad | 5 | se invierte cuando dividimos por /:

fle +h) = f(o)

=0 h<O0
h

Asi que tomando el limite por la izquierda, tenemos

£10) = lim flet W) =fl©) _ o fleth) —f) _ 0
h—0~ h h—0~ h
Ya hemos mostrado que f'(c) = 0 y también que f'(c) =< 0. Puesto que ambas
desigualdades deben ser verdaderas, la tnica posibilidad es que f'(c¢) = 0.
Ya hemos demostrado el teorema de Fermat para el caso de un maximo local. El caso
de un minimo local puede demostrarse de modo similar, o bien, puede usar el ejercicio

76 para deducirlo del caso que ya ha demostrado (véase el ejercicio 77). [

Los ejemplos siguientes advierten contra la interpretacion excesiva del teorema de
Fermat. No podemos esperar localizar valores extremos haciendo simplemente f'(x) = 0
y resolviendo para x.

FFETINEN Sif(x) = », entonces f'(x) = 3x%, de modo que f'(0) = 0. Pero f no tiene
mdximo o minimo en x = 0, como puede ver en la grifica de la figura 11. (0 bien, observe
que x* > 0 para x > 0, pero x* < 0 para x < 0. El hecho de que f'(0) = 0 sélo significa que
la curva y = x? tiene una recta tangente horizontal en (0, 0). En lugar de tener un maximo
o un minimo en (0, 0), alli cruza la curva su recta tangente horizontal. [ |

m La funcién f(x) = | x | muestra un valor minimo (local y absoluto) en
x = 0, pero ese valor no puede determinarse haciendo f’(x) = 0 porque, como ya se
demostré en el ejemplo 5 de la seccién 2.8, f'(0) no existe (véase la figura 12). |

PRECAUCION Los ejemplos 5 y 6 demuestran que debe ser cuidadoso al aplicar el
teorema de Fermat. El ejemplo 5 demuestra que aun cuando f’(¢) = 0, no necesariamente
hay un maximo o un minimo en x = c. (En otras palabras, el inverso del teorema de Fermat
es en general falso.) Ademas, podria haber un valor extremo aun cuando f'(c) no exista,
(como en el ejemplo 6).

El teorema de Fermat sugiere en realidad que, por lo menos, debe empezar a buscar los
valores extremos de f en los nimeros x = ¢, donde f'(¢) = 0 o donde f'(c) no existe.
Estos niimeros reciben un nombre especial.

6| Definicion Un nimero critico de una funcién fes un nimero x = ¢ en el domi-
nio de ftal que f'(c) = 0 o f'(c) no existe.
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En la figura 13 hay una gréfica de la funcién f del m w Encuentre los nimeros criticos de f(x) = x¥(4 — x).

ejemplo 7, que apoya nuestra respuesta, porque
hay una recta tangente horizontal cuando x = 1.5
y una recta tangente vertical cuando x = 0.

3.5

-2

FIGURA 13

SOLUCION La regla del producto nos da

’ _ 3(4 - x)
F10) = xP(=1) + (4 = (5a7) = x4 =i
_ —S5x+3(4-x) 12— 8
B 5x%° RS

[Se obtienen los mismos valores escribiendo primero f(x) = 4x** — x*°] Asi que f'(x) = 0
si 12 — 8x = 0; es decir x = %y f'(x) no existe cuando x = 0. Por tanto, los niimeros
criticos son 2 y 0. [

En términos de niimeros criticos, el teorema de Fermat puede replantearse como sigue
(compare la definicién 6 con el teorema 4):

[7] Si f tiene un mdximo o un minimo local en x = ¢, entonces ¢ es un nimero
critico de f.

Para hallar un mdximo o un minimo absolutos de una funcién continua sobre un
intervalo cerrado, observe que o es un extremo local [en cuyo caso, por [7], se presenta en
un nimero critico] o se presenta en uno de los puntos extremos del intervalo. De este
modo, el siguiente procedimiento de tres pasos siempre funciona.

Método del intervalo cerrado  Para hallar los valores maximo y minimo absolutos de
una funcién continua f sobre un intervalo cerrado [a, b]:

1. Encuentre los valores de f en los nimeros criticos de fen (a, b).
2. Halle los valores de f'en los puntos extremos del intervalo.

3. El mas grande de los valores de los pasos 1 y 2 es el valor maximo absoluto; el mas
pequefio, el valor minimo absoluto.

I FZEIENE] Encuentre los valores absolutos méximo y minimo de la funcién
fl)=x=3x*+1 S <x<4

SOLUCION Dado que fes continua sobre [—%, 4], podemos utilizar el teorema del
intervalo cerrado:

fx)=x—3x*+1

fl(x) =3x* — 6x = 3x(x — 2)

Puesto que f'(x) existe para toda x, los tnicos valores criticos de f ocurren cuando

f'(x) = 0; esto es, en x = 0 0 x = 2. Observe que cada uno de estos ndimeros criticos
Z . 1 , e

estd en el intervalo (—5, 4). Los valores de f'en estos niimeros criticos son

f0) =1 f2)=-3
Los valores de f'en los puntos extremos del intervalo son
f(=)=5 s =17

Comparando estos cuatro nimeros, vemos que el valor maximo absoluto es f(4) = 17 y
el valor minimo absoluto es f(2) = —3.
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Tenga en cuenta que, en este ejemplo, el maximo absoluto ocurre en un extremo del
intervalo, mientras que el minimo absoluto ocurre en un nimero critico. La grafica de f
se esboza en la figura 14. [ |

Si tiene una calculadora graficadora o una computadora con software de graficos, es
posible estimar los valores maximos y minimos muy facilmente. Pero, como se muestra en
el ejemplo siguiente, es necesario el calculo para encontrar los valores exactos.

a) Utilice un dispositivo de graficos para estimar los valores minimo y miximo
absolutos de la funcién f(x) = x — 2 sen x, para 0 < x < 2.
b) Utilice el cdlculo para encontrar los valores mdximo y minimo exactos.

SOLUCION

a) La figura 15 muestra la grafica de fen el rectdngulo de vista de [0, 277] por [—1, 8].
Moviendo el cursor cerca del punto maximo, vemos que las coordenadas y no cambian
mucho en las proximidades del maximo. El valor maximo absoluto es aproximadamente
6.97 y ocurre cuando x = 5.2. Del mismo modo, moviendo el cursor cerca al punto
minimo, vemos que el valor minimo absoluto es alrededor de —0.68 y se produce
cuando x = 1.0. Es posible obtener estimaciones mas precisas al hacer acercamientos
hacia los puntos maximos y minimos; pero, en vez de esto, utilizaremos el célculo.

b) La funcién f(x) = x — 2 sen x es continua en [0, 277]. Debido a que f'(x) = 1 — 2 cos x,
tenemos que f'(x) = 0 cuando cos x = % y esto ocurre cuando x = 7 /3 o bien 57 /3.
Los valores de f en estos nlimeros criticos son

f/3) = % — 2 sen g - g — /3 = —0.684853

5 575
y f(5m/3) = Tﬂ — 2sen Tﬁ = Tﬂ + /3 ~ 6968039

Los valores de f en los puntos extremos son
fO) =0 'y fQm=2m~=628

Comparando estos cuatro nimeros y utilizando el método del intervalo cerrado,
vemos que el valor minimo absoluto es f(/3) = 7/3 — /3 y el miximo valor
absoluto es f(57/3) = 57/3 + /3. Los valores del inciso a) sirven para verificar
nuestro resultado. [

REETENEDN El telescopio espacial Hubble fue puesto en operacién el 24 de abril

de 1990, por el transbordador espacial Discovery. Un modelo para la velocidad del
transbordador durante esta mision, desde el lanzamiento en ¢ = 0 hasta que los cohetes
auxiliares de combustible sélido se desprenden en ¢ = 1265, estd dado por

v() = 0.001302¢° — 0.09029¢* + 23.61¢ — 3.083

(en pies por segundo). Con este modelo, estime los valores mdximo y minimo absolutos
de la aceleracion del transbordador entre el despegue y el desprendimiento de los cohetes
auxiliares.

SOLUCION No de la funcién velocidad dada, se nos pide hallar los valores extremos,
sino de la funcién aceleracién. Asi que primero tenemos que derivar para encontrar la
aceleracion:

d
alt) = ') = —(0.001302¢” — 0.09029¢" + 23,61 — 3.083)

= 0.003906¢> — 0.18058¢ + 23.61
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Ahora aplicamos el método del intervalo cerrado a la funcién continua a en el intervalo
0 = t =< 126. Su derivada es

a'(t) = 0.007812¢ — 0.18058
El tnico ndmero critico ocurre cuando a’(r) = 0:

0.18058

=——"= 12312
0.007812

1

Evaluando a(?) en el nimero critico y en los puntos extremos del intervalo, tenemos
a(0) = 23.61 a(t) = 21.52 a(126) = 62.87

Asf que la aceleraciéon maxima es aproximadamente 62.87 pies/s?, y la aceleraciéon

minima es aproximadamente 21.52 pies/s. [

m Ejercicios

1. Explique la diferencia entre un minimo absoluto y un minimo
local.

2. Supongamos que f es una funcién continua definida sobre un
intervalo cerrado [a, b].
a) (Qué teorema garantiza la existencia de un valor maximo
absoluto y un valor minimo absoluto de f?
b) (Qué pasos darfa para encontrar los valores maximo y
minimo?

3-4 Para cada uno de los nimeros a, b, ¢, d, r'y s, indique si la funcién
cuya grifica se muestra, tiene un maximo o minimo absolutos,
un maximo o minimo locales, 0 ni un maximo ni un minimo.

3y 4y

5-6 Ultilice la gréfica para establecer los valores maximos y minimos
absolutos y locales de la funcién.

5 1y 6.4yi “

7-10 Esboce la grifica de una funcién f que es continua sobre [1, 5]
y tiene las propiedades dadas.

1.

Minimo absoluto en 2, maximo absoluto en 3, minimo local
en 4.

. Minimo absoluto en 1, maximo absoluto en 5, maximo local

en 2, minimo local en 4.

. Méaximo absoluto en 5, minimo absoluto en 2, maximo local

en 3, minimos locales en 2 y 4.

10. fno tiene minimo ni maximo locales, pero 2 y 4 son niimeros

criticos.

1.

12.

13.

14.

a) Esboce la gréfica de una funcién que tiene un maximo local

en 2 y es derivable en 2.

Esboce la grifica de una funcién que tiene un méximo local

en 2y es continua, pero no derivable, en 2.

¢) Esboce la grifica de una funcién que tiene un méaximo local
en 2 y no es continua en 2.

b

=~

a) Esboce la gréfica de una funcién sobre [—1, 2] que tiene
un maximo absoluto, pero no maximo local.
Esboce la grifica de una funcién sobre [—1, 2] que tiene
un mdximo local, pero no mdximo absoluto.

b

=

a) Esboce la gréfica de una funcién sobre [—1, 2] que tiene
un maximo absoluto, pero no minimo absoluto.

Esboce la grafica de una funcién sobre [—1, 2] que es
discontinua, pero que no tiene maximo absoluto ni minimo
absoluto.

b

=

a) Esboce la gréfica de una funcién que tiene dos maximos
locales, un minimo local y no tiene minimo absoluto.

b) Esboce la grafica de una funcién que tiene tres minimos
locales, dos maximos locales y siete nimeros criticos.

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



15-28 Trace a mano la grafica de fy utilicela para encontrar los
valores maximos y minimos, absolutos y locales de f. (Utilice las
graficas y transformaciones de las secciones 1.2 y 1.3.)

15. f(x) =33x — 1), x<3
16. f(x) =2 —1x, x= -2

17. f(x) = 1/x, x=1

18. f(x) = 1/x, 1<x<3

19. f(x) =senx, 0<x<mw/2
20. f(x) =senx, 0<x< m/2
21. f(x) = sen x,
2. f(t) =cost, —3mw/2<t<3m/2

—m2<x<m/2

2. f(x) =Inx, 0<x=<2

2. f(x) = |x|
2% f(x)=1-x
26. f(x) = e*

si0s=x<2

si2=<x=<3

21 f(x) = { ;xf_x4

4 —x% si—2=<x<0
2x—1 si0=s=x<2

28. f(x) = {

29-44 Encuentre los nimeros criticos de la funcion.

29, f(x) =4 + jx — 5x? 30. f(x) = x* + 6x> — 15x
3. f(x) = 2x* — 3x* — 36x 32, f(x) =2x* + x* + 2x
B.g)=t*++*+1 3. g(r) = |3t — 4|

3. 4(y) =ﬁ 36. h(p) = ;2114

3. h(t) = 3% — 241 38 glx) =x"—x?"

39, F(x) = x**(x — 4)? 40. g(6) = 46 — tan 6

M. £(6) = 2cos 0+ sen’d 42, h(t) = 3t — arcsen t

43. f(x) = x% ™ 4. f(x) =x2Inx

{4 45-46 Se da la férmula para la derivada de una funcién f. ;Cudntos

nuimeros criticos tiene f?

100 cos®
) |

45. f'(x) = 5¢ "'l -1
f'(x) e sen x 0+ 12

47-62 Encuentre los valores maximo absoluto y minimo absoluto
de fsobre el intervalo dado.

41. f(x) = 12 + 4x — x*, [0,5]
48. f(x) =5 + 54x — 2x°, [0,4]
29. f(x) =2x>—3x>— 12x + 1, [—2,3]
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50. f(x) = x* —6x*+ 5, [-3,5]
51 f(x) = 3x* —4x® — 12x> + 1, [-2,3]
52. f(x) = (x* — 1)°, [—1,2]

53. f(x) = x + % [0.2,4]

54. f(x) = = a [0,3]

Fo——
55. £(f) = tv/4 — 12, [—1,2]

56. f(r) = /1(8 — 1), [0,8]

51. f(t) = 2cost + sen2t, [0, 7/2]
58. f(1) =t + cot(t/2), [m/4,7m/4]
59. f(x) = xe */%, [—1,4]

60. f(x) =x — Inux, [%,2]

61. f(x) =In(x*+x+ 1), [—1,1]
62. f(x) =x — 2tan 'x, [0,4]

63. Si a y b son nlimeros positivos, encuentre el valor maximo de
f)=x(1—-—xp,0=sx=1.

64. Utilice una gréfica para estimar los nimeros criticos de

f(x) =] x* — 3x* + 2| con una aproximacién de un decimal.

I 65-68

a) Utilice una gréfica para estimar los valores maximo y minimo
absolutos de la funcién con una aproximacién de dos decimales.

b) Por medio del cdlculo encuentre los valores mdximo y minimo
exactos.

65 f(x) =x>—x*+2, —-1<sx=<1
66. f(x) =e* + e %, 0sx<1
67. f(x) = x/x — x2

68. f(x) =x —2cosx, —2<x<0

69. Entre 0°C y 30°C, el volumen V (en centimetros ctibicos) de
1kg de agua a una temperatura 7, estd dado aproximadamente
por la férmula

V =1999.87 — 0.06426T + 0.00850437> — 0.00006797T"
Encuentre la temperatura a la cual el agua tiene su densidad
maxima.

70. Un objeto con peso W es arrastrado a lo largo de un plano
horizontal por una fuerza que actia a través de una cuerda
atada al objeto. Si la cuerda forma un dngulo 6 con el plano,
entonces la magnitud de la fuerza es

_ pW
psenf+ cos 6
donde w es una constante positiva llamada el coeficiente de

friccion'y donde 0 < 6 < 7r/2. Demuestre que F es minimizada
cuando tan 6 = .



282

n

A 12,

CAPITULO 4 APLICACIONES DE LA DERIVADA

. Un modelo para el precio promedio en EU de una libra de
azucar blanca desde 1993 a 2003 esta dado por la funcién

A(t) = —0.00003237¢° + 0.0009037¢* — 0.0089561°
+ 0.03629:% — 0.04458¢ + 0.4074

donde ¢ es medido en afios desde agosto de 1993. Estime los
tiempos cuando el azicar era mds barata y mas cara durante el
periodo 1993-2003.

El 7 de mayo de 1992 el transbordador espacial Endeavour
fue lanzado en la misién STS-49, cuya finalidad fue instalar
un nuevo motor de impulso en el perigeo de un satélite Intelsat
de comunicaciones. En la tabla siguiente se dan los datos de

la velocidad del transbordador entre el despegue y el
desprendimiento de los cohetes auxiliares de combustible sélido.

Suceso Tiempo (s) | Velocidad (pies/s)
Lanzamiento 0 0
Inicio de maniobra de giro 10 185
Fin de maniobra de giro 15 319
Vilvula de estrangulacion a 89% 20 447
Vilvula de estrangulacion a 67% 32 742
Vilvula de estrangulacion a 104% 59 1325
Presion dindmica maxima 62 1445
Separacién de los cohetes

auxiliares de combustible sélido 125 4151

a) Utilice un dispositivo graficador o una computadora
para hallar el polinomio ctibico que modele de la mejor
manera la velocidad del transbordador para el intervalo
de tiempo t € [0, 125]. A continuacién, dibuje esta funcion
polinomial.

b) Encuentre un modelo para la aceleracién del transbordador
y utilicelo para estimar los valores maximo y minimo de la
aceleracion durante los primeros 125 segundos.

73. Cuando un objeto extrafio alojado en la triquea fuerza a una

persona a toser, el diafragma empuja hacia arriba y causa un
aumento en la presion de los pulmones. Esto viene acompafiado
por una contraccion de la trdquea, con lo que se produce un
canal mds angosto por el que debe fluir el aire expelido. Para
que escape una cantidad dada de aire en un tiempo fijo, éste

CALCULO DE ARCOIRIS

14.

15.

16.

7.

18.

debe moverse con mayor rapidez por el canal mas

angosto que por el mds ancho. Entre mayor sea la velocidad
de la corriente de aire, mayor es la fuerza aplicada sobre el
objeto extrafio. Los rayos X muestran que el radio del tubo
circular de la traquea se contrae hasta alrededor de dos tercios
de su radio normal durante un espasmo de tos. De acuerdo
con un modelo matematico de la tos, la velocidad v de

la corriente de aire se relaciona con el radio r de la trdquea
mediante la ecuacién

o(r) = k(rg — r)r? n<r<n

donde k es una constante y ry es el radio normal de la tradquea.

La restriccion sobre r se debe al hecho de que la pared de la

traquea se pone rigida bajo la presion y se impide una contraccion

mayor que 3, (de lo contrario, la persona se sofocarfa).

a) Determine el valor de r en el intervalo [%ro, ro] en el cual v
tiene un maximo absoluto. ;Cémo se compara esto con la
evidencia experimental?

b) (Cudl es el valor maximo absoluto de v sobre el intervalo?
¢) Esboce la gréfica de v sobre el intervalo [0, ro].

Demuestre que 5 es un niimero critico de la funcién
gx) =2+ (x = 55
pero g no tiene un valor extremo local en 5.
Demuestre que la funcién
SO =x""+x" +x+ 1
no tiene ni maximo local ni minimo local.

Si f tiene un valor minimo local en ¢, demuestre que la funcién
g(x) = —f(x) tiene un valor minimo local en c.

Demuestre el teorema de Fermat para el caso en el que f tiene
un minimo local en c.

Una funcién ctibica es una funcion polinomial de grado 3; esto

es, tiene la forma f(x) = ax* + bx* + cx + d, donde a # 0.

a) Demuestre que una funcion cibica puede tener dos, uno o
no tener nimeros criticos. Proporcione ejemplos y dibuje
para ilustrar las tres posibilidades.

b) (Cuantos valores extremos locales puede tener una funcién
ctbica?

observador

Formacién del arcoiris primario

Los arcoiris se forman cuando las gotas de lluvia dispersan la luz solar. Han fascinado a la
Humanidad desde los tiempos mds remotos y han inspirado intentos de explicacion cientifica desde
la época de Aristételes. En este proyecto se siguen las ideas de Descartes y de Newton para
explicar la forma, la ubicacién y los colores de los arcoiris.

1. En la figura se muestra un rayo de luz solar que atraviesa una gota esférica de lluvia en
A. Algo de la luz se refleja, pero la recta AB muestra la trayectoria de la parte que entra
a la gota. Observe que la luz se refracta hacia la recta normal AO y, de hecho, la ley de Snell
afirma que sen o = k sen 3, donde « es el dngulo de incidencia, 3 es el dngulo de refraccién y
4 , . .z
~ 3 es el indice de refraccion para el agua. En B algo de la luz pasa por la gota y se refracta
hacia el aire, pero la recta BC muestra la parte que se refleja. (El dngulo de incidencia es igual
al de reflexion.) Cuando el rayo llega a C, parte de €l se refleja; pero, por el momento, hay mds
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rayos del Sol

rayos del Sol
/' S —_—
> ~
observador !
C

al
observador

del
Sol

Formacion del arcoiris secundario

interés en la parte que sale de la gota de lluvia en C. (Observe que se refracta alejandose

de la recta normal.) El dngulo de desviacion D(«) es la magnitud de la rotacién en el sentido del
movimiento de las manecillas del reloj que ha descrito el rayo durante este proceso de tres
etapas. Por tanto,

D=(a—B) +(m—28) +(a—B) =7+ 2a— 48

Demuestre que el valor minimo de la desviacién es D(«) = 138° y ocurre cuando a = 59.4°.
El significado de la desviacién minima es que cuando a = 59.4° tenemos D’ («) = 0,

de modo que AD/Aa = 0. Esto significa que muchos rayos con a = 59.4° resultan desviados

en mas o menos la misma cantidad. La concentracion de los rayos que vienen de las cercanias

de la desviacién minima crea el brillo del arcoiris primario. En la figura a la izquierda se

muestra que el dngulo de elevacién desde el observador hacia arriba hasta el punto mas alto

del arcoiris es 180° — 138° = 42° (A este dngulo se le llama dngulo de arcoiris).

. En el problema 1 se explica la ubicacién del arcoiris primario, pero, cémo explica los colores?

La luz solar comprende una gama de longitudes de onda, desde el rojo hasta el naranja, amarillo,
verde, azul, indigo y violeta. Como Newton descubri6 en sus experimentos con un prisma en
1666, el indice de refraccion es diferente para cada color. (El efecto se llama dispersion.) Para la
luz roja, el indice de refraccién es k = 1.3318, en tanto que para la luz violeta es k = 1.3435.
Al repetir el cédlculo del problema 1 para estos valores de k, se demuestra que el dngulo del
arcoiris es alrededor de 42.3° para el arco rojo y de 40.6° para el arco violeta. As{ pues,

el arcoiris consta en realidad de siete arcos separados que corresponden a los siete colores.

. Quizds haya visto un arcoiris secundario mds tenue, arriba del arco primario. Se produce por

la parte de un rayo que entra en una gota de lluvia y se refracta en A, se refleja dos veces
(en By C) y se refracta al salir de la gota en D (véase la figura que aparece a la izquierda).
En esta ocasion, el dngulo de desviacion D(«) es la magnitud total de rotacién en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj que describe el rayo en este proceso de
cuatro etapas. Demuestre que

D(a) = 2a — 68 + 27
y D(«) tiene un valor minimo cuando

k-1
8

Cos a =

4 .., L. .

Tomando k = 3, demuestre que la desviacién minima es aproximadamente 129° y que el
dngulo de arcoiris para el arcoiris secundario es de cerca de 51°, como se muestra en la
figura a la izquierda.

. Demuestre que los colores del arcoiris secundario aparecen en orden invertido al del primario.

© Pichugin Dmitry / Shutterstock
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m Teorema del valor medio

Vamos a ver que muchos de los resultados de este capitulo dependen de un hecho central,
Ilamado teorema del valor medio. Pero, para llegar a este teorema, veremos primero el
siguiente resultado.

Rolle

El teorema de Rolle fue publicado en 1691
por el matemético francés Michel Rolle

(1652-1719), en un libro titulado Méthode pour 3. fla) =
resoudre les Egalitez. Fue un critico de los

Teorema de Rolle

f(b)

1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]
2. f'es derivable sobre el intervalo abierto (a, b)

Si fes una funcién que satisface las siguientes tres hipdtesis:

entonces hay un nimero c en (a, b) tal que f'(c) = 0.

métodos de su tiempo v calificé al célculo como
una “coleccion de falacias ingeniosas”. Méas
tarde, sin embargo, se convencid de la esencial
exactitud de los métodos del célculo.

Antes de dar la demostracidn, vamos a echar un vistazo a las gréaficas de algunas fun-
ciones tipicas que satisfacen las tres hipétesis. La figura 1 muestra las graficas de cuatro
de estas funciones. En cada caso parece que hay al menos un punto (c, f(c)) en la grafica

donde la recta tangente es horizontal y, por tanto, f'(c¢) = 0. Por consiguiente, el teorema de
Rolle es verosimil.

y y y
0] « o) I b ox o c b x o ¢ I b
a) b) )
FIGURA 1
[13 Presentacion de casos DEMOSTRACION Hay tres casos:

CASO | f(x) = k, una constante
Entonces f'(x) = 0, por lo que el nimero ¢ puede tomar cualquier nimero en (a, b).

CASO Il f(x) > f(a) para alguna x en (a, b) [como en la figura 1b) o ¢)]

Por el teorema del valor extremo (que podemos aplicar por la hipétesis 1), f tiene un valor
maximo en algin lugar de [a, b]. Ya que f(a) = f(b), debe alcanzar este valor maximo
en un nimero c en el intervalo abierto (a, b), entonces f tiene un maximo local en ¢y,
por la hipétesis 2, f es derivable en c. Por tanto, f'(c) = 0 por el teorema de Fermat.

CASO Il f(x) < f(a) para algin x en (a, b) [como en la figura 1c) o d)]

Por el teorema del valor extremo, f tiene un valor minimo en [a, b] y, como f(a) = f(b),
alcanza este valor minimo en un ndmero x = ¢ en (a, b). Otra vez, f'(c¢) = 0 por el
teorema de Fermat.

W Vamos a aplicar el teorema de Rolle a la funcién posicién s = f(f) de un
objeto en movimiento. Si el objeto estd en el mismo lugar en dos instantes diferentes

t =ayt=b,entonces f(a) = f(b). El teorema de Rolle sefiala que hay algun instante
de tiempo 7 = ¢ entre a y b cuando f'(c) = 0; es decir, la velocidad es 0. (En particular,
puede verse que esto es cierto cuando se lanza una bola directamente hacia arriba.) .

m Demuestre que la ecuacién x* + x — 1 = 0 tiene exactamente una raiz real.

SOLUCION  Primero utilizamos el teorema del valor intermedio (2.5.10) para demostrar
que existe una raiz. Sea f(x) = x* + x — 1. Entonces f(0) = -1 <0y f(1)=1>0.



La figura 2 muestra la gréfica de la funcién
f(x) =x3 + x — 1 discutida en el ejemplo 2.
El teorema de Rolle muestra que no importa
cuénto ampliemos el rectangulo de vista, nunca
podremos encontrar una segunda interseccion
con el eje x.

FIGURA 2

El teorema del valor medio es un ejemplo de lo
que se llama un teorema de existencia. Como
el teorema del valor intermedio, el teorema
del valor extremo y el teorema de Rolle
aseguran que existe un nimero con una
determinada propiedad, pero no nos dicen
cémo encontrar el niimero.
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Dado que f es una funcién polinomial, es continua, por lo que el teorema del valor
intermedio establece que existe un nimero x = ¢ entre 0 y 1 tal que f(c) = 0, de lo que
se deduce que la ecuacion dada tiene una raiz.

Para demostrar que la ecuacion no tiene otras raices reales, utilizamos el teorema de
Rolle y argumentamos por contradiccion. Supongamos que tenemos dos raices a y b.
Entonces f(a) = 0 = f(b) y, dado que f es una funcién polinomial, es derivable en (a, b)
y continua sobre [a, b]. Por tanto, por el teorema de Rolle, existe un niimero x = ¢ entre
ay btal que f'(c) = 0. Pero

fllx)=3x>+1=1 para toda x

(ya que x? = 0), por lo que f'(x) nunca puede ser 0. Esto conduce a una contradiccidn, por

tanto, la ecuacién no puede tener dos raices reales. |
El principal uso del teorema de Rolle es demostrar el importante teorema siguiente,

establecido por primera vez por el matematico francés Joseph Louis Lagrange.

Teorema del valor medio  Si fes una funcidn que satisface las siguientes hipdtesis
1. fes continua sobre el intervalo cerrado [a, b]

2. fes derivable sobre el intervalo abierto (a, b)

entonces existe un nimero x = c en (a, b) tal que

(o — SO — [fla)
7 o =101

0, equivalentemente,

[2] f(b) = fla) = f(e)b — a)

Antes de demostrar este teorema, podemos ver que es razonable desde la interpretacién
geométrica. Las figuras 3 y 4 muestran los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)) sobre las graficas
de dos funciones derivables. La pendiente de la recta secante AB es

7 _ )~ f@

map
b—a

que es la misma expresion que en el lado derecho de la ecuacién 1. Dado que f'(c) es la
pendiente de la recta tangente en el punto (c, f(c)), el teorema del valor medio, en la forma
dada por la ecuacion 1, indica que hay al menos un punto P(c, f(c)) sobre la grafica donde
la pendiente de la recta tangente es la misma que la pendiente de la recta secante AB. En
otras palabras, hay un punto P donde la recta tangente es paralela a la recta secante AB
(imagine una recta paralela a AB, moviéndose desde lejos manteniendo el paralelismo
hasta que toque la gréfica por primera vez).

y y
P, B
A P,
0 X 0 a ¢ I b X
FIGURA 3 FIGURA 4
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y
=1
A
B
0 a X b x
fiay+ 101D (g
FIGURA 5

Lagrange y el teorema del valor
medio

El teorema del valor medio fue formulado pri-
mero por Joseph Louis Lagrange (1736-1813),
nacido en ltalia de padre francés y madre ita-
liana. Fue un nifio prodigio y se convirtié en pro-
fesor en Turin a la tierna edad de 19 afios.
Lagrange hizo grandes contribuciones a la teoria
de nimeros, teoria de las funciones, teorfa de
las ecuaciones y a la mecéanica celeste y
analitica. En particular, aplicé el calculo en el
anélisis de la estabilidad del sistema solar. Por
invitacion de Federico el Grande, sucedi6 a
Euler en la Academia de Berlin y, cuando
Federico muri6, Lagrange aceptd la invitacion a
Paris del rey Luis xvi, donde recibié apartamentos
en el Louvre y un cargo de profesor en la
Escuela Politécnica. A pesar de todos los lujos y
la fama, era un hombre tranquilo, viviendo sélo
para la ciencia.

APLICACIONES DE LA DERIVADA

DEMOSTRACION ~ Aplicamos el teorema de Rolle a una nueva funcién 4 definida como la
diferencia entre f'y la funcién cuya grafica es la recta secante AB. Mediante la ecuacion 3,
vemos que la ecuacién de la recta AB puede escribirse como

y -l = L0 LD (g
a
0 como y=f(a)+w0c—a)
Asi, como se muestra en la figura 5,
W) = £ - fly - D=L (g
@ b—a

Primero, debemos verificar que / satisface las tres hipétesis del teorema de Rolle.

1. La funcidn & es continua sobre [a, b] porque es la suma de £y una funcién polino-
mial de primer grado, ambas continuas.

2. La funcién & es derivable sobre (a, b) porque f'y la funcién polinomial de primer
grado son derivables. De hecho, podemos calcular 4" directamente de la ecuacion 4:

f(b) ~ f(a)
b

—da

h'(x) = f'(x) =

(Note que f(a) y [ f(b) — f(a)]/(b — a) son constantes.)

] ) = @) — 1) — L= (g —
) = 1) — fia) — LE=LD

=f®) = fla) = [f(b) — fl@] =0
Por tanto, h(a) = h(b).

Dado que £ satisface las hipétesis del teorema de Rolle, que sefiala que existe un niime-
ro x = c en (a, b) tal que h'(c) = 0, entonces se tiene

0= hie) = fie) - LE-LD

I FZEINE] Para ilustrar el teorema del valor medio con una funcién especifica,
consideremos f(x) = x> — x, a = 0, b = 2. Puesto que f es una funcién polinomial,
es continua y derivable para toda x, asi que es ciertamente continua sobre [0, 2] y
derivable sobre (0, 2). Por tanto, por el teorema del valor medio, existe un nimero

x = cen (0, 2) tal que

f2) = f(0) =f"(c)2 — 0)
Ahora, f(2) =6, f(0) =0y f'(x) = 3x> — 1, asi que la ecuacion resulta

6=0Cc*—1)2=06c>—2



Y y=x—x
B
0 i
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FIGURA 6
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que da ¢* = ;—‘, esto es, ¢ = i2/\/§. Pero x = ¢ debe estar en (0, 2), asi que ¢ = 2/\/§
La figura 6 ilustra este calculo: la recta tangente en este valor de x = ¢ es paralela a la
recta secante OB. ||

I FZEIGER Si un objeto se mueve en linea recta de acuerdo con la funcién posicién
s = f(t), entonces la velocidad promedio entre t = ay t = b es

fb) — fla)
b—a

y la velocidad en t = c es f'(c). Asi, el teorema del valor medio (en la forma de la ecuacién
1) nos indica que en algiin momento ¢t = ¢ entre a y b la velocidad instantanea f'(c) es
igual a la velocidad promedio. Por ejemplo, si un automévil viajaba 180km en 2 horas,
entonces el velocimetro debe tener una lectura de 90km/h por lo menos una vez.

En general, el teorema del valor medio puede interpretarse diciendo que existe un
nimero en el cual la razén de cambio instantdneo es igual a la razén de cambio promedio
a lo largo de un intervalo. |

El principal significado del teorema del valor medio es que nos permite obtener infor-
macién acerca de una funcién a partir de aquella acerca de su derivada. En el caso siguiente
se proporciona un ejemplo de este principio.

I FFEEER Suponga que £(0) = —3 y f'(x) < 5 para todos los valores de x. ;Qué
tan grande puede ser f(2)?

SOLUCION Partimos del hecho de que fes derivable (y, por tanto, continua) en todo
su dominio. En particular, podemos aplicar el teorema del valor medio en el intervalo
[0, 2]. Existe un ndmero x = c¢ tal que

f2) = f(0) =f"(c)2—0)
asi que fQ2)=f0)+2f(c)=—-3+2f'(c)

Tenemos que f'(x) < 5 para toda x, asi que, en particular, sabemos que f'(c) < 5.
Multiplicando ambos lados de esta desigualdad por 2, tenemos 2f'(c) =< 10, asi que

fQ)=-3+2f(c)=-3+10=7
El mayor valor posible para f(2) es 7. |

El teorema del valor medio puede utilizarse para establecer algunos de los hechos basi-
cos del Calculo Diferencial. Uno de estos hechos basicos es el siguiente teorema. Otros se
encontrardn en las secciones siguientes.

E] Teorema Sif'(x) = 0 para toda x en un intervalo (a, b), entonces f es constante
en (a, b).

DEMOSTRACION ~ Sean x; y x, dos ndmeros cualesquier en (a, b), con x; < x,. Dado que
S es derivable sobre (a, b), debe ser derivable sobre (x, x,) y continua sobre [x;, x,].
Aplicando el teorema del valor medio a f sobre el intervalo [x,, x,], obtenemos un
nimerox =ctalque x; <c < x,y

@ flx2) = fa) = f'()(x2 — x1)
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Puesto que f'(x) = 0 para toda x, tenemos f’(c) = 0, asi que la ecuacién 6 resulta
fG2) =f(x) =0 o flx2) =flx)

Por tanto, f tiene el mismo valor que cualesquiera dos nimeros x, y x, en (a, b). Esto
significa que f'es constante sobre (a, b). |

E] Corolario Si f'(x) = g'(x) para toda x en un intervalo (a, b), entonces f — g es
constante sobre (a, b); esto es, f(x) = g(x) + ¢ donde ¢ es una constante.

DEMOSTRACION  Sea F(x) = f(x) — g(x). Entonces
F'(x) =f'(x) —g'(x) =0
para toda x en (a, b). Asi, por el teorema 5, f es constante; esto es, f — g es constante.
]
NOTA Cuidado al utilizar el teorema 5. Sea

f(x):i:{l si x>0

|x ~1 six<0

El dominio de fes D = {x | x # 0} y f'(x) = 0 para toda x en D. Pero f, evidentemente, no
es una funcion constante. Esto no contradice el teorema 5 porque D no es un intervalo.
Observe que f es constante sobre el intervalo (0, %) y también sobre el intervalo (—o, 0).

m Demuestre la identidad tan~'x + cot™' x = /2.

SOLUCION Aungque no es necesario utilizar el clculo para demostrar esta identidad, la
demostracién mediante €l es muy sencilla. Si f(x) = tan"'x + cot™! x, entonces

()=t~ =0
flx 1+ x2 1+ x2

para todos los valores de x. Por tanto, f(x) = C, una constante. Para determinar el valor
de C, ponemos x = 1 [porque podemos evaluar f(1) exactamente]. Entonces

_ —tan 'l +cot 'l =2y T _T
C=f(1)=tan 'l +cot™ 'l 1 1 >

Asi, tan~'x + cot™' x = /2. [
m Ejercicios
1-4 Verifique que la funcidn satisface las tres hipétesis del teorema 4. f(x) = cos 2x, [m/8,7m/8]

de Rolle en el intervalo dado. Después encuentre todos los nimeros
¢ que satisfacen la conclusién del teorema de Rolle.

1. f(x) =5 — 12x + 3x%  [1,3]
2 f(x) =x*—x*—6x+2, [0,3]

3 f(x) =+x —3x [0,9]

5. Sea f(x) = 1 — x*. Demuestre que f(—1) = f(1), pero no hay
ningin nimero x = ¢ en (—1, 1) tal que f'(c¢) = 0. ;Por qué no
contradice esto el teorema de Rolle?

6. Sea f(x) = tan x. Demuestre que f(0) = f(), pero no hay
ninglin nimero x = ¢ en (0, ) tal que f'(c) = 0. {Por qué
esto no contradice el teorema de Rolle?

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com



Técnicas de integracion

Fotograffa de Omega Centauri que
contiene varios millones de estrellas

y es el cimulo globular mas grande en
nuestra galaxia. Los astrénomos utilizan
estereograffa estelar para determinar

la densidad real de las estrellas en un
climulo estelar de la densidad (en dos
dimensiones) que puede ser analizada en
una fotograffa. En la seccion 7.8 se le
pedira evaluar una integral para estimar
la densidad aparente a partir de la
densidad real.

© 2010 Thomas V. Davis, www.tvdavisastropics.com

Con el teorema fundamental del cdlculo, podemos integrar una funcién si conocemos una
antiderivada; esto es, una integral indefinida. Aqui resumimos las integrales mds importantes
que hemos aprendido hasta ahora.

fx"dx=nxj:'1 +C (-1 f%dx=1n|x|+c
fe‘dx=e‘+C fa*dx:%
fsenxdx=fcosx+C fcosxdx=senx+C
fseczxdx =tanx + C fcsczxdx = —cotx + C
jsecxtanxdxzsecx-i—C J‘cscxcotxdxz—cscx+C
fsenhxdx=coshx+ C fcoshxdx= senhx + C
Jtanxdx=ln|secx|+C fcotxdx=ln\senx|+€

1 1 [« 1 o x
—_— = = - — _— = — >
fx2+a2dx atan <a>+C f rop— dx = sen <a>+C, a>0

En este capitulo desarrollamos técnicas para utilizar estas férmulas basicas de integracién
para obtener integrales indefinidas de funciones mas complicadas. En la seccién 5.5,
aprendimos el mas importante método de integracion, la regla de sustitucion. La otra técnica
general, la integracidn por partes, se presenta en la seccién 7.1. Después aprenderemos
métodos especiales para clases de funciones particulares, como funciones trigonométricas
y funciones racionales.

La integracién no es tan sencilla como la derivacién. No existen reglas que garanticen
absolutamente la obtencidn de una integral indefinida de una funcion, asi que discutiremos
una estrategia para la integracién en la seccién 7.5.

463
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m Integracion por partes

Cada regla de derivacién tiene una correspondiente regla de integracién. Por ejemplo,
a la regla de sustitucion para la integracion, le corresponde la regla de la cadena para la
derivacion. La regla de integracioén que le corresponde a la derivacion de un producto, se
llama integracion por partes.

La regla del producto establece que si f'y g son funciones derivables, entonces

d
25 W] =7(0g' () + g(x)f'x)
En la notacién para integrales indefinidas, esta ecuacidn se convierte en

[ g ) + g0 @) dx = F(x)g(x)

o bien, ff (x)g'(x) dx + f g(x) f'(x) dx = f(x)g(x)

Podemos reacomodar esta ecuacion como

] [ F0g@ dx = F(x)g) ~ [ g0 (x) dx

La féormula 1 se llama férmula para la integracion por partes. Tal vez sea mas facil
recordarla en la siguiente notacién: sea u = f(x) y » = g(x). Entonces, las diferenciales
son du = f'(x)dx y dv = g'(x)dx, asi que, por la regla de sustitucion, la férmula para la
integracion por partes se transforma en

@ Judu=m)—jvdu

214 JLES Encuentre f X sen x dx.

SOLUCION CON LA FORMULA 1 Supongamos que elegimos f(x) = x y ¢’(x) = sen x.
Entonces f'(x) = 1 y g(x) = —cos x. (Para g podemos elegir cualquier antiderivada de
g'.) Asi, utilizando la férmula 1, tenemos

FO9) = [ g0f(x) dx

fxsenxdx

x(—cos x) — f (—cos x) dx

—xcos x + jcosxdx
= —xcosx +senx + C

Es muy aconsejable verificar derivando la respuesta. Si lo hacemos, obtendremos x sen x,
como es de esperarse.
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- CON LA FORMULA 2 Sea
Es atil utilizar el patrén
w=0 dv=0 u=x dv = sen x dx

du=1010 v=0

Entonces du = dx v —COS X

asi que
q u dv u v v du

—_—

fxsenxdx =fx sen xdx = x (—cos x) — f(—cosx) dx

= —Xxcosx + jcosxdx

= —xcosx +senx + C |

NOTA Nuestro objetivo al utilizar la integracidn por partes es obtener una integral mas
sencilla que la original. Asi, en el ejemplo 1, la original es J x sen x dx y la expresamos
en términos de la integral mds sencilla f cos x dx. Si hubiéramos elegido u = sen x y dv =
x dx, entonces du = cos x dx y v = x*/2, por lo que la integral por partes da

2

1
fxsenxdx= (senx)x— - —fxzcosxdx
2 2

Aunque esto es cierto, f x*cos x dx es una integral més dificil que la que queremos
resolver. En general, cuando decidimos escoger u y dv, usualmente tratamos de elegir
u = f(x) de manera que resulte facil de derivar (o al menos no tan complicada), y que
dv = ¢g'(x) dx sea fécil de integrar para obtener v.

i EEETA Evade | Inx dx.
SOLUCION Aqui no tenemos opciones para u 'y dv. Sea

u=1Inx dv = dx

Entonces du = —dx V=X
X

Integrando por partes obtenemos
dx
jlnxdexlnx - fx—
X

Se acostumbra escribir | 1 dx como [ dx. =xlnx — f dx

Verifique su respuesta derivando. =xlnx—x+C

La integracién por partes es eficaz en este ejemplo porque la derivada de la funcién
f(x) = In x es mds sencilla que f. =

I EEIEGE Encuentre | 12’ dr.

SOLUCION Observe que 2 resulta mds sencilla cuando la derivamos (mientras que ¢' no
cambia si la derivamos o la integramos), asi que elegimos

u =t dv = e'dt

Entonces du = 2tdt v=ce'
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En el ejercicio 50 del apéndice H, se da un
método més fécil, utilizando nimeros
complejos.

La figura 1 ilustra el ejemplo 4 con la gréficas de

F(x) = e*sen xy F(x) = 3e*(sen x — cos x).

Como verificacion visual de nuestro trabajo,
note que f(x) = 0 cuando F tiene un maximo
0 un minimo.

12

FIGURA 1

La integracién por partes nos da
(3] ftze’ dt = t?e' — ZJ te' dt

La integral que hemos obtenido, f te' dt, es mas sencilla que la original; pero atin no estd
resuelta porque no tiene solucién inmediata. Es necesario utilizar la integracién por
partes por segunda vez, haciendo u =ty dv = e’ dt. Entonces du = dt,v =¢€'y

jte’dl = te' — fe’dt
=te' —e' + C

Poniendo esto en la ecuacion [3], obtenemos

j t2e'dt = t?e' — 2 f te' dt
= t2e' — 2(te' — e' + C)

= f2e' — 2te' + 2¢' + C, donde C; = —2C

M EEY] Evalie j e*sen x dx.

SOLUCION Ni e' ni sen x se simplifican cuando se derivan, pero de cualquier manera
intentamos eligiendo u = e*y dv = sen x dx. Entonces du = e* dx 'y v = —cos x, asi que
la integracién por partes da

@ fe*senxdx = —e*cos x + je)‘cos xdx

La integral que obtenemos, J e cos x dx, no es mds sencilla que la original, pero al
menos no es mds dificil. Habiendo tenido éxito en el ejemplo anterior al integrar por
partes dos veces, perseveramos e integramos por partes nuevamente. Esta vez utilizamos
u= ey dv=cosxdx. Entonces du = e*dx,v =senxy

(5] fe*cosxdx=e"senx—fe"senxdx

A primera vista parece que no hemos avanzado mucho, porque hemos llegado a
| e*sen x dx, que es de donde partimos. Sin embargo, si sustituimos la expresién
para | e*cos x dx de la ecuacién 5 en la ecuacion 4 obtenemos

je‘”senxdx = —e*cosx + e*senx — fe*senxdx

Esto puede verse como una ecuacién que se resuelve para la integral incégnita. Sumando
J‘ e’ sen x dx a ambos lados, obtenemos

ZJ e‘senxdx = —e*cos x + e“senx

Dividiendo entre 2 y sumando la constante de integracion, resulta

1
fe*senxdx =se'(senx — cos x) + C



Ya que tan~'x = 0 para x = 0, la integral del
ejemplo 5 puede interpretarse como el drea de
la regién que se muestra en la figura 2.

y=tan 'x

FIGURA 2

La ecuacion 7 se llama férmula de reduccion
porque el exponente n se reducean — 1
yn—2.
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Si combinamos la férmula para la integracion por partes con la parte 2 del teorema fun-
damental del calculo, podemos evaluar integrales definidas por partes. Evaluando ambos
lados de la formula 1 entre a y b, suponiendo que f’ y g’ son continuas, y utilizando el
teorema fundamental del calculo, obtenemos

(6] [ g dx = rgal; = [ g3 ax

EELNE Calcule J.O] tan”x dx.

SOLUCION Sea

u = tan 'x dv = dx
dx
Entonces du = —— v=x
1+x

Asi que la férmula 6 da

I T ox
f tan” x dx = x tan x]o—f ——dx
0 o1 +x

1-tan"'1 —O'tan_lo—fl%dx
o1+ x

T X
4 f01+x2 *

Para evaluar esta integral utilizamos la sustitucién ¢t = 1 + x* (ya que u tiene otra conno-
tacién en este ejemplo). Entonces df = 2x dx, asi que xdx = 3 dt. Cuando x = 0, r = 1;
cuando x = 1, t = 2; asi que

1 2dt

1 X 2
folszdXZz t—%ln|f|]1

1

M(n2—-1Inl)=3In2

1 o _m X _ T In2
Por tanto, fo tan~ x dx 4 jo —1 e dx 7 —2 [

23O Demuestre la siguiente formula de reduccion

1 _ n— _
f sen"xdx = ——cos x sen"”'x + f sen" x dx
n
donde n = 2 es un nimero entero.
SOLUCION Sea
u = sen" 'x dv = sen x dx

Entonces du = (n — 1) sen" 2x cos x dx V= —COSX
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asi que la integracién por partes da
f sen"x dx = —cos xsen” 'x + (n — 1) j sen” %x cos’x dx
Dado que cos’x = 1 — sen’x tenemos
f sen"xdx = —cos xsen" 'x + (n — 1) j sen" xdx — (n — 1) f sen"x dx

Como en el ejemplo 4, resolvemos esta ecuacion para la integral deseada tomando el
dltimo término del lado derecho y pasiandolo al lado izquierdo:

nj sen"xdx = —cos xsen" 'x + (n — 1) f sen" %x dx

1 _ n _
o bien f sen"x dx = ——cos x sen" 'x + f sen" 2x dx ]
n

La férmula de reduccién | 7] es util porque, al utilizarla repetidamente, podemos expresar
| sen"x dx en términos de | sen x dx (si n es impar) o [ (sen x)’dx = [ dx (si n es par).

m Ejercicios

1-2 Evalte las siguientes integrales utilizando integracion por 13 f fsec 2r di 14 f $2° ds
partes con las elecciones de u y dv indicadas.

2 . _ .2
1. jx Inxdr; w=Inx, dv=x"dx 15. f(lnx)zdx 16. flsenhmldt
2. Jm9cos0d0; u=0, dv=cos6do .
17. | ¢ sen 30 do 18. [ e cos 2046
3-36 Evalde las siguientes integrales. 19. J 2307 dz 20. f X tantx dx
3. J X cos 5x dx 4, f ye 2 dy
xe2x s
21. fizdx 22. f (arcsen x)* dx
(1 + 2x)
5. f te > dt 6. f (x — 1) sen 7x dx
R 23. fl/zx cos mx dx 24, f] (x*+ e dx
1. J (x* + 2x) cos x dx 8. f t? sen Bt dt 0 0
1 9oIny
3 -1 25. | tcoshtdt 2. | ——dy
9. fln\/;dx 10. fsen xdx fn “ Jy
1. f arctan 41 dr 12, j pSlnpdp 21. f PIn rdr 28. f:”rz sen 21 dr

Se requiere calculadora graficadora o computadora 1. Tareas sugeridas disponibles en stewartcalculus.com
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1y Vel c) Utilice el inciso a) para demostrar que, para potencias
29. fo e dy 30. fl arctan(1/x) dx impares del seno,

12 2 (In x)? (T2 _ 246 2n
31. | cosx dx 2| dx | sen "t dx 357 @+ D

50. Demuestre que, para funciones pares del seno,
33. f cos x In(sen x) dx

3
1 r
3. fo =

3. | x(n? dx 36. | e*sen(t — ) ds "
1 0
51-54 Utilice la integracién por partes para demostrar las siguientes
37-42 Empiece eligiendo una sustitucion y después utilice férmulas de reduccién.

integracién por partes para evaluar las siguientes integrales. .
51. j (In x)"dx = x(In x)" — nJ (In x)" 'dx

37. J cos v/x dx 38. f e dt
= 52. J x"e*dx = x"e* — njx”"exdx
39, fl 0° cos(6*) d 40. f”em“sen 2t dr
V2 0
53 Jtan”x dx = tan” x _ ftan”’zx dx (n#1)
M. fxln(l + x) dx 42, f sen(In x) dx ) n—1
tan x sec" > -2
54, jsec”x dx = ol AR J sec" xdx (n#1)
n—1 n—1
43-46 Evalde las siguientes integrales indefinidas. Ilustre y
verifique que su respuesta sea razonable, graficando la funciones ‘
y su antiderivada (tome C = 0). 55. Utilice el ejercicio 51 para encontrar | (In x)’ dx.
43. f xe *dx 44. f x3% In x dx 56. Use el ejercicio 52 para encontrar f x‘e* dx.
r 57-58 Encuentre las siguientes dreas de la regién limitada por las
3 2 2
45, fx V14 x?dx 46. J x“sen 2x dx curvas dadas.
57. y=xInx, y=4Inx 5. y=x%", y=uxe "

47. a) Utilice la férmula de reduccién del ejemplo 6 para

d t
erostrar que {4 59-60 Utilice una grafica para aproximar la coordenada x de los

puntos de interseccion de las curvas dadas. Después encuentre

X sen2x
- Cc (aproximadamente) el drea de la regién limitada por las curvas.

2 -
fsenxdx > 7

. . . . 59. y = arcsen(3x), y =2 —x’
b) Utilice el inciso a) y la férmula de reduccion para evaluar

| sen’x dx. 60. y=xIn(x + 1), y=3x—x>
48. a) Demuestre la férmula de reduccion

61-63 Utilice el método de los cascarones cilindricos para encontrar
1 J cos" 2x dx el volumen generado al rotar la region limitada por las curvas dadas
alrededor de los ejes especificados.

1 n
f cos"x dx = —cos" 'x sen x +
n

b) Utilice el inciso a) para evaluar | cosfx dx. 61. y = cos(mx/2), y=0, 0 <x<1; alrededor del eje y
¢) Use los incisos a) y b) para evaluar | cos*x dx.

49. a) Utilice la formula de reduccién del ejemplo 6 para 62. y=e¢', y=e" x=1; alrededordelejey

demostrar que

63. y=¢", y=0, x=—1, x=0; alrededordex =1
) - 1 Ky
fo " sen"x dx = ———~ fo " sen"?x dx
n
64. Calcule el volumen generado al rotar la regién limitada por las
donde n = 2 es un entero. curvas y = In x, y = 0 y x = 2 alrededor de cada eje.
b) Utilice el inciso a) para evaluar [;"* sen®x dx y [/* sen’x dx. a) el ejey b) el eje x
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65.

66.

67.

68.

69.

170.

n.
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Calcule el valor promedio de f(x) = x sec’x sobre el intervalo
[0, 7r/4].

Al acelerar, un cohete quema combustible de manera que su
masa disminuye con el tiempo. Supongamos que la masa
inicial del cohete al despegar (incluyendo su combustible)
es m, el combustible se consume con una rapidez r, y los
gases de escape son expulsados con velocidad constante v,
(respecto al cohete). Un modelo para la velocidad del cohete
en el tiempo ¢ estd dado por la ecuacion

m —rt

v(f) = —gt — veln

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y 7 no es
demasiado grande. Si g = 9.8 m/s?, m = 30000kg, r = 160kg/s
y v, = 3000m/s, encuentre la altura del cohete un minuto
después del despegue.

Una particula se mueve a lo largo de una linea recta a una velo-
cidad v(f) = t?¢~" metros por segundo después de ¢ segundos.
(Qué tan lejos llegard después de ¢ segundos?

Si f(0) = ¢g(0) = 0y f”y ¢g” son continuas, demuestre que
[ F(09"() dx = f@g'@) — Fl@gla) + [ ()9(x) dx

Suponga que f(1) =2, f4) =T7,f' (1) =5,f'(4) =3y f"es
continua. Encuentre el valor de |;‘ xf"(x) dx.

a) Ultilice integracion por partes para demostrar que

J‘f(x) dx = xf(x) — J xf'(x) dx

b) Sify g son funciones inversas y f* es continua, demuestre que

fjf(x) dx = bf(b) — af(a) — J‘f(b)

@ 90) dy
[Sugerencia: utilice el inciso a) y haga la sustitucién
y=fx).]

¢) En el caso donde f'y g son funciones positivas y b > a > 0,
dibuje un diagrama para dar una interpretaciéon geométrica
del inciso b).

d) Utilice el inciso b) para evaluar |]‘ In x dx.

Utilizando cascarones cilindricos, obtuvimos la férmula 6.3.2,
V = ["2arx f(x) dx, pero ahora podemos utilizar integracion
por partes para demostrarla por medio del método de las
rebanadas de la seccidén 6.2, al menos para el caso en el que f
€s uno a uno y, por tanto, tiene una funcion inversa g.

Recurra a la figura para demostrar que

V= mb*d — ma’c — fj wlg(y)]*dy

Haga la sustitucion y = f(x) y después utilice integracién por
partes sobre la integral resultante, para demostrar que

V= jb 27rx f(x) dx

72. Seal, = J‘”/ % sen"x dx.

0
a) Demuestre que Ly < Ly < b,
b) Utilice el ejercicio 50 para demostrar que

I2,,+2 _ 2n + 1
Izn 2n + 2

c) Use los incisos a) y b) para demostrar que

2n + 1 iy
< <
2n + 2 Izn

y deducir que lim,, . Ly1/h, = 1.
Utilice el inciso c) y los ejercicios 49 y 50 para demostrar
que

d

=

2n 2n _m
2n—1 2n+1 2

lim — -

n—o |

2.2
3

W&

46,6
55 7

Usualmente, esta formula se expresa como el producto
infinito

7T = 2 . 2 . 4 . 4 @ — 8 —— & s e

2 1 3 3 5
y se conoce como el producto de Wallis.

e) Construimos rectdngulos como los siguientes: empezamos
con un cuadrado de drea 1 y le adjuntamos alternativamente
rectdngulos de drea 1 junto al rectdngulo anterior o encima
de éste (véase la figura). Encuentre el limite de las razones del
ancho y la altura de estos rectdngulos.

F—— g ——

L
|
|
1]
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m Integrales trigonomeétricas

En la figura 1 se muestra la grafica del
integrando sen’x cos’x del ejemplo 2y
su integral indefinida (con C = 0). ;Cudl es

cual?
0.2
—1T
-0.2
FIGURA 1

En esta seccion utilizaremos identidades trigonométricas para integrar ciertas combinacio-
nes de funciones trigonométricas. Empezamos con las potencias del seno y el coseno.

EEIGEY Evalde j cos’x dx.

SOLUCION No es ttil sustituir simplemente u = cos x, ya que entonces du = —sen x dXx.
Para integrar potencias del coseno, necesitamos un sen x como factor extra. Del mismo
modo, una potencia del seno requiere un cos x como factor adicional. Debido a esto,
podemos separar un factor coseno y convertir el factor restante cos’x en una expresion que
involucre al seno, utilizando la identidad sen’x + cos*x = 1:

cos®x = cosx - cos x = (1 — sen’x) cos x
Con esto podemos evaluar la integral sustituyendo # = sen x, du = cos x dx y, asi
f cos’x dx = j cosx + cos x dx = f (1 — sen’x) cos x dx
=f(1 —ut)du=u—zu’+C
=senx — isen’x + C [

En general, intentamos escribir una integral que involucra potencias de seno y coseno
en una forma en la que haya sélo un factor seno (y el resto de la expresién en términos del
coseno) o s6lo un factor coseno (y el resto de la expresion en términos del seno). La iden-
tidad sen’x + cos?’x = 1 posibilita esta conversion entre potencias pares del seno y el
coseno, una en términos de otra.

M EBELE Encuentre f sen’x cos’x dx.

SOLUCION Podriamos convertir cos’x a 1 — sen’x, pero se tendria una expresion en
términos de sen x sin ningun factor extra cos x. En cambio, si separamos un solo factor
seno y reescribimos el factor restante sen*x en términos de cos x:

sen’x cos®x = (sen’r)* cos’x sen x = (1 — cos*r)* cos’x sen x

Sustituyendo u = cos x, tenemos du = —sen x dx, asi que
j sen’x cos’x dx = f (sen’x)? cos’x sen x dx
= f (1 — cos*x)*cos’x sen x dx
= f (1 — u*)*u(—du) = —f (w? — 2u* + u®) du
(2t

3 5 7

1 2 1
= —zcos’x + scos’x —5cos’x + C [
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El ejemplo 3 muestra que el drea de la region
en la figura 2 es /2.

1.5

y=sen’ x

—0.5

FIGURA 2

En los ejemplos anteriores, una potencia impar del seno o el coseno nos permiten
separar un factor y el resto convertirlo en una potencia par. Si el integrando contiene
potencias pares del seno y el coseno, esta estrategia falla. En este caso, podemos aprove-
char las siguientes identidades del dngulo medio (veanse las ecuaciones 17b y 17a en el
apéndice D):

sen’x = 3(1 — cos 2x) y cos’x = 2(1 + cos 2x)

ks
(v || EJEMPLO 3 | Evaluef sen’x dx.
0

SOLUCION Si escribimos sen*x = 1 — cos?x, no se facilita la evaluacién de la integral. Sin
embargo, utilizando la féormula del dngulo medio para sen’x, tenemos

jv sen’r dx = 1 J.W (1 — cos 2x) dx
0 0

= [3(x = Ssen 20)[§

%( —%sen277)—é( —%sen0)=%7'r

Observe que hicimos mentalmente la sustituciéon u = 2x cuando integramos cos 2x.
En el ejercicio 47 de la seccion 7.1, vimos otro método para evaluar esta integral.

4[N Encuentre f sen*x dx.

SOLUCION Esta integral podria evaluarse utilizando la férmula de reduccién para

J‘ sen"x dx (ecuacién 7.1.7) junto con el ejemplo 3 (como en el ejercicio 47 de la seccion
7.1), pero un mejor método es expresar sen*x = (sen’x)’ y utilizar la férmula del angulo
medio:

j sen*x dx = J (sen*x)*dx

1_ 2
=J( cos2x> dx
2

= if (1 — 2 cos2x + cos?2x) dx
Ya que vuelve a aparecer cos?2x, usamos otra vez la férmula del dngulo medio

cos?2x = 3(1 + cos 4x)
lo cual da
f sen*x dx = %j [1 — 2cos2x + 2(1 + cos 4x)] dx
= ij(% — 2cos2x + %cos4x)dx
1

=;(%x—sen2x+ésen4x)+c |

Para resumir, proporcionamos una guia para evaluar integrales de la forma
j sen”x cos"x dx, donde m = 0 y n = 0 son nimeros enteros.
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Estrategia para la evaluacion de ‘ sen”x cos"x dx

a) Si la potencia del coseno es impar (n = 2k + 1), extraemos un factor coseno y
utilizamos cos>x = 1 — sen’x para expresar los factores restantes en términos del
seno:

f sen"x cos* 'x dx = f sen”x (cos*x)Fcos x dx
= f sen”x (1 — sen’v)*cos x dx

Después sustituimos u = sen x.

b) Si la potencia del seno es impar (m = 2k + 1), extraemos un factor seno y
usamos sen’x = 1 — cos?x para expresar los factores restantes en términos
del coseno:

f sen’*"x cos"x dx = j (sen®x) cos"x sen x dx
= j (1 — cos’x)*cos"x sen x dx

Después sustituimos u = cos x. [Observe que si la potencia de ambos, seno y
coseno, es impar, puede utilizarse a) o b).]

c¢) Si las potencias de ambos, seno y coseno, son pares, utilizamos las identidades
del dangulo medio

sen’x = 2(1 — cos 2x) cos’x = 2(1 + cos 2x)
Algunas veces es util utilizar la identidad

1
sen x cos x = ;sen 2x

Podemos aplicar una estrategia similar para evaluar integrales de la forma

J' tan”x sec”x dx. Dado que (d/dx) tan x = sec’x, podemos separar un factor sec’x y con-
vertir la potencia restante (par) de la secante a una expresion que involucra la tangente,
utilizando la identidad sec’x = 1 + tanx. O bien, puesto que (d/dx) sec x = sec x tan x,
podemos separar un factor sec x tan x y convertir la potencia restante (par) de la tangente
a secante.

M EELNE Evalde f tan®x sec’x dx.

SOLUCION Si separamos un factor sec’x, podemos expresar el factor restante sec’x en
términos de la tangente utilizando la identidad sec’x = 1 + tan’x. Entonces, podemos
evaluar la integral sustituyendo # = tan x y du = sec’x dx:

j tan®x sec*x dx = f tan®x sec’x sec’x dx
= f tan®s (1 + tan*x) sec’x dx

= [ ut + w?)du = | @ + u*)du

u

——+—+C
79

=ltan’x + Stan’x + C (]
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m Encuentre f tan’6 sec’d d6.

SOLUCION Si separamos un factor sec’d, como en el ejemplo anterior, nos queda un
factor sec®@ que no se convierte con facilidad a tangente. Sin embargo, si separamos

un factor sec 6 tan 6, podemos convertir la potencia restante de la tangente en una
expresion que involucra sélo a la secante, por medio de la identidad tan*6 = sec?6 — 1.
Asi, la integral puede evaluarse sustituyendo u = sec 6, de modo que du = sec 6 tan 6 d6:

f tan’0 sec’6 df = j tan*d sec®d sec 0 tan 0 d0
= j (sec? — 1)*sec®d sec O tan 6 d6
= j (w* — 1)*uldu

= j @' — 2u® + u®)du

M e e
11 9 7
= sec''@ — 3sec’d + 1sec’d + C [

Los ejemplos anteriores muestran estrategias para evaluar integrales de la forma
[ tan"x sec"x dx para los dos casos que aqui se resumen.

Estrategia para la evaluacion de J tan”x sec”x dx

a) Si la potencia de la secante es par (n = 2k, k = 2), extraemos un factor sec’x y
utilizamos sec’x = 1 + tan’v para expresar los factores restantes en términos
de tan x:

f tan"x sec*x dx = f tan™x (sec’x)* 'sec’x dx
= j tan"x (1 + tan’x)* 'sec’r dx

Después sustituimos u = tan x.

b) Si la potencia de la tangente es impar (m = 2k + 1), extraemos un factor
sec x tan x y utilizamos tan’x = sec’x — 1 para expresar los factores restantes
en términos de sec x:

f tan**"x sec’x dx = f (tan*v)*sec” 'x sec x tan x dx

= f (sec’x — 1)*sec" !x sec x tan x dx

Después sustituimos u = sec x.

Para otros casos, no hay guias claras. Podemos necesitar identidades, integracion por
partes y, ocasionalmente, un poco de ingenio. Algunas veces serd necesario integrar tan x



La formula 1 fue descubierta por James Gregory
en 1668 (véase su biografia en la pagina 199).
Gregory utilizé esta férmula para resolver un
problema en la elaboracion de tablas nduticas.
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utilizando la férmula establecida en (5.5.5):

jtanxdx=ln|secx| +C

También necesitamos la integral indefinida de la secante:

(1] fsecxdx=ln|secx+tanx|+C

Podriamos verificar la féormula 1 derivando el lado derecho, o como sigue. Primero multi-
plicamos el numerador y el denominador por sec x + tan x:

sec x + tan x
fsecxdx = f secx———dx
sec x + tan x

j sec’x + sec x tan x
= X

sec x + tan x

Si sustituimos u = sec x + tan x, entonces du = (sec x tan x + sec’x) dx, por lo que la
integral resulta | (1/u) du = In |u| + C. Asi, tenemos

fsecxdx=ln|secx+tanx| +C

FFETINEA Encuentre j tan’x dx.

SOLUCION Aqui s6lo aparece tan x, asi que utilizamos tan’x = sec’x — 1 para reescribir
un factor tan’x en términos de sec?x:

J tan’x dx = f tan x tan’x dx = f tan x (sec’x — 1) dx
= f tan x sec’x dx — f tan x dx

tan’x
- —1Inl|secx| +C

En la primera integral sustituimos mentalmente # = tan x, de modo que du = sec’x dx.
[ ]

Si aparece una potencia par de la tangente con una potencia impar de la secante, es titil
expresar el integrando completamente en términos de la sec x. Las potencias de la sec x
pueden requerir integracion por partes, como se ve en el siguiente ejemplo.

3 [J0EE Encuentre j sec’x dx.

SOLUCION Aqui, podemos integrar por partes con

u = secx dv = sec’x dx

du

sec x tan x dx v =tanx
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