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Prefacio

Matematicas IV, Algebra lineal es una adaptacién del muy reconocido Fundamentos
de dlgebra lineal de Ron Larson. La adaptacién fue hecha por el maestro Joel Ibarra del
Instituto Tecnoldgico de Toluca para el uso del texto segtin las necesidades y requisitos de
los planes de estudio de las sedes del Tecnoldgico Nacional de México. Este libro incluye
una completamente nueva unidad 1 con ejemplos, ejercicios y seccién de proyectos. Adi-
cionalmente, en esta entrega se han mejorado por completo varios capitulos del libro y se
han agregado y actualizado ejercicios, ejemplos, casos y definiciones en todas sus seccio-
nes. A la vez que ha sido completamente replanteado, el volumen conserva, amplia y da
énfasis a los ejercicios y al sistema que ha dado tanto reconocimiento a los libros de su
autor original, haciéndolo mds enfocado sin perder valor.

Este libro cuenta, ademads de con tres capitulos adicionales en CengageBrain, con una
serie de recursos para el profesor, los cuales estdn disponibles tinicamente en inglés y solo
se proporcionan a los docentes que lo adopten como texto en sus cursos. Para mayor infor-
macidn, pdngase en contacto con el drea de servicio al cliente.

Al igual que los recursos impresos adicionales, las direcciones de los sitios web sefia-
ladas a lo largo del texto, y que se incluyen a modo de referencia, no son administradas
por Cengage Learning Latinoamerica, por lo que esta no es responsable de los cambios y
actualizaciones de las mismas.

Vii
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3.1 Operaciones con matrices 47

3.1 Operaciones con matrices

COMENTARIO

La frase “si y solo si” significa
que la expresion es valida en

ambas direcciones. Por
ejemplo, “p siy solo si q”

quiere decir que p implica a g

y q implica a p.

>

Determinar si dos matrices son iguales.

Sumar y restar matrices y multiplicar una matriz por un escalar.
Multiplicar dos matrices.

Usar matrices para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Particionar una matriz y escribir una combinacién lineal de vectores
columna.

OPERACIONES CON MATRICES

En la seccidn 2.2 usted utiliz6 matrices para resolver sistemas de ecuaciones lineales. Este
capitulo introduce algunos fundamentos de teoria de matrices y aplicaciones adicionales
de matrices.

Por un acuerdo matemadtico comun, las matrices se pueden representar en alguna de
las siguientes tres formas:

1. Una matriz puede denotarse por una letra mayudscula como A, Bo C
2. Una matriz puede denotarse por un elemento representativo escrito entre corchetes [a;],
3. Una matriz puede denotarse por un arreglo rectangular de niimeros

ay;  dyp a,
ay Ay ayy,
am 1 am2 amn

Como se menciond en la unidad 2, las matrices en este texto son fundamentalmente matri-
ces reales. Es decir, sus elementos son nimeros reales.
Decimos que dos matrices son iguales si sus elementos correspondientes son iguales.

Definicion de la igualdad de matrices

Dos matrices A = [a;] y B = [b;j] son iguales si tienen el mismo tamafio (m X n) y

a;=bsparal =i=myl=j=n.

EJEMPLO 1 Igualdad de matrices

Considere las cuatro matrices

A R S

Las matrices A y B no son iguales, ya que tienen diferente tamafio. De manera similar, B
y C tampoco lo son. Las matrices A y D son iguales si y solo si x = 3. .

Una matriz que solo tiene una columna, como la matriz B del ejemplo 1, se denomina
matriz columna o vector columna. De manera similar, una matriz que solo tiene un renglén,
como la matriz C del ejemplo 1, se denomina matriz renglén o vector rengléon. A menudo se
utilizan letras negritas minudsculas para designar matrices columna o renglén. En este caso,

2
la matriz A del ejemplo 1 puede dividirse en dos matrices columna a, = [ ﬂ ya,= [ 4] de la
siguiente manera.

N
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COMENTARIO

A menudo es conveniente
reescribir una matriz B como
cA, factorizando ¢ de cada uno
de los elementos de la matriz B.
Por ejemplo, el escalar % se ha
factorizado de la siguiente

matriz.
_g:| _ 1|:1 _3:|
12 :
2 5 1

NigT N|=

|
{>

Unidad 3 Matrices y determinantes

SUMA Y RESTA DE MATRICES Y MULTIPLICACION ESCALAR

Usted puede sumar dos matrices (del mismo tamafio) sumando sus elementos correspon-
dientes.

Definicion de suma de matrices

SiA = [a;] y B = [b;;] son matrices de tamafio m X n, entonces su suma es la matriz
de tamafiom X ndadaporA + B = [a; + by]. Paral =i=myl=j=n

La suma de dos matrices de diferente tamafo no esta definida.

EJEMPLO 2 Suma de matrices

| 2}+[ 1 3}:[ —1+1 2+3]:[ 0 5]
0 1 -1 2 0+ (=1 1+2 -1 3
0 1 -2 0 0 0 0o 1 -2
b) 1 2 3]+[0 0 0}_[1 2 3]
1 -1 0
ol|-3/+| 3|=]0 d) [2 ! O}Jr[ 0 l}noestédefinida.
5 5 0 4 0 -1 -1 3

Cuando trabajamos con matrices nos referimos a los nimeros reales como escalares.
Usted puede multiplicar una matriz A por un escalar ¢, multiplicando cada elemento de la
matriz A por el escalar c.

Definiciéon de la multiplicacion por un escalar

Si A = [a;] es una matriz de tamafio m X n'y c es un escalar, entonces el multiplo
escalar de A por c es la matriz de tamafio m X n dada por

cA = [cagl. Paral =i=myl =j=n

Podemos utilizar —A para representar el producto escalar (—1)A. Si A y B son del mismo
tamano, entonces A — B representa la sumade Ay (—1)B. EsdecirA —B=A + (—1)B.

EJEMPLO 3 Multiplicacion por un escalar y resta de matrices

Para las matrices A y B, determine a) 34, b) —Byc¢) 3A — B.

1 2 4 2 0 0
A=|-3 0 -1| y B=|1 -4 3
2 1 2 -1 3 2
SOLUCION
1 2 4 3(1)  3(2) 3(4) 36 12
a)34=3-3 0 —1|=|3(-3) 3000 3(-D|=|-9 o0 -3
2 1 2 32)  3(1) 3(2 6 3 6
2 0 0 -2 0 0
b) -B=(-1)] 1 -4 3|=|-1 4 -3
-1 3 2 1 -3 —2
36 12 0 0 1 6 12 B
O34 -B=|-9 0 -3|-| 1 -4 3[=|-10 4 -6
6 3 6 -1 3 2 7 0 4
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MULTIPLICACION DE MATRICES

La tercera operacion bésica es la multiplicacion de matrices. Para ver la utilidad de esta
operacion, considere la siguiente aplicacion, en la cual las matrices son de mucha ayuda
para organizar informacidn.

Un estadio de futbol tiene tres dreas concesionadas para locales comerciales, ubicadas
en el sur, norte y oeste del mismo. Los articulos méds vendidos son los cacahuates, los hot
dogs y los refrescos. Las ventas para cierto dia son registradas en la primera matriz abajo
y los precios (en ddlares) de los tres articulos aparecen en la segunda.

Numero de articulos vendidos

Cacahuates Hotdogs  Refrescos Precio de venta
Local sur 120 250 305 2.00 | Cacahuates
Local norte 207 140 419 3.00| Hotdogs
Local oeste 29 120 190 2.75| Sodas

Para calcular el total de ventas de los tres productos mds vendidos en el local sur, multi-
plique cada elemento en el primer renglon de la matriz de la izquierda por el precio corres-
pondiente en la matriz columna de la derecha y sume los resultados. Las ventas del local
sur son

(120)(2.00) + (250)(3.00) + (305)(2.75) = $1828.75 Ventas local sur
De manera similar, calculamos las ventas de los otros dos locales de la siguiente forma.

(207)(2.00) + (140)(3.00) + (419)(2.75) = $1986.25 Ventas local norte
(29)(2.00) + (120)(3.00) + (190)(2.75) = $940.50 Ventas local oeste

Los célculos anteriores son ejemplos de la multiplicacién de matrices. Usted puede
escribir el producto de la matriz de 3 X 3 indicando el nimero de articulos vendidos y la
matriz de 3 X 1 indicando los precios de venta, de la siguiente manera.

120 250 305]]2.00 1828.75
207 140 419]|3.00 | = | 1986.25
29 120 190 |[2.75 940.50

El producto de estas matrices es la matriz de 3 X 1, que nos da el total de las ventas por
cada uno de los tres locales.

La definicién general del producto de dos matrices mostrada abajo, se basa en las
ideas recién desarrolladas. A primera vista esta definicion puede parecer inusual, no obs-
tante, usted verd mds adelante que tiene muchas aplicaciones précticas.

Definicion de la multiplicacion de matrices

Si A = [ay] es una matriz de tamafio m X n'y si B = [b;] es una matriz de tamafio n
X p, entonces el producto AB es una matriz de tamafio m X p

AB = [c]
donde
n
Cij = Eaikbkj - ailblj + ai2b2j + ai3b3j t+ ot ainbnj'
=1

Paral=i=myl=j=p.

Esta definicién significa que el elemento en el i-ésimo renglén y en la j-ésima
columna del producto AB se obtiene al multiplicar los elementos del i-ésimo renglén de A
por los elementos correspondientes de la j-ésima columna de B y luego sumar los resulta-
dos. El siguiente ejemplo ilustra este proceso.
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Arthur Cayley
(1821-1895)

El matematico inglés Arthur
Cayley es reconocido por pro-
porcionar una definicion abs-
tracta de una matriz. Cayley
era egresado de la Universi-
dad de Cambridge y era abo-
gado de profesién. Comenzé
su revolucionario trabajo en
matrices mientras estudiaba
la teoria de transformaciones.
Cayley también fue funda-
mental para el desarrollo de
los determinantes (mismos
que se discuten en el capi-
tulo 3). Se reconoce a Cayley
y dos matematicos estadouni-
denses, Benjamin Peirce
(1809-1880) y su hijo, Char-
les S. Peirce (1839-1914), por
el desarrollo del “algebra
matricial.”

Unidad 3 Matrices y determinantes

EJEMPLO 4 Determinacion del producto de dos matrices

Encuentre el producto AB, donde

-1 3 i,
A=| 4 2| vy B=[ }
-4 1
5 0
SOLUCION

Primero, observe que el producto AB esta definido porque el tamafio de A es 3 X 2y el de
Bes?2 X 2. Ademads, el producto AB es de tamafio 3 X 2y tiene la forma

-1 3 3 ) 1 Cpo
4 =2 [_4 J =|cy
5 0 3 Cxp

Para determinar c;; (el elemento en el primer renglén y en la primera columna del pro-
ducto), multiplique los elementos correspondientes en el primer renglén de A y la primera
columna de B. Es decir

ey =(=D(=3) + (3)(-4) = -9
~

-1 3 m ;9» o
4 2 [_4 J |1
5 0 3 Cxp

Similarmente, para determinar ¢y, multiplique los elementos correspondientes en el primer
renglén de A y la segunda columna de B para obtener

e = (=D@) + (3)(1) =1

=1l 3 -9 1)
-3 2 .

4 =2 4 | =|cy
5 0 3 Cxpp

Siguiendo este patrén obtenemos los siguientes resultados.

ey = @)(=3) + (=2)(-4) = —4
cp=@02) +(=201) = 6
e = )(=3) + (0)(-4) =—1I5
e = (5)2)  +(0)(1) = 10
El producto es
-1 3 -9 1
S P SR B
5.0 —-15 10 ]

Asegurese de entender que el producto de dos matrices estd definido cuando el
nimero de columnas de la primera matriz es igual al nimero de renglones de la segunda
matriz; es decir,

A B = AB.
mxn nxp mxp
+
igual
tamano
de AB

Asi, el producto BA de las matrices del ejemplo 4 no estd definido.
Bettmann/CORBIS

Reg. 300 CDL © D.R. 2019 por Cengage Learning Editores, S.A. de C.V. 01.08.2019



3.1 Operaciones con matrices 51

El patrén general de la multiplicaciéon de matrices es el siguiente. Para obtener el
elemento del i-é€simo renglén y la j-ésima columna del producto AB, use el i-€simo renglén
de A y la j-ésima columna de B.

C Ciy Cip v v o Cpiv o . C
ayy Ay i3 e U A S A A [ 1j 1p
11 b2 1 1p
Gy Gy O3 Sl b bbb €21 2 6 C2p
S : 21 O 2j 2p - : :
S by by - - - by - - by, | = - S e
a; dp dj iy - 0 : G Cin Gij) Cip
C j np s C
L%m1 G Q3 Ay LCm1 Cm2 Cmj Cmp

anby; + apby; + apby + - +a,b, = ¢

in’nj

[> DESCUBRIMIENTO®

Sea
1 2 0 1
A‘[s 4] y B‘[1 2]'

ﬂﬂ Calcule A + By B + A. jLa suma de una matriz es conmutativa?

au Calcule ABy BA. ;La multiplicaciéon de matrices es conmutativa?

EJEMPLO 5 Multiplicaciéon de matrices

_ -2 4 2
a) 1 0 3] | 0 0 _[—5 7 —1]
2 -1 =2 —
L . | —1 3 6 6
2x3 3x3 2 x3
3 4111 0 3 4
b) | -2 5] [0 1] B [—2 5}
2x2 2x2 2x2
0 1 2}[—1 2] _ [1 O]
1 1 1 -1 0 1
2x2 2x2 2x2
2
d)[l -2 —3] —1 =[1]
1
1 x3 3x1 1 x1
2 2 —4 -6
e) | —1 [1 -2 —3]= -1 2 3

1 1 -2 -3 .

3x1 1x3 3x3

Note la diferencia entre los dos productos en los incisos d) y e) del ejemplo 5. En
general, la multiplicacién de matrices no es conmutativa. Es decir, casi nunca se cumple
que el producto AB sea igual al producto BA. (Véase la seccién 2.2 para un andlisis mds
profundo de la no conmutatividad de la multiplicacién de matrices.)
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NOTA TECNOLOGICA

Muchas aplicaciones gréaficas y
programas de computo pueden
ejecutar la suma de matrices,
multiplicaciéon escalar y la
multiplicacion de matrices. Si
usted utiliza una aplicacion
grafica, sus pantallas para el
ejemplo 6 se veran como:

[A]
[[1 -2 1]
[E] [2 3 -211
[[1]
[4]
[v11]
[Al+[E]
[[E]
[E]]

Los comandos y la sintaxis de
programacion para estas
aplicaciones/programas del
ejemplo 6 estan disponibles en

college.cengage.com/pic/
larsonELGe.

Online Technology Guide,

Unidad 3 Matrices y determinantes

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Una aplicacién practica de la multiplicacién de matrices es la representacion de un sistema
de ecuaciones lineales. Observe como el sistema

ay Xy T apx, +a;x; = b

ay Xyt apx, + ayx; = b

a3 Xy T apx, +azx; = by
puede escribirse como la ecuacién matricial Ax = b, donde A es la matriz de coeficientes
del sistema y x y b son matrices columna.

ayp Ay apz || X b,

Ay Gy Gy || Xy | = | by

a3 A3 A3z )L X3 by
A x =D

EJEMPLO 6 Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales

Resuelva la ecuacidon matricial Ax = 0, donde

[1 -2 1]
A= , X =
2 3 =2

SOLUCION

Como un sistema de ecuaciones lineales, Ax = 0 lo representamos como

X

X, —2x,+ x53=0
2xy + 3x, — 2x, = 0.

Utilizando la eliminacién de Gauss-Jordan en la matriz aumentada de este sistema,
obtenemos

Por tanto, el sistema tiene un nimero infinito de soluciones. En este caso, una eleccién
conveniente de pardmetro es x3 = 7t, y puede escribir el conjunto solucién como

X =1t x,=4t, x3=7Tt, tescualquier nimero real.

En términos de matrices, encontramos que la ecuacion matricial

(ol

tiene un nimero infinito de soluciones, representado por

Xy

[1 ) 1]
2 3 —2]|™?

X3

X, t 1
X =|x,|=|4t|=1t|4]|, tescualquier escalar.
X5 Tt 7

Esto es, cualquier multiplo escalar de la matriz columna de la derecha es una solucién. A
continuacién se muestran algunas soluciones:

117 21 o] [-1
4|l sl loly|-4]
71 (14| (o] | =7 |
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3.1 Operaciones con matrices

PARTICION DE MATRICES

El sistema Ax = b puede representarse de una forma mds conveniente, dividiendo las

matrices A y X de la siguiente manera. Si

ay Ap o o ay, X1 b,

a a e a X b

_ 21 22 2n _ 2 _ 2
A= : o x=1 7, y b=

aml amz e amn xn bm

son las matrices de coeficientes, la matriz columna de incégnitas y la matriz del lado dere-
cho, respectivamente, del sistema lineal Ax = b de tamafio m X n, entonces podemos

escribir
ay Ay Ay | | X1
) Ay on | [X2| _ b
aml am2 amn xn
apx, + apx, + - -+ a,x,
Ay Xy T ApXy F o+ oapx, | _ b
aml'xl + am2x2 +- -t amnxn
ay apy ayy,
Ay 255 a
x| T+ x, +---+x, |=b
aml am2 amn_
En otras palabras
Ax =x,a, + x,a, +- - -+x,a,=b

., a, son las columnas de la matriz A. La expresion

donde aj, a,, . .
ay, app Ay

ol @ P a:z"

Cl’ am2 ar‘nn

ml

Se llama combinacién lineal de las matrices columna a,, a,, . . . , a, con coeficientes x|,

XDy o oo s Xpe

Combinaciones lineales de vectores columna
La matriz producto Ax es una combinacién lineal de los vectores columna a;, a,,

a, que forman la matriz de coeficientes A.

ay ayy ay,

a a a
21 22 2n

Xy : + X, - R el O [
aml amZ amn

Adicionalmente, el sistema Ax = b es consistente si y solo si b se puede expresar
como una combinacioén lineal tal, en la que los coeficientes de la combinacién lineal

son una solucion del sistema.
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EJEMPLO 7 Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales

El sistema lineal
X, +2x,+3x;=0
4x, + 5x, + 6x5 =3
Tx; + 8x, +9x; =6

puede reescribirse como una ecuacién matricial Ax = b de la siguiente forma

1 2 3 0

x| 4]+ x5+ x5/6]=|3

7 8 9 6
Aplicando la eliminacién gaussiana podemos demostrar que este sistema tiene un nimero

infinito de soluciones, una de las cualeses x; = 1, x, = 1 y x3 = —1.

1 2 3 0

4+ 15|+ (=1]|6]|=|3

7 8 9 6

Es decir, b puede expresarse como una combinacién lineal de las columnas de A. Esta
representacion de un vector columna en funcién de otros es un tema fundamental del dlge-
bra lineal. .

El dividir A en columnas y x en renglones, se emplea a menudo para reducir una
matriz de tamafilo m X n a matrices mds pequenas. Por ejemplo, la matriz abajo a la
izquierda puede dividirse como se muestra en la matriz a la derecha.

0 ﬂ
0 0
2 1]

La matriz también puede dividirse en matrices columna

1 2 0 0 12
3 4 0 0 3 4
-1 -2 2 1 -1 —2

1 2 0 0
30410 |0[=[c, ¢ ¢ ¢
-1 =2 2 1

w
N
(e]
(e]
I
-
N

ALGEBRA Muchas aplicaciones en la vida real de los sistemas lineales involucran

LINEAL enormes cantidades de ecgaciones y_variat_»lles. Por ejemplo, un _

APLICADA problema con los calendarios de la tripulacion de vuelo de American
Airlines requirié la manipulacién de matrices con 837 renglones y mas
de 12 750 000 columnas. Esta aplicacion de programacion lineal exigia
que el problema se dividiera en piezas mas pequenas y después se
resolviera en una supercomputadora Cray. (Fuente: Very Large-Scale
Lineal Programming. A Case Study in Combining Interior Point y
Simplex Methods, Bixby, Robert E., et al., Operations Research, 40,

4' > no.5)
© Sean Locke/iStockphoto.com
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Consulte www.CalcChat.com para las soluciones de los ejercicios nones.

3.1 Ejercicios

Igualdad de matrices En los ejercicios 1 a 4, encuentre
xey

l'x—z _[—4 -2
17y 7 22

, [3 x}:[—S 13]
|y 8 12 8

15. Resuelva la ecuacién matricial para x, y, y z.

(R I B M

16. Resuelva la ecuacion matricial para x, y, z, y w.

B R e B T

[16 4 5 4] [16 4 2x+1 4
3.]-3 13 15 6|=|-3 13 15 3x Determinacion de los productos de dos matrices En
| 0 2 40 | 0 2 3y—5 0 los ejercicios 17 a 30, halle a) AB y b) BA (si estan definidas).
x+2 8 -3 2x + 6 8§ -3 1 2 2 -1
4. 1 2 2| = 1 18 -8 17.4=1, 2}’ Bz[—l 8}
7 -2 y+2] 7 -2 11 ) _2} [4 1}
18. A = , B=
Operaciones con matrices En los ejercicios 5 a 12, deter- -1 4 2 -2
mine a) A + B,b) A - B, ¢) 24,d) 2A - Bye) B + 1A. 2 -1 3] o 1 2
M —1 27 -1 19. A=|5 1 —-2|, B=|—-4 1 3
> A, —1]’ Bz[—l 8] 2 2 3] —4 -1 =2
Bl 2 -3 -2 (1 -1 7 1 1 2
6.A=1], 1]’32[4 2] 20.A=[2 -1 8|, B=[2 1 1
- 6 —1 L4 3 1 —1] 1 -3 2
7.A=| 2 4|, B=|-1 5 2 1 0 -1 0
3 5 110 2L.A=|-3 4|, B=[4 0 2
o | 2 1]’ B=[ 2 -3 4] . ; g 1 8 i ;;
-1 —1 4 -3 1 =2
3 0 1] 0 2 1 2.A=|-3 0 4| B=[2 -1
9.A=|2 4 , B=|5 4 2 L 4 —2 4 L1 —2]
0o 1 2 2 1 0 2]
'2 3 4' 0 6 2 23.A=[3 2 1], B=1|3
10.A=|0 1 —1| B=| 4 1 0 0]
2 0 1 -1 2 4 1
[ 6 0 3 8 —1 2
ma=|_ | _, 0], B=[4 _3] #4.4=| | B=[2 1 3 2]
3 !
122A=| 2|, B=[-4 6 2] -1 3 R
-1 25.A=| 4 -5/ B=[O 7]
13. Encuentre a) c,; y b) ¢y3, donde C = 2A - 3B, 0 2 .
a=| 2 Ay B=[1 2 _7]. 26. 4= |2 _3} B=|1 3
| —3 1 2] 0 -5 1 ’ |5 20
14. Encuentre a) ¢3 y b) c3,, donde C = 5A + 2B, 0 ] 0 2 ! )
419 boos 27.A=4 0 2| B=|-3
A= 0 3 2, v B=|—-4 6 11| g 1 7 |
-3 1 1 -6 4 9 -
B N 2 1 2 4 0 1 3
28. A = 3 -1 =2 B=|—-1 2 =3 -1
-2 1 =2 -2 1 4 3
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[ 6

-2
29.4=| || B=[10 12]

L 6

10 3 -2 4 16
W0-A=6 13 8-17 20}’3_[4 2}

Tamano de la matriz En los ejercicios 31 a 38, sean A, B,
C, D y E matrices con el tamafio dado.

A: 3x4 B: 3x4 C: 4x2 D: 4x2 E: 4x3

Si esta definida, determine el tamafio de la matriz. Si no lo
estd, proporcione una explicacion.

3. A+B 32.C+E
33. 1D 34. —4A
35. AC 36. BE

37. E— 24 38. 2D + C

Resolucion de una ecuacion matricial En los ejercicios
39 y 40, resuelva la ecuaciéon matricial Ax = 0.

X1
2 1 —1} - 0_[0]
1 —2 2 X7 0
_ X,

39. A =

X3

0
40.A=1 -1 0o 1| x=|"2 o=|o
0

X3

Xyq

Resolucion de un sistema de ecuaciones lineales En
los ejercicios 41 a 48, escriba el sistema de ecuaciones lineales
en la forma Ax = b y resuelva esta ecuacién matricial para x.
41. —x, +tx,=4
—2x;,+x,=0
42, 2x, +3x,= 5
x, +4x, =10
43. —2x, —3x,= —4
6x, + x, = —36
4. —4x, + 9%, = —13
X, —3x,= 12
45. x, —2x, +3x;= 9
—x, +3x,— x;=—6
2x, — 5x, + 5xy= 17

46. x, + x, —3xy;=—1
—x, + 2x, = 1
X, = X, x3= 2
47. X, — 5x,+2x;=-20
—3x, + X, — x3= 8
—2x, + 5x5; = —16
48. x, —  x, +t4dxy= 17
x, +  3x, = —11

—06x, + 5x, 40
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Escriba una combinacion lineal En los ejercicios 49 a
52, exprese la matriz columna b como una combinacién
lineal de las columnas de A.

09.4=|" 71 2}, b=[_1]
13 -3 1 7
1 2 4 1
50.A=|-1 0 2|, b=|3
I 2
1 1 =5 3
5.A=[1 0 —1| b=]|1
2 -1 -1 0
-3 5 -22
52A=| 3 4| b=| 4
4 -3 32

Resolucion de una ecuacion matricial En los ejercicios
53 y 54, resuelva la ecuacién matricial para A.

sl sl Y
S O P P

Resolucion de una ecuacion matricial En los ejercicios
55 y 56, resuelva la ecuacién matricial para a, b, c y d.

1 21| a b 6 3
> [3 4] [c d] a [19 2}
a b||2 1 3 17
56. [c d] [3 1] B [4 —1]
Matriz diagonal Una matriz cuadrada
a,; 0 0 --- 0

0 a,, 0 -+ 0
A= 0 0 azp -+ 0
0 0 0 ---au
se llama matriz diagonal si todos los elementos que no estan

en la diagonal principal son cero. En los ejercicios 57 y 58,
encuentre el producto AA para la matriz diagonal dada.

-1 0 0 2 0 0
57.A=| 0 2 0O 58.A=|0 -3 0
0 0 3 0 0 0

Determinacion de los productos de matrices diago-
nal En los ejercicios 59 y 60, determine los productos AB y
BA para las matrices diagonales.

2 0 -5 0
s.a=|a 9 s=|70

3 0 0 -7 0 0
60. A=|0 -5 0o, B=| 0 4 0
0 0 0 0 0 12
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61.

62.

Traza de una matriz

Demostracion guiada. Pruebe que si A y B son matri-
ces diagonales (del mismo tamafio), entonces AB = BA.

Inicio: para demostrar que las matrices AB y BA son
iguales, primero necesita demostrar que sus elementos
correspondientes son iguales.
i) Empiece su demostraciéon haciendo que A = la;ly
B = [b;] sean dos matrices diagonales n X n.
ii) El ij-ésimo elemento del producto AB es

n

Cij = E aikbkj

k=1
iti) Bvalde el elemento c;; para los casos en los que i #

jei=j.

iv) Repita este andlisis para el producto BA.

Escriba Sean A y B matrices de 3 X 3, donde A es

diagonal.

a) Describa el producto AB. Ilustre su respuesta con
ejemplos.

b) Describa el producto BA. Ilustre su respuesta con
ejemplos.

¢) (Coémo cambian los resultados de los incisos a) y b)
si los elementos de la diagonal de A son iguales?

En los ejercicios 63 a 66, determine

la traza de la matriz. La traza de una matriz A de n X n es la
suma de los elementos de la diagonal principal. Es decir
Tr(A) = a; + apn + ...+ ay,,

63.

65.

67.

68.

69.

70.

71.

1 2 3 1 0 0
0 -2 4 64. 10 1 0

3 1 3 0o 0 1

(1 0o 2 1 1 4 3 2
0o 1 -1 2 4 0 6 1
4 2 1 o %z 6 2 1
o 0o 5 1 2 1 1 -3

Prueba Demuestre que cada una de las expresiones es
verdadera si A y B son matrices cuadradas de tamafio n
y ¢ es un escalar.

Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B)
Tr(cA)cTr(A)

Prueba Demuestre que si A y B son matrices cuadra-
das de tamafio n, entonces Tr(AB) = Tr(BA).

Determine las condiciones en w, x, y y z tales que AB =
BA en las siguientes matrices.

Sl M S R

Verifique AB = BA para las siguientes matrices.

A= [Cos a —Sena] B [COS,B —Sen,B}
Sena Cosa SenB Cos 3

Demuestre que la ecuacién matricial no tiene solucion.

oalele
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72.

73.

74.

75.

76.

77.

3.1 Ejercicios 57
Demuestre que no existen matrices de 2 X 2 que satisfa-
gan la ecuacién matricial

ol
AB — BA = .
0 1

Exploracion Seai= /—1y sea

L

a) Determine A%, A> y A% (Nota: A> = AA, A® = AAA =
AA, etc.) Identifique cualquier similitud entre 2 et

b) Determine e identifique B>

Demostracion guiada. Pruebe que si el producto AB
es una matriz cuadrada, entonces el producto BA estd
definido.

Inicio: para probar que el producto BA estd definido,
necesita demostrar que el nimero de columnas de B es
igual al nimero de renglones de A.

i) Comience su demostracion haciendo notar que el
nimero de columnas de A es igual al nimero de
renglones de B.

ii) Después usted puede suponer que A es de tamafio
m X ny Bes de tamafo n X p.

iii) Utilice la hipétesis de que el producto AB es una
matriz cuadrada.

Prueba Demuestre que si ambos productos: AB y BA
estan definidos, entonces AB 'y BA son matrices cuadradas.

Sean A y B dos matrices tales que el producto AB estd
definido. Demuestre que si A tiene dos renglones idénti-
cos, entonces los dos renglones correspondientes AB
también son idénticos.

Sean A y B matrices de n X n. Demuestre que si el i-€simo
renglén de A tiene todos sus elementos iguales a cero,
entonces el i-ésimo renglén de AB tiene todos sus elemen-
tos iguales a cero. Proporcione un ejemplo utilizando matri-
ces de 2 X 2 para demostrar que la conversion es falsa.

78. Sean A y B matrices de tamafio
3 X 2y 2 X 2, respectivamente. Responda las
siguientes preguntas y explique su razonamiento.

a) (Es posible que A = B?

b) (A + B estd definido?

¢) (AB esta definido? Si es asi, jes posible que AB =

BA?

79.

Agricultura Un agricultor tiene dos cosechas de fruta,
manzanas y peras. Cada una de estas cosechas es
enviada a tres diferentes mercados. El niimero de unida-
des de la cosecha i que es enviada al mercado j se repre-
senta por a;; en la matriz

. [125 100 75}
~[100 175 125

La ganancia por unidad es representada por la matriz

B =[$3.50 $6.00]

Determine el producto BA y explique qué representa
cada elemento de este producto.
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80.

81.

82.

Unidad 3 Matrices y determinantes

Manufactura Una corporacion tiene tres fabricas, cada
una de las cuales produce guitarras actsticas y guitarras
eléctricas. El nimero de guitarras del tipo i producidas en
la fébrica j en un dfa se representa por a;; en la matriz
4= [70 50 25}

35 100 70
Determine los niveles de produccién de cada fabrica, si
la produccién se incrementa 20 por ciento.

02 07 0.1|D

}A
02 02 08]1

representa la proporcién de votantes que cambi6 del par-
tido i al partido j en una eleccion dada. Es decir, p;; (i # j)
representa la proporcién de votantes que cambiaron del
partido i al partido j y p;; representa la proporcién que
permanece leal al partido i de una eleccion a la siguiente.
Determine el producto de P consigo mismo. ;Qué repre-
senta este producto?

Politica La matriz

De
(—}%
R D I
06 01 O1]|R

P =

Poblacion Las matrices muestran la poblaciéon (en
miles de personas) que vivia en diferentes regiones de
Estados Unidos en 2009 y la poblacién (en miles de per-
sonas) estimada que vivird en estas regiones en 2015.
Las poblaciones regionales se separaron en tres catego-
rias de edad. (Fuente: U.S. Census Bureau)

2009
0-17 18—-64 65+
Noreste 12,399 35,137 7747
Medio oeste | 16,047 41,902 8888
27,959 70,571 14,608
Montana 5791 13,716 2616
Pacifico 12,352 31,381 5712
2015
0-17 18—-64 65+
Noreste 12,441 35,289 8835
Medio oeste | 16,363 42,250 9955
29,373 73,496 17,572
Montafia 6015 14,231 3337
Pacifico 12,826 33,292 7086

a) La poblacién total en 2009 fue 307 000 000 y la
poblacién total estimada para 2015 fue 322 000 000.
Reescriba las matrices para obtener la informacién
como porcentajes de la poblacién total.

b) Escriba una matriz que proporcione los porcentajes
en cambios estimados de poblacién por regiones y
por grupos de edad de 2009 a 2015.

¢) Basado en el resultado del inciso b), (qué grupo(s) de

edad se estima mostrara(n) un crecimiento relativo de
2009 a 20157
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Multiplicacion por bloques En los ejercicios 83 y 84, eje-
cute la multiplicacién por bloques indicada de las matrices A y B.
Si las matrices A y B se dividen en cuatro submatrices

A= [All
A21

AIZ] B = [Bll BIZ]
A22 BZl 322

entonces puede multiplicar por bloques A y B, asignando el
tamafio de las submatrices para las cuales la suma y la multi-
plicacién estan definidas.

AB = [All A12] [Bll BIZ]
A2l A22 BZI 822

83.

84.

— [AIIBII +A1232] AIIBIZ +A12322]
A21B11 + A22BZI AZIBD + A22BZ2

i} 1 210
1 210 0
-1 1 1]0
A=]0 1 |0 0-‘,B=
o o2 1] e B
- 0 0|3
[0 0‘1 0} [12341
0 00 1 5 6 718
A_—1000’B_1234
0 -1 |0 0 5 6 718

iVerdadero o falso? En los ejercicios 85 y 86 determine
cudl de las expresiones es verdadera o falsa. Si la expresion
es verdadera, dé una razon o cite una expresion adecuada del
texto. Si la expresion es falsa, proporcione un ejemplo que
demuestre que la expresion no es valida para todos los casos
o cite del texto una expresion adecuada.

85.

86.

a) Para que el producto de dos matrices esté definido, el
nimero de columnas de la primera matriz debe ser
igual al nimero de renglones de la segunda matriz.

b) Elsistema Ax = b es consistente si y solo si b puede
ser expresada como una combinacion lineal, donde
los coeficientes de la combinacion lineal son una
solucidn del sistema.

a) SiAesunamatrizdem X ny Besunamatrizden X r,
entonces el producto AB es una matriz de m X r.

b) La ecuacion matricial Ax = b, donde A es la matriz
de coeficientes y x y b son las matrices columna,
puede utilizarse para representar un sistema de ecua-
ciones lineales.

. Las columnas de la matriz 7 muestran las coordenadas

de los vértices de un tridngulo. La matriz A es una matriz de
transformacion.

0 -1 1 2 3

[1 0}’ r= [1 4 2}

a) Encuentre AT y AAT. Después dibuje el tridngulo
original y los dos tridngulos transformados. ;Qué
transformacion representa A?

b) Un tridngulo estd determinado por AAT. Describa el
proceso de transformacién que produce el tridngulo

determinado por ATy luego el tridngulo determinado
por T.

A=
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3.2 Propiedades de las operaciones con matrices

Usar las propiedades de la suma de matrices, multiplicacion escalar y
matrices cero.

. Usar las propiedades de multiplicacion de matrices y matriz identidad.

]
ALGEBRA DE MATRICES

En Ia seccién 3.1 su atencién se centrd en la mecédnica de las tres operaciones basicas con
matrices: suma de matrices, multiplicacién escalar y multiplicacién de matrices. Esta sec-
cién comienza con el desarrollo del algebra de matrices. Observard que esta dlgebra
comparte muchas (pero no todas) de las propiedades del dlgebra de los niimeros reales.
Enseguida aparece una lista de algunas propiedades de la suma de matrices y de la multi-
plicacion escalar.

Encontrar la transpuesta de una matriz.

TEOREMA 3.1 Propiedades de la suma de matrices
y de la multiplicacidon por un escalar

SiA, By C son matrices de m X n; ¢, d, 1, escalares, entonces las siguientes propie-
dades son verdaderas.

1.A+B=B+A Propiedad conmutativa de la suma

2.A+ (B+ C)=(A+ B) + C Propiedad asociativa de la suma

3. (cd)A = c(dA) Propiedad asociativa de la multiplicacién de escalares

4. 1A=A Identidad multiplicativa

5.c(A+B)=cA+ cB Propiedad distributiva izquierda

6. (c+d)A =cA+dA Propiedad distributiva derecha
DEMOSTRACION

La demostracién de estas seis propiedades se concluyen directamente a partir de las defi-
niciones de suma de matrices y multiplicacion por un escalar, asi como de las propiedades
correspondientes a los nimeros reales. Por ejemplo, para demostrar la propiedad conmu-
tativa de la suma de matrices, sean A = [a;] y B = [b;]. Entonces, aplicando la propiedad
conmutativa de la suma de niimeros reales, escribimos

A+ B=la;+b;]=1[b;+a;]=B+A
De igual forma, para demostrar la propiedad 5, aplicamos la propiedad distributiva (de los
nimeros reales) de la multiplicacién sobre la suma, para escribir

c(A + B) = [c(a; + b,)] = [ca; + cb,] = cA + cB.

Las demostraciones de las cuatro propiedades restantes se dejan como ejercicios (véase los
ejercicios 57 a 60).

En la seccidn anterior, la suma de matrices se definié como la suma de dos matrices,
haciéndola asi una operacién binaria. La propiedad asociativa de la suma de matrices ahora
permite escribir expresiones como A + B + C como (A + B) + Cocomo A + (B + C).
Este mismo razonamiento se aplica a la suma de cuatro o mas matrices.

EJEMPLO 1 Suma de mas de dos matrices

Sumando los elementos correspondientes, podemos obtener la siguiente suma de cuatro
matrices.

EIR Y R T R B Y B =
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COMENTARIO

La propiedad 2 puede descri-
birse diciendo que la matriz -A
es el inverso aditivo de A.

Unidad 3 Matrices y determinantes

Una propiedad importante de la suma de ntimeros reales es que el nimero 0 sirve
como la identidad aditiva. Esto es, ¢ + 0 = ¢ para cualquier nimero real c. Para las matri-
ces se cumple una propiedad semejante. Especificamente, si A es una matriz de m X n'y
0,,, es la matriz de m X n consistente inicamente de ceros, entonces A + 0,,, = A. La
matriz 0,,, se denomina matriz cero y sirve como la identidad aditiva para el conjunto
de todas las matrices de m X n. Por ejemplo, la siguiente matriz funciona como la identi-
dad aditiva para el conjunto de todas las matrices de 2 X 3.

0 0 0
O =
23 [o 0 o]
Cuando se sobreentiende el tamafio de la matriz, las matrices cero pueden denotarse sim-
plemente por 0.

Las siguientes propiedades de las matrices cero son féciles de probar, por lo que sus
demostraciones se dejan como ejercicio. (Véase ejercicio 61.)

TEOREMA 3.2 Propiedades de las matrices cero

Si A es una matriz de m X n'y ¢ es un escalar, entonces las siguientes propiedades
son verdaderas.

1. A+0,,=A

2. A+ (-A) =0,

3. SicA=0,,,entoncesc =00A =0,

El dlgebra de los nimeros reales y el dlgebra de matrices tienen numerosas similitu-
des. Por ejemplo, compare las siguientes soluciones.

Matrices de m x n
(resolver para X)
X+A=B
X+A+ (—A) =B+ (-A)
X+0=B-A

X=B—-A

Numeros reales
(resolver para x)
+ =
x+a+ (—a)=b+(—a)
x+0=0>b—-a
x=b—a

El proceso de resolucién de una ecuacién matricial se muestra en el ejemplo 2.

EJEMPLO 2 Resolucion de una ecuacion matricial

Resuelva para X en la ecuacion 3X + A = B, donde

[l —2] [—3 4]

A= y B= .

0 3 2 1

SOLUCION

Empecemos por resolver la ecuacion para X, para obtener
3X=B—-A
X = 1(B — A).

Ahora, utilizando las matrices dadas tiene

Sk (S R
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COMENTARIO

Observe que la propiedad con-
mutativa para la multiplicaciéon
de matrices no esta en la lista
que aparece en el teorema 3.3.
Aunque el producto AB esta
definido, podemos ver facil-
mente que Ay B no tienen el
tamano adecuado que defina el
producto BA. Por ejemplo, si A
es detamano 2 X 3y Bes de 3
X 3, entonces el producto AB
esta definido, no asi el producto
BA. El siguiente ejemplo mues-
tra que incluso si los productos
ABYy BA estan definidos, estos

pueden no ser iguales.

3.2 Propiedades de las operaciones con matrices 61

PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE MATRICES

En el siguiente teorema, el dlgebra de matrices se extiende para incluir algunas propieda-
des mas utilizadas de la multiplicacién de matrices. La demostracion de la propiedad 2 se
presenta abajo. Las demostraciones de las propiedades restantes se dejan como ejercicio.
(Véase el ejercicio 62.)

TEOREMA 3.3 Propiedades de la multiplicacion de matrices

SiA, By C son matrices (con tamaiios tales que los productos matriciales dados estdn
definidos) y ¢ es un escalar, entonces las siguientes propiedades son verdaderas.

1. A(BC) = (AB)C Propiedad asociativa de la multiplicacién
2. ABB+ C) = AB + AC Propiedad distributiva izquierda
3. (A+ B)C=AC + BC Propiedad distributiva derecha

4. ¢(AB) = (cA)B = A(cB)

DEMOSTRACION

Para demostrar la propiedad 2, muestre que las matrices A(B + C) y AB + AC son iguales
si sus elementos correspondientes son iguales. Suponga que A es de tamafio m X n, B es
de tamafio n X py C es de tamafio n X p. Aplicando la definicién de la multiplicacién de
matrices, el elemento en el i-€simo renglén y la j-€sima columna de

A(B + C) €s a,»l(blj + Clj) + ...+ am(bnj + an).
Ademds, el elemento en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna de AB + AC es

(ayby; + apby; + - - -+ a,b,) + (ayc; + apcy; + -+ -+ a,c,).

in’nj in-nj.
Distribuyendo y reagrupando, puede ver que estos dos ij-ésimos elementos son iguales. Asi
A(B + C) = AB + AC. N

La propiedad asociativa de la multiplicacién de matrices le permite escribir estos
productos matriciales como ABC sin ambigiiedad, como se muestra en el ejemplo 3.

EJEMPLO 3 La multiplicacion de matrices es asociativa

Determine el producto matricial ABC agrupando primero los factores como (AB)C'y luego
como A(BC). Demuestre que se obtiene el mismo resultado con ambos procesos.

-1 0
1 =2 1 0 2
I T L B P I
2 -1 3 -2 1
2 4
SOLUCION
Agrupando los factores como (AB)C, obtiene
—1
1 =2][1 0 2 0
(AB)C = 31
2 —1]13 -2 1
2 4
—1
=5 4 0 0 17 4
= 3 1| = .
-1 2 3 13 14
2 4
Agrupando los factores como A(BC), obtiene el mismo resultado
TS B PR S | R
A(BC) = 3 1
2 -1 3 =2 1
2 4

ot E3 | R R m
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El siguiente ejemplo muestra que aun cuando los productos de AB y BA estén definidos,
podrian no ser iguales.

EJEMPLO 4 La multiplicacion de matrices no es conmutativa

Demuestre que AB y BA no son iguales para las matrices

S F I P

SOLUCION

1 32 -1 2 5 2 —11[1 3 0o 7
AB_[z —1“0 2}_[4 —4]’BA_[0 2“2 —1]_[4 —2]
AB # BA |

A partir del ejemplo 4 no podemos concluir que los productos matriciales AB y BA nunca
son iguales. Algunas veces si lo son. Por ejemplo, intente multiplicar las siguientes matri-
ces, primero en el orden AB y después del modo BA.

Sl TR IS R

Usted puede ver que los dos productos son iguales. El punto es este: aunque AB y BA son
en ocasiones iguales, a menudo no lo son.

Otra cualidad importante del dlgebra matricial es que no existe la propiedad de can-
celacién para la multiplicacién de matrices. Es decir, si AC = BC, no es necesariamente
cierto que A = B. Esto se demuestra en el ejemplo 5. (En la siguiente seccidén vera que,
para algunos tipos especiales de matrices, la cancelacion es vélida.)

EJEMPLO 5 Ejemplo en el cual la cancelacion no es valida

Demuestre que AC = BC.

S A R

SOLUCION

[1 3}[ 1 —2] [—2 4} [2 4][ 1 —2} [—2 4]
AC = = s BC = =

0 1f1-1 2 -1 2 2 311L-1 2 -1 2
AC = BC, aun cuando A # B. .

Ahora verd un tipo especial de matriz cuadrada que tiene nimeros 1 en la diagonal
principal y nimeros O en otro lugar.

1 0 - 0

P C R

0 0 1
nxn

Por ejemplo, sin = 1, 2 0 3, tenemos

Lo 10 0
1, =[1], 12:[0 J, L=0 1 o]
0 0 1

Cuando se sobreentienda que el orden de la matriz es n, puede denotar /,, simplemente
como 1.

Como se establece en el teorema 3.4, en la siguiente pagina, la matriz /,, sirve como
identidad para la multiplicacién de matrices; recibe el nombre de matriz identidad de
orden n. La demostracién de este teorema se deja como ejercicio. (Véase el ejercicio 63.)
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COMENTARIO

Observe que si A es una matriz
cuadrada de orden n, entonces

Al,=I,A=A.

>

3.2 Propiedades de las operaciones con matrices 63

TEOREMA 3.4 Propiedades de la matriz identidad

Si A es una matriz de tamafio m X n, entonces estas propiedades son verdaderas.

1. AL, = A 2. I,A=A
EJEMPLO 6 Multiplicaciéon por una matriz identidad
3 =2 1 0 3 =2 1 0 0] —2 -2
a) 4 0 [ } = 4 0 b) |0 1 0 1] = 1
0 1
-1 1 -1 1 0 0 1| 4 4] W

Para la multiplicacion repetida de matrices cuadradas, puede utilizar la misma nota-
cién exponencial usada con los nimeros reales. Es decir, A! = A, A2 = AA, y para un
entero positivo k, A* es

AF=AA- - - A

N
k factores

También esto es conveniente para definir A’ = I, (donde A es una matriz cuadrada de
or(_ien n). Estas definiciones nos permiten establecer las propiedades (1) AAK = ATTE y(2)
(A = A% donde j y k son enteros no negativos.

EJEMPLO 7 Multiplicacién repetida de una matriz cuadrada

Para la matriz A [2 _1]
ara la matriz A = ,
30

w5 ol DB ol =le S ol
3 0fl3 ol/I3 ol 6 =-3/[3 o0 3 -6/ B
En la seccién 2.1 usted vio que un sistema de ecuaciones lineales debe tener exactamente una

solucién, un nimero infinito de soluciones o bien, no tiene solucién. Aplicando el dlgebra
matricial desarrollada antes, ahora puede demostrar que esto es cierto.

TEOREMA 3.5 Numero de soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales

Para un sistema de ecuaciones lineales en n variables, precisamente una de las
siguientes declaraciones es verdadera.

1. El sistema tiene exactamente una solucion.

2. El sistema tiene un nimero infinito de soluciones.

3. El sistema no tiene solucion.

DEMOSTRACION

Represente el sistema por la matriz Ax = b. Si el sistema tiene exactamente una solucién o
no tiene solucidn, entonces no hay nada que demostrar. Asi, puede suponer que el sistema
tiene al menos dos soluciones diferentes X; y X,. La demostracion puede completarse si usted
demuestra que esta suposicion implica que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones.
Como X, y X, son soluciones, tiene que AX; = AX, = b y A(X; — X,) = 0. Esto implica que
la columna de la matriz distinta de cero x;, = X; — X, es una solucién del sistema de ecuacio-
nes lineales homogéneo Ax = 0. Con esto podemos decir que para cualquier escalar c,

A(x, + cx,) = Ax, + A(cx,) = b + c(Ax,) =b + c0 = b.

Asf que x; + ¢X;, es una solucién de Ax = b para cualquier escalar c¢. Debido a que hay un
nimero infinito de valores posibles de ¢ y cada valor genera una solucién diferente, puede
concluir que el sistema tiene un nimero infinito de soluciones. .
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TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ

L> DESCUBRI-
MIENTO

17 2
SeaA—[3 4]y

a-[5 Sl

o calcule (AB)T, ATBT
y BTA'.

8:. Haga una conjetura
sobre la trans-
puesta del pro-
ducto de dos matri-
ces cuadradas.

@n Seleccione otras
dos matrices cua-
dradas para verifi-
car su conjetura.

COMENTARIO

Advierta que la matriz cuadrada
en el inciso ¢) del ejemplo 8 es
igual a su transpuesta. Esta
matriz se denomina simétrica.
Una matriz A es simétrica si A
= A’. Partiendo de esta
definicion, es evidente que una
matriz simétrica debe ser
cuadrada. Ademas, si A = [a;]
es una matriz simétrica,
entonces a; = a; para toda i # j.

>

La transpuesta de una matriz se forma al escribir sus columnas como renglones. Por

ejemplo, si A es la matriz de m X n dada por

ayp dp A3 ayy
Ay Gy Ay Ay,
A=|ay ayp asz as,
aml am2 am3 amn

Tamaino: m x n

entonces la transpuesta, denotada por A7, es la matriz de n X m de abajo

a4y 4y Ay
Ay Ay A3y Ay
T —
At =1a; ay ay A3
aln a2n a3n amn

Tamano: n x m

EJEMPLO 8 Transpuesta de una matriz

Encuentre la transpuesta de cada matriz.

> 1 2 3 1 2 0 0 1
a)A=H WB=|4 5 6| eoC=|[2 1 ol dbD=|2 4
8
7 8 9 0 0 1 1 -1
SOLUCION
1 4 7
a) AT=[2 8] b)B"=1|2 5 8
3 6 9

2 0
oC'=12 1 0
0 1

(e

TEOREMA 3.6 Propiedades de la transpuesta

Si A y B son matrices (de tamafio tal que las operaciones con matrices dadas estdn
definidas) y c es un escalar, entonces las siguientes propiedades son verdaderas.

1. (A7) =A

2. (A+ B)"=AT+ BT
3. (cA)T = (A7)

4. (AB)" = BTAT

Transpuesta de la transpuesta

Transpuesta de una suma

Transpuesta de la multiplicacién por un escalar
Transpuesta de un producto

DEMOSTRACION

Debido a que con la transposicion de una matriz se intercambian renglones y columnas, la
propiedad 1 parece tener sentido. Para demostrar la propiedad 1, sea A una matriz de m X n.
Observe que AT tiene el tamafio n X m y AHTes de m X n, igual que A. Para demostrar
que (AT)T = A usted debe demostrar que el ij-ésimo elemento es el mismo. Sea a;; el
ij-ésimo elemento de A. Entonces q;; es el ji-€simo elemento de ATy el ij-ésimo elemento
de (AT)T. Esto demuestra la propiedad 1. La demostracién de las demds propiedades se deja
como ejercicio. (Véase el ejercicio 64.)
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COMENTARIO

Recuerde que debe invertir el
orden de la multiplicacion al
formar la transpuesta de un
producto. Es decir, la trans-
puesta de ABes (AB)T = BTATy

normalmente no es igual a

ATB.

COMENTARIO

La propiedad demostrada en el
ejemplo 10 es generalmente
cierta. Es decir, para toda matriz
A, la matriz AAT es simétrica. La
matriz ATA también es simé-
trica. Se le pedira que demues-

ejercicio 65.

tre estos resultados en el

3.2 Propiedades de las operaciones con matrices 65

Las propiedades 2 y 4 pueden generalizarse para abarcar sumas o productos de cual-
quier nimero finito de matrices. Por ejemplo, la transpuesta de la suma de tres matrices es

A+B+CO)F=A"+B"+C"
y la transpuesta del producto de tres matrices es

(ABC)T = CTBTAT.

EJEMPLO 9 Transpuesta de un producto

Demuestre que (AB)" y BTAT son iguales.

2 | ) (3 1
A=|—-1 0 3| 'y B=|(2 -1
0o -2 1 13 0
SOLUCION
2 1 =213 1 2 1
AB = | —1 0 3112 —1|= 6 —1
0 -2 1]]13 0 | —1 2
2 6 —1
i
(4B) 1 -1 2
2 -1 0
3 2 3 2 6 —1
BTAT = [ ] 1 0 —2|= [ ]
1 -1 1 -1 2
0 -2 3 1 .
(AB)T = BTAT
=012 ZEe i Producto de una matriz y su transpuesta
1 3
Para la matriz A = 0 —2/|, encuentre el producto AA” y demuestre que es simétrico.
-2 -1
SOLUCION
1 3 | 0 -2 10 -6 -5
Debido aque AAT=| 0 -2 [3 g _1]= -6 4 2,
-2 -1 -5 2 5
se tiene que AAT = (AAT)T, asi que AAT es simétrica. .
ALG EBRA Los sistemas de recuperacion de informaciéon como los sistemas de
LINEAL busqueda de internet utilizan una teoria de matrices y algebra lineal
llevar el registro de, por ejemplo, palabras clave que ocurren en
APLICADA ™%

—
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una base de datos. Para ilustrar con un ejemplo simplificado, suponga
que usted quisiera realizar una busqueda en algunas de las palabras
clave m disponibles en una base de datos de documentos n. Usted
puede representar la busqueda con la matriz columnade x m X 1, en la
cual un 1 representa una palabra clave que usted estd buscando y 0
representa una palabra clave que no esta buscando. Usted puede
representar las apariciones de las palabras clave m en los documentos n
con A, una matriz m X nen la cual una entrada es 1 si la palabra clave
ocurre en el documento y 0 si no ocurre en el documento. Entonces, la
matriz producto A’ de n X 1 representaria el nimero de palabras clave
en su busqueda que ocurren en cada uno de los documentos n.

Gunnar Pippel, 2010/Used under license from Shutterstock.com
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Consulte www.CalcChat.com para las soluciones de los ejercicios nones.

3.2 Ejercicios

Evaluacion de una expresion En los ejercicios 1 a 6,
evalde la expresion.

0 I 3 B i
I RS B L R
(IR FR |

445 -2 4 o]+[14 6 -—18

(] B3 ]| B P

N

9))

4 11 -5 -1 7 5
6. —|=2 —1|+|| 3 4l+|-9 -1
9 3 0 13 6 —1

Operaciones con matrices En los ejercicios 7 a 12, rea-
lice las operaciones indicadas cuandoa = 3,b = -4y

1 2 0 1 0 0
A= = , = .
R I N T
7. aA + bB 8. A+B
9. ab(B) 10. (@ + b)B
11. (a — b)A — B) 12. (ab)0
13. Resuelva para X cuando
—4 0 1 2
A= 1 =5 y B=|-2 1|
-3 2 4 4

a) 3X + 24 = B b) 24 — 5B = 3X
) X-3A+2B=0 d) 6X—4A—3B=0

14. Resuelva para X cuando

-2 -1 0 3
A=| 1 ol y B=| 2 ol
3 —4 -4 -1

a) X =34 — 2B
¢) 2X +3A =8B

b) 2X =24 — B
d) 2A + 4B = —2X

Operaciones con matrices En los ejercicios 15 a 20,
realice las operaciones indicadas siempre que ¢ = -2y

1 2 3 13 0 1
A=[0 1 —1]’B=[—1 2]’C=[—1 0]'
15. B(CA) 16. C(BC)

17. B+ 0O)A 18. B(C + 0)
19. (cB)(C + C) 20. B(cA)
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Asociatividad de la multiplicacion de matrices En los
ejercicios 21 y 22, encuentre la matriz producto ABC al a)
agrupar los factores como (AB)C y b) agrupar los factores
como A(BC). Demuestre que se obtiene el mismo resultado de
ambos procesos.

(1 2 0 1 30
24| Jﬁ_[z 3}c_h J
[—4 2 1 =5 0
moa=|" _Jﬂ_[_z : 3}

(-3 4
c=| 0 1
-1 1

No conmutatividad de multiplicacién de matrices En
los ejercicios 23 y 24, muestre que AB y BA no son iguales
para las matrices dadas.

-2 1 4 0
soac[2 e[ 4]

|

Productos de matrices iguales En los ejercicios 25 y
26, muestre que AC = BC a pesar de que A # B

24.A=l

NI= =
D= =
[
—
[SIE ST
Bl =

0 1 1 0 23
.40 ]}B:L O}CZL 3]
(1 2 3] 4 -6 3
26 A=|0 5 4|, B=| 5 4 4]
3 -2 1] -1 0 1
[0 0 0]
c=|0 0 0
4 -2 3]

Producto de matriz cero En los ejercicios 27 y 28,
demuestre que si AB = 0, aunque A # 0o B # 0.

33 -1
27. A = B =
[4 4} Y [—1 1]

2 4
28.A—[2 JyB—

Operaciones con matrices En los ejercicios 29 a 34,
realice las operaciones indicadas cuando

1 2
A= [0 —1]'
29. IA 30. Al
31 A+ A) 2A+IA
33. A2 34, A4
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Escriba En los ejercicios 35 y 36, explique por qué la féormula
no es valida para matrices. [lustre su razonamiento con ejem-
plos.

35. (A + B)(A — B) = A2 — B?

36. (A + B)(A + B) = A2 + 2AB + B?

Encontrando la transpuesta de una matriz En los
ejercicios 37 y 38, encuentre la transpuesta de la matriz.

1 -2 6 =7 19
37.D=|-3 4 38.D=|—-7 0 23
5 —1 19 23 =32

Encontrando de la transpuesta del producto de dos
matrices En los ejercicios 39 a 42, verifique que (AB)" =

BTAT.
_ -3 0
39.A=_; (1) ﬂ y B= 1 2
1 -1
a0.4=|" 2] y B:[_3 _1}
0 -2 1
21
41. A= 0 1| y Bz[g i _}]
-2 1
2 1 -1 1 0 -1
2.A=|0 1 3|y B=|2 1 -2
4 0 2 o 1 3

Multiplicacion con la transpuesta de una matriz
En los ejercicios 43 a 46, encuentre a) ATA y b) AAT. Muestre
que cada uno de estos productos es simétrico.

1 -1

43.A=3 ; _i] 4. A=|3 4

- 0 -2
[0 -4 3 2
8 4 0 1
45'A_—2 3.5 1
0 0 -3 2
[ 4 -3 2 0
0 11 -1
©46a=|-1 -2 0 3
14 -2 12 -9
6 8 -5 4

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 47 y 48, determine
cudl de las expresiones es verdadera o falsa. Si la expresién
es verdadera, proporcione una razén o cite una expre-
si6n adecuada del texto. Si la expresion es falsa, proporcione
un ejemplo que muestre que la expresiéon no es cierta en
todos los casos o cite del texto una expresion adecuada.

47. a) La suma de matrices es conmutativa.

b) La multiplicacién de matrices es asociativa.
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3.2 Ejercicios 67

¢) La transpuesta del producto de dos matrices es igual al
producto de sus transpuestas. Es decir, (AB)T = A’B.

d) Para toda matriz C, la matriz CC” es simétrica.
48. a) La multiplicacion de matrices es conmutativa.
b) Toda matriz A tiene inversa aditiva.

¢) Si las matrices A, B 'y C satisfacen AB = AC, enton-
ces B = C.

d) La transpuesta de la suma de dos matrices es igual a
la suma de sus transpuestas.

49. Considere las siguientes matrices.

1 1 2 1
X=1|0 Y=|1|, Z=|—-1|, W=|1
1 0 3 1

a) Determine escalares a y b tales que Z = aX + bY.

b) Demuestre que no existen escalares a y b tales que W
=aX + bY

¢) Demuestre que si aX + bY + ¢W = 0, entonces a =
b=c=0.

d) Determine escalares a, b y ¢, no todos iguales a cero,
tales que aX + bY + ¢Z = 0.

[j> 50. [FA[E0VAI/ANTTE En la ecuacion matricial
aX + A(bB) = b(AB + IB)
X, A, B e I son matrices cuadradas, y a y b son

escalares distintos de cero. Justifique cada paso en
la solucién dada a continuacidn.

aX + (Ab)B = b(AB + B)

aX + bAB = bAB + bB
aX + bAB + (—bAB) = bAB + bB + (—bAB)
aX = bAB + bB + (—bAB)
aX = bAB + (—bAB) + bB

aX = bB
XZEB
a

Determinacion de una potencia de una matriz En los
ejercicios 51 y 52, calcule la potencia de A para la matriz

1 0 0
A=1(0 -1 0].
0 0 1
51. AP 52. A%

Determinacion de la n-ésima raiz de una matriz Una
raiz n-ésima de una matriz B es una matriz A tal que A" = B. En
los ejercicios 53 y 54, encuentre la raiz n-€sima de la matriz B.

0 4

8 0 0
54. B=|0 -1 01,

0 0 27
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Funcion polinomial En los ejercicios 55 y 56, use la
definicién dada para determinar f(A): si f es la funcién poli-
nomial.

fo) =ag+ ax + ax® + ...+ ax",
entonces para una matriz A de n X n, f(A) esta definida asi
fA) = agl + 1A + a,A> + ...+ a,A".

55. f(x) = x2 — 5x + 2, A=[2 0}

4 5
2 1 -1
56. f(x) =x3—2x>+5x— 10, A=| 1 0 2
-1 1 3

57. Demostracion guiada Demuestre la propiedad asocia-
tiva de la suma de matrices: A + (B + C) = (A + B) + C.
Inicio: para probar que A + (B + C)y (A + B) + C son
iguales, demuestre que sus elementos correspondientes
son iguales.

i) Comience su demostracién haciendo que A, By C
sean matrices de m X n.
ii) Observe que el ij-€simo elemento de B + Ces b; +
Cl]
iif) Ademds, el ij-€simo elemento de A + (B + C) es a;;
iv) Determine el ij-€simo elemento de (A + B) + C.

58. Prueba Demuestre la propiedad asociativa de la mul-
tiplicacion escalar: (cd)A = c(dA)

59. Prueba Demuestre que el escalar 1 es la identidad
para la multiplicacién por un escalar: 1A = A

60. Prueba Demuestre la siguiente propiedad distributiva:
(c + d)A = cA + dA.

61. Prueba Demuestre el teorema 3.2.

62. Prueba Complete la demostracién del teorema 3.3.

a) Demuestre la propiedad asociativa de la multiplica-
cion: A(BC) = (AB)C

b) Demuestre la propiedad distributiva:
(A+ B)(C=AC+ BC

¢) Demuestre la propiedad: c(AB) = (cA)B = A(cB)

63. Prueba Demuestre el teorema 3.4

64. Prueba
rema 3.6.

Demuestre las propiedades 2, 3 y 4 del teo-

65. Demostracion guiada Demuestre que si A es una
matriz de m X n, entonces AA” y ATA son matrices simé-
tricas.

Inicio: para demostrar que AA” es simétrica es necesario que
demuestre que es igual a su transpuesta, (AAT)T = AAT.

i) Comience su demostracion con la expresién matri-
cial del lado izquierdo (AAT).

ii) Aplique las propiedades de la transpuesta de un
matriz para demostrar que se puede simplificar e
igualar con la expresion del lado derecho, AA”.

iii) Repita este andlisis para el producto A’A.
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66. Prueba Sean A y B dos matrices simétricas de n X n.
a) Proporcione un ejemplo que muestre que el producto

AB no necesariamente es simétrico.
b) Demuestre que AB es simétrica si y solo si AB = BA.

Matrices simétricas y cuasi-simétricas Una matriz
cuadrada es denominada cuasi—simétrica si A7 = — A. En los
ejercicios 67 a 70, determine cudl de las matrices es simé-
trica, cuasi-simétrica o ninguna de las dos.

ga-[ 02 wa-]P Y]
-2 0 1 3

0 2 1 0 2 -1
69. A= |2 0 3 70. A =] -2 0 -3
1 3 0 1 3 0

71. Prueba Demuestre que la diagonal principal de una
matriz cuasi-simétrica consiste inicamente de ceros.

72. Prueba Demuestre que si A y B son dos matrices cuasi-
simétricas de n X n, entonces A + B es cuasi-simétrica.

73. Prueba Sea A una matriz cuadrada de orden n.
a) Demuestre que % (A + A7) es simétrica.
b) Demuestre que % (A — A7) es cuasi-simétrica.

¢) Demuestre que A puede ser escrita como la suma de
una matriz simétrica B y una matriz cuasi-simétrica C,

A=B+C.
d) Escriba la matriz
2 5 3
A=1|-3 6 0
4 1 1

como la suma de una matriz cuasi-simétrica y una
matriz simétrica.

74. Prueba Demuestre que si A es una matriz de n X n,
entonces A — AT es cuasi-simétrica.

Plv 75. Considere matrices de la forma

0 a, a3 ~  a,
0 0 ay " a,
A=l z
0 0 0 e a(n_l)n
o o o --- 0
a) Escriba una matriz de 2 X 2 y otrade 3 X 3 en la
forma de A.

b) Utilice una aplicacién gréfica o un software compu-
tacional para elevar cada una de las matrices a poten-
cias mds altas. Describa el resultado.

¢) Utilice el resultado del inciso b) para hacer una con-
jetura sobre las potencias de A si A es una matriz de
4 X 4. Use una aplicacién gréfica para verificar su
conjetura.

d) Utilice los resultados de los incisos b) y ¢) para hacer
una conjetura sobre las potencias de A si A es una
matriz de n X n.
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3.3 Inversa de una matriz

B Encontrar la inversa de una matriz (si existe).
B Usar las propiedades de matrices inversas.

. Usar una matriz inversa para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

MATRICES Y SUS INVERSAS

La seccion 3.2 analizé algunas de las semejanzas entre el dlgebra de los nimeros reales y
el dlgebra de matrices. Esta seccion también desarrolla el dlgebra de matrices para incluir
las soluciones de ecuaciones matriciales que implican la multiplicacién de matrices. Para
empezar, considere la ecuacién con nimeros reales ax = b. Para resolver esta ecuacién
para x, multiplique ambos lados de la ecuacién por @' (siempre que a # 0).

ax =D>b
(a'a)x =a'b
MDx=a"'b

x=a'b

El niimero a~! se denomina inverso multiplicativo de a, ya que a"'a da como resultado 1
(elemento identidad para la multiplicacién). La definicién del inverso multiplicativo de una
matriz es similar.

Definicion de la inversa de una matriz

Una matriz A de n X n es invertible (o no singular) si existe una matriz Bde n X n
tal que

AB=BA =1,

donde 7, es la matriz identidad de orden n. La matriz B se denomina inversa (multi-
plicativa) de A. La matriz A que no tiene una inversa se denomina no invertible (o
singular).

Las matrices no cuadradas no tienen inversas. Para ver esto, advierta que si A es de
tamafio m X ny B es de tamafio n X m (donde m # n), entonces los productos AB y BA
son de tamafio diferente y no pueden ser iguales entre si. Efectivamente, no todas las
matrices cuadradas poseen inversa. (Véase el ejemplo 4.) El siguiente teorema, sin
embargo, nos dice que si una matriz tiene inversa, entonces esta es unica.

TEOREMA 3.7 Unicidad de la inversa de una matriz

Si A es una matriz invertible, entonces su inversa es unica. La inversa de A se denota
por AL,

DEMOSTRACION

Ya que A es invertible, sabemos que al menos tiene una inversa B tal que
AB = [ = BA.

Suponga que A tiene otra inversa C tal que
AC =1 = CA.

Entonces usted puede demostrar que B y C son iguales, de la siguiente manera.
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COMENTARIO

Recuerde que no siempre es
verdad que AB = BA, incluso si
ambos productos estan defini-
dos. Si Ay B son matrices cua-
dradas y AB = [,, entonces
puede demostrar que BA = |,
Aunque se omite la demostra-
cién de este hecho, esto implica
que en el ejemplo 1 usted solo
necesita verificar que AB = I,.

>

Unidad 3 Matrices y determinantes

AB =1
C(AB) = CI
(CAB = C
B=C
B=C

En consecuencia, B = Cy tenemos que la inversa de una matriz es tnica.

Debido a que la inversa A™' de una matriz invertible A es tinica, podemos denominarla
como la inversa de A y escribimos

AAT' =ATA =1

EJEMPLO 1 Inversa de una matriz

Demuestre que B es la inversa de A, donde

-1 2 1 =2
A_[—l 1] B_[l —1}‘
SOLUCION

Usando la definicién de matriz inversa, puede ver que B es la inversa de A para demostrar
que AB = I = BA, de la siguiente manera

2 — 2] . [1 O}

2—1] [0 1

-1 211 =2 142
AB_[—I 1}[1 —1}_[—1+1
1 =2][-1 2 142 2-2 1 0
BA_[] —1“—1 1}_[—1+1 2—1]_[0 1} ]

El siguiente ejemplo muestra cémo utilizar un sistema de ecuaciones para determinar
la inversa de una matriz.

EJEMPLO 2 Encontrar la inversa de una matriz

Determine la inversa de la matriz

=l

SOLUCION

Para determinar la inversa de A, resuelva la ecuacién matricial AX = [ para X.

[ 1 4][x” x,ﬂ_[l 0}
—1 —31Lx, x5 0 1

[ Xy tdx,  xppt 4x22] _ [1 0}
—X5 — 3%, 0 1

=Xy — 3xy
Ahora, igualando los elementos correspondientes, obtiene los dos sistemas de ecuaciones
que se muestran

Xy tax, =1
—xy — 3x,, =0

Xy +4x,, =0
—Xp — 3%, =1
Resolviendo el primer sistema, tenemos que la primera columna de X es x;; = -3y x,; = 1.

De manera similar, resolviendo el segundo sistema, tenemos que la segunda columna de
Xesx;p =—-4yxy =1 Lainversade A es

-3 —4}
I

Utilice la multiplicacién de matrices para verificar este resultado.

x=a=|
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La generalizacién del método aplicado para resolver el ejemplo 2 proporciona un
procedimiento conveniente para encontrar la inversa. Primero observe que los dos siste-
mas de ecuaciones lineales

Xy tax, =1 Xy, +4x,, =0

—x;; — 3x,, =0 —X;p —3x, =1

tienen la misma matriz de coeficientes. En lugar de resolver los dos sistemas representados por

1 4 1 1 4 0
[ -1 -3 0} [ -1 -3 1}
separadamente, puede hacerlo de manera simultdnea. Usted puede hacer esto adjuntando
la matriz identidad a la matriz de coeficientes para obtener
(1 4 1 0
-1 -3 0 1]’
Aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan a esta matriz, puede resolver ambos sistemas

con un sencillo proceso de eliminacion, como el siguiente
1 4 1 O}

o 1 1 1 R, + R, >R,
(1 0 -3 —4} R, + (—4)R, >R,
1 0 1 1 1

Aplicando la eliminacién de Gauss-Jordan a la matriz “doblemente aumentada” [A 1],
usted obtiene la matriz [ A™'].
[1 0 -3 —4}
0 1 1 1

[ 1 4 1 O}
-1 -3 0 1
A 1 1 Al

Este procedimiento (o algoritmo) funciona para una matriz arbitraria de n X n. Si A no
puede reducirse por renglones a ,,, entonces A es no invertible (o singular). Este procedi-
miento se justificard formalmente en la siguiente seccién, después de exponer el concepto
de matriz elemental. Por el momento, el algoritmo se resume de la siguiente manera.

Determinacion de la inversa de una matriz
por eliminacion de Gauss-Jordan

Sea A una matriz cuadrada de orden n.

1. Escriba la matriz de n X 2n, que consta de la matriz A dada a la izquierda y la
matriz identidad / de n X n a la derecha para obtener [A []. Observe que las
matrices A e [ estin separadas por una linea punteada. Este proceso se denomina
adjuntar la matriz / a la matriz A.

2. Sies posible, reduzca por renglones A a / utilizando operaciones elementales por
renglones en toda la matriz [A 1] con la idea de obtener la matriz [/ A~']. Si
esto no es posible, entonces A es no invertible (singular).

3. Verifique su trabajo multiplicando por AA™' y A™! para ver que AA™! =1 = A™A.

ALG EBRA Recuerde la Ley de Hooke, que dice que para deformaciones relativa-
LINEAL mente pequenas de un objeto elastico, la cantidad de deflexion es direc-

tamente proporcional a la fuerza que causa la deformacién. En una viga
APLICADA

elastica soportada de manera simple, sujeta a multiples fuerzas, la
deflexion d se relaciona con la fuerza w por la ecuacién matricial

d = Fw

donde F es una matriz de flexibilidad cuyas entradas dependen del
material de la viga. La inversa de la matriz de flexibilidad, F~', se deno-
mina la matriz de rigidez. En los ejercicios 61y 62, se le pedira que

D encuentre la matriz de rigidez F~' y la matriz de fuerza w para un con-
junto dado de matrices de flexibilidad y deflexion.

nostal6ie/www.shutterstock.com
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EJEMPLO 3 Encontrar la inversa de una matriz

Determine la inversa de la matriz.

1 -1 0

A= 1 0 —1

-6 2 3
SOLUCION

Empiece adjuntando la matriz identidad a A para formar la matriz

1 -1 0 1 0 0
A 1= 1 0 -1 0 1 o0
-6 2 3 0 0 1

Ahora, utilizando operaciones elementales por renglones, reescriba esta matriz en la forma
1 A7

de la siguiente manera.

1 -1 0 1 0 0
0 1 -1 -1 1 0 R, + (-1)R, >R,
-6 2 3 0 1)
1 -1 0 1 0 O]
0 1 -1 -1 1 0
0 -4 3 6 0 1 R, + (6)R, >R,
1 -1 0o 1 0 O]
- 0 1 -1 —1 1 0
NOTA TECNOLOGICA
. . 0 0 —1 2 4 1 Ry + (4R, >R,
Muchas aplicaciones gréaficas y - - : :
programas de computadora 1 =1 0 1 0 0]
pueden calcular la inversa de 0 1 -1 —1 1 0
una matriz cuadrada. Si usted
usa una aplicacion gréfica, las . 0 0 1 =2 -4 -1} (—=DR; =R,
pantallas para el ejemplo 3 se - -
veradn como las mostradas mas I =1 0 1 0
abajo. Los comandos y la sin- 0 1 0 -3 -3 -1 R, + Ry—>R,
taxis de programacion para 0 0 1 =2 —4 -1
estas aplicaciones/programas - -
aplicables al ejemplo 3 se pro- | 0 0o -2 -3 —1] R, + R, >R,
porcionan en la Online Techno- 0 1 0 -3 -3 —]
logy Guide, disponible en
college.cengage.com/pic/larso- L 0 0 I -2 -4 -1 i
nELAGe. La matriz A es invertible y esta inversa es
H
g 2o
[-62 311 Al=|-3 -3 —1|
-1
A [1-2 -3 -1l -2 -4 -1
[-3 -3 -1]
[-2 -4 -111 Confirme esto demostrando que
AAT =1
> = A7A. ]

El proceso mostrado en el ejemplo 3 se aplica a cualquier matriz de n X n 'y permite
hallar la inversa de la matriz A, si es posible. Si la matriz A no tiene inversa, el proceso
puede decirselo también. En el siguiente ejemplo se aplica el proceso a una matriz singular
(una que no tiene inversa).
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COMENTARIO

El denominador ad - bc se
llama determinante de A. Usted
podra estudiar los determinan-
tes con mas detalles en la sec-

cion 3.5. >

3.3 Inversa de una matriz 73

EJEMPLO 4 Matriz singular

Demuestre que la matriz no tiene inversa.

1 2 0

A= 3 -1 2

-2 3 =2
SOLUCION

Adjunte la matriz identidad a A para formar

1 2 0 1 0 0
A II=| 3 -1 2 0 1 0
-2 3 -2 0 0 1

y aplique la eliminacién de Gauss-Jordan de la siguiente manera.
1 2 0 1 0 0
0 -7 2 -3 1 0
0 0 0 —1 1 1

Debido a que la “parte A” de la matriz tiene un renglén de ceros, puede concluir que no es
posible reescribir la matriz [A 1] en la forma [/ A~']. Esto significa que A no tiene
inversa o es no invertible (o singular). B

Aplicar la eliminacién de Gauss-Jordan para determinar la inversa de una matriz funciona
bien (incluso como una técnica de computadora) para matrices de tamafio 3 X 3 o mayo-
res. Sin embargo, para matrices de 2 X 2 puede utilizar una férmula para determinar la
inversa de una matriz en lugar de la eliminacién de Gauss-Jordan.

Si A es una matriz de 2 X 2 representada por

b
=l
c d
entonces A es invertible si y solo si ad — bc # 0. Ademas, si ad — bd # 0, entonces la
inversa es representada por

1 d —b
ATl = —— .
ad — bc[—c a}

EJEMPLO 5 Determinar la inversa de una matrizde 2 X 2

Si es posible, determine la inversa de cada matriz.

A_[ 3 —1} bB_[ 3 —1]
VA=, VB=1_¢

SOLUCION

a) Para la matriz A aplique la férmula para la inversa de una matriz de 2 X 2 para obtener
ad — bc = (3)(2) — (-1)(-2) = 4. Debido a que esta cantidad no es cero, la inversa se
forma intercambiando los elementos en la diagonal principal y cambiando los signos
de los otros dos elementos y multiplicando por la escalar i como sigue.

AL

b) Para la matriz B, tiene que ad — bc = (3)(2) — (—1)(-6) = 0, lo que significa que B es
no invertible. .

N — D=
AW A=
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PROPIEDADES DE LAS MATRICES INVERSAS

Algunas propiedades importantes de las matrices inversas se listan enseguida.

TEOREMA 3.8 Propiedades de las matrices inversas

Si A es una matriz invertible, k es un entero positivo y ¢ es un escalar diferente de
cero, entonces A~', A¥, cA y AT son invertibles y se cumple lo siguiente.

1. A ) '=A4 2. (AN T=ATTA AT = (ATE
%Y—J
k factores
LA =AT AT = @)
DEMOSTRACION

La clave de la demostracion de las propiedades 1, 3 y 4 es el hecho de que la inversa de
una matriz es unica (teorema 3.7). Es decir, si BC = CB = I, entonces C es la inversa de B.

La propiedad 1 establece que la inversa de A™' es A misma. Para probar esto, observe
que A'A = AA™! = I, lo que significa que A es la inversa de A~ Asi, A = (A7")™\.

. . 1 .
De manera similar, la propiedad 3 establece que —A™" es la inversa de (cA), ¢ # 0. Para
c

probar esto, utilice las propiedades de la multiplicacion escalar dada en los teoremas 3.1y
3.3 de la siguiente manera.

(cA)(%A“) - <c%>AA‘1 —()i=1
(%A”)(CA) - (%c)A‘lA —(W)i=1

1 . N | .
Asi, ~A7! es la inversa de (cA), lo cual implica —A™" = (cA)™!. La demostracién de las
c c

propiedades 2 y 4 se dejan como ejercicio. (Véanse los ejercicios 65 y 66) .

Para matrices no singulares, la notacién exponencial utilizada para la multiplicacién
repetida de matrices cuadradas puede extenderse para incluir exponentes que sean enteros
negativos. Esto puede lograrse si se define A™ como sigue

A*k — AflAfl, . ,Afl — (Afl)k.
-
k factores

Usando esta convencion usted puede demostrar que las propiedades AAR = ARy Ak =
A’* son verdaderas para cualesquiera enteros j y k.

> DESCUBRIMIENT®

12 2 -1
SeaA*L 3] v 37[1 —1}'

T Calcule (AB)™, A'B'y B'A™.

al:l Haga una conjetura acerca de la inversa de un producto de dos matri-
ces no singulares.

@EI Elija otras dos matrices no singulares y vea si su conjetura es valida.
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EJEMPLO 6 Inversa de una matriz

Calcule A~ en dos formas diferentes y demuestre que los resultados son iguales.

Lo
A =

2 4
SOLUCION

Una forma de determinar A~ es encontrando (A%)" al elevar la matriz A al cuadrado para
obtener

3 5
2 =
A [10 18}

y utilizando la férmula para la inversa de una matriz de 2 X 2 para obtener

o= -5

Otro modo de determinar A2 es encontrando (A™')? después de hallar A

el

y después elevando al cuadrado esta matriz para obtener

PRI RIS
IR

N —= =

9 _3
- 2 4
(A7) = l_s 3]-
2 4
Observe que cada método produce el mismo resultado. .

El siguiente teorema proporciona una férmula para calcular la inversa del producto de
dos matrices.

TEOREMA 3.9 La inversa de un producto
Si Ay B son dos matrices invertibles de tamaiio n, entonces AB es invertible y

(AB)!' = B1A™!

DEMOSTRACION

Para demostrar que B"'A™! es la inversa de AB, usted solo necesita mostrar que esta cumple
con la definicién de la inversa de una matriz. Esto es

(AB)(B"'A™") = ABB A = ADA™' = (ADA™' = AA = .

De una manera similar puede demostrar que (B'A™HYAB) =1 y concluir que AB es inver-
tible y que tiene la inversa indicada. .

El teorema 3.9 establece que la inversa del producto de dos matrices invertibles es el
producto de sus inversas tomado en el orden contrario. Esto puede generalizarse para

incluir el producto de algunas matrices invertibles:

(AJAA - - -A) T =A1 - CATTATTATL
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COMENTARIO

de la multiplicacion para

A'B

Advierta que invirtio el orden

encontrar la inversa de AB. Esto
es, (AB)' = B'A y la inversa
de AB a menudo no es igual a

>

EJEMPLO 7 Inversa del producto de una matriz

Halle (AB)™! para las matrices

1 3 3 1
A=|1 4 3| y B=|1 3 3
1 3 4 2 4 3

utilizando el hecho de que A™' y B! estdn representadas por

7 =3 =3 1 =2 1
Al =1]—1 1 0| vy B'=]|-1 1 0.
-1 0 1 I 0 —3
SOLUCION
Utilizando el teorema 2.9 obtenemos
B! A1
1 -2 ][ 7 -3 -3
AB)"'=B7'A"1=|-1 1 ofl—1 1 0
2 1
| 3 0 —3f[—1 0 1
[ 8 -5 =2
=|-8 4 3.
L 5 -2 -3 ||

Una propiedad importante en el dlgebra de los nimeros reales es la propiedad de
cancelacion. Es decir, si ac = bc (¢ # 0), entonces a = b. Las matrices invertibles tienen
una propiedad de cancelacion similar.

TEOREMA 3.10 Propiedades de cancelacion

Si C es una matriz invertible, entonces las siguientes propiedades son validas.

1. SiAC = BC, entonces A = B. Propiedad de cancelacion por la derecha
2. Si CA = CB, entonces A = B. Propiedad de cancelacion por la izquierda
DEMOSTRACION

Para demostrar la propiedad 1, utilice el hecho de que C es invertible y escriba

AC = BC
(AC)C~! = (BO)C ™!
A(cc—") = B(cc)
Al = BI
A =B

La segunda propiedad puede demostrarse de forma semejante. (Véase el ejercicio 68.)

Asegurese de recordar que el teorema 3.10 puede aplicarse solo si C es una matriz
invertible. Si no lo es, entonces a menudo la cancelacion no es valida. Asi, en la seccién
3.2 el ejemplo 5 proporciona el modelo de una ecuacién matricial AC = BC en la cual
A # B, ya que C no es invertible en el ejemplo.
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SISTEMAS DE ECUACIONES

Para sistemas cuadrados (1os que tienen el mismo nimero de ecuaciones que de variables),
puede utilizar el siguiente teorema para determinar cudl de los sistemas tiene una solucién
Unica.

TEOREMA 3.11 Sistemas de ecuaciones con una solucion uUnica

Si A es una matriz invertible, entonces el sistema de ecuaciones lineales Ax = b

tiene una solucién unica para cada vector columna b de n componentes, dada por
_ 4l

x=A"b.

DEMOSTRACION
Puesto que A no es singular, los siguientes pasos son véalidos.
Ax =b
A TAx =A""b
Ix=A"
x=A"b

Esta solucién es tnica, ya que si X; y X, son dos soluciones, usted podria aplicar la propie-
dad de cancelacién para la ecuacién Ax; = b = Ax, para concluir que X; = X,. .

Reemplazar lo resaltado por Un uso del teorema 3.11 aparece cuando se resuelven
varios sistemas en los cuales todos tienen la misma matriz de coeficientes A. En este caso
usted debe encontrar la matriz inversa y luego resolver cada sistema calculando el pro-
ducto A™'b.

EJEMPLO 8 Solucion de un sistema de ecuaciones utilizando
una matriz inversa

Utilice una matriz inversa para resolver cada sistema.

a)2x +3y+z=—1 b)2x +3y+z=4 ¢)2x+3y+z=0
3x+3y+z= 1 3x+3y+z=28 3x+3y+z=0
2x t 4y + 2= -2 2x +4y +z=15 2x+4y +z=0
SOLUCION
2 3 1
Primero observe que la matriz de coeficientes de cada sistemaes A = |3 3 1|
2 4 1
-1 1 0
Utilizando la eliminacién de Gauss-Jordan encontrard que A~ ! = | — 1 0 1|
6 —2 -3
[—1 1 0][—1 2
a)x=Ab=|—1 0 1 1l=1=1 La_soiulci(’)n es_x _222,
6 —2 —3]|-2] |[-2 y-ohyr=E e
[—1 1 ol[4] [ 4
hx=Ab=|-1 0 1]|8]=] 1 Lasolucion es ¥ =4
L6 —2 —3]l5] [-7 y=Lye=od
[—1 1 olfol fo
Ox=Ab=]|-1 0 ol=1o La_s%luci(’in gs triviilz()
| 6 -2 —=3]|0] 0 X , Y , Y 2 . .
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Consulte www.CalcChat.com para las soluciones de los ejercicios nones.

3.3 Ejercicios

La inversa de una matriz En los ejercicios 1 a 6,

demuestre que B es la inversa de A.

1. A=

Determinacion de la inversa de una matriz En los
ejercicios 7 a 30, encuentre la inversa de la matriz (si esta

existe)

7.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

-2 2
I -1
0 1
2 —17

-1 11
0 3

|
g

33
)
11
5 4
6 5]
2 —1]
7 -10
16 —21

1

1

0

0 0
30
0 5

0
~1

0

0 0
4 0
5 s

0
4]
11]
-7

_2_

—-0.3
0.2
—-0.9

-2 1
31
2 2
31
5 5
5 5
-4 -5 3
, B=3i-4 -8 3
12 0
112
, B=|2 4 -3
36 -5

10.

12.

14.

16.

18.

20.

22,

24.

2 —ﬂ

2 2

1 -2

: i

-1 1
-
1 2 2]
37 9

-1 -4 -7]
10 5 —7]

-5 1 4
3 2 -2
3 2 5]
2 2 4

-4 4 0]
3 1 11

—6 3 6
0o 3 2
L -
01 02 03

-03 02 02
05 05 05

1 0 0

30 0

2 5 5

-8 0
.
0 0
L0 0
1 -2
3 -5
) 27.
< 2 -5
-1 4
10
0o 2
) 29.
= 1 0
0o 2

w O

0

26.

SO O O = LW oD B~ OO o

S O N WA NN LN OO NNO

wn = N O

Determinacion de la inversa de una matriz de 2 X 2
En los ejercicios 31 a 36, utilice la férmula en la pagina 73
para encontrar la inversa de una matriz de 2 X 2 (si existe).

'23}
-1 5

(4 —6

B

31.

33.

35.

1
D= I
Wil B

}

32.

34.

36.

1
3

[—12

-2
2

]

)

Oloo Ko

|

Determinacion de la inversa del cuadrado de una
matriz  En los ejercicios 37-40, calcule A~ de dos maneras
diferentes y muestre que los resultados son iguales.

B

0
31‘4—[_1
-2

39.4=| 0
0

0
1
0

38.A=[

=5

Determinacion de las inversas de productos y trans-

das para determinar a) (ABY™, b) (A1) yc) (A).

5} B*I—[7
61 2

puestas
1. A7 =|
2.4 =
B
_ 3
43. A7 = |3
1
L4
(1
4. A1 =10
4
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Resolucion de un sistema de ecuaciones usando una
inversa En los ejercicios 45 a 48, utilice una matriz
inversa para resolver cada sistema de ecuaciones lineales.

45. a) x + 2y = —1 46. a) 2x —y = —3

x—2y= 3 2x+y= 7
b) x + 2y = 10 b) 2x —y= -1
x—2y=—-6 2x +y= -3
47. a) x;, + 2x, + x3= 2
X, +2x, — x3= 4
X, — 2x, + xy3= -2
b) x, +2x, + x;= 1
X, +2x, — x;= 3
X, — 2x, + x;= -3
48. a) x;, + x, —2x;= 0
X, —2x,+ x3= 0
X, — X, — x3=—1
b) x;, + x, —2x;=—1
X, — 2x, + x3= 2
X, — X, — x3= 0

PIU’ Resolucion de un sistema de ecuaciones usando una

inversa En los ejercicios 49 a 52, utilice una aplicacion
grafica o un programa de computadora con capacidad matri-
cial para resolver el sistema de ecuaciones lineales usando
una matriz inversa.

49. x, +2x, — x3+3x, —x5= -3
X, = 3x,+ x3+2x, —x5= -3
2+ x,+ x3—=3x,+x5= 6
Xy — X, +2x5+ x,—x5= 2
2%, + x,— x5+ 2x,+x5=-3
50. x;+x,— x3+3x,—x5= 3
2+ x,+ x3t+ x,txs= 4
X+t x,— x3+2x,—x5= 3
20, + x, H 4y + ox, —xs=—1
3x, +x,+ x5 —2x,+tx5= 5
51, 2x, —3x,+ x3—2x,+ x5—4x,= 20
3x,+ x, —4x;+ x,— x5+ 2x,=—16
4x, + x, = 3x5 +4x, — x5+ 2x5=—12
—5x, — x, + 4x;+ 2x, — Sx5+ 3x,= —2
x,+ x, = 3x; +4x, — 3x5+ xg=—15
3x; — x,+ 2x53 — 3x, + 2x5 — 6x, = 25
52, 4x, — 2x, + 4xy;+ 2x, — S5x5— x,= 1
3x, + 6x, — 5x5 — 6x, + 3x5 + 3x, = —11
2x; = 3x,+ x5+ 3x,— x5—2x= 0
—x, T 4x, —4x; — 6x, + 2x5 + 4xg= —9
3x; — x,+ 5x5+2x, — 3x5 — Sxg= 1
—2x, +3x, —4x; — 6x, + x5+ 2x,= —12

Matriz igual a su propia inversa En los ejercicios 53 a 54,
determine el valor de x tal que la matriz sea igual a su inversa.

53.A=[ 3 x} 54.A=[ 2 x}
2 -3 1 -2
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Matriz singular  En los ejercicios 55 y 56, determine el
valor de x tal que la matriz sea singular.

[ 4 x} [ X 2}
55. A = 56. A =
-2 -3 -3 4

Resolucion de una ecuacion matricial
57 y 58, determine el valor de A tal que

57. (24)1 = [1 2]

En los ejercicios

2 4]
-3 2

Determinacion de la inversa de una matriz En los
ejercicios 59 y 60, demuestre que la matriz es invertible y
encuentre su inversa.

Send Cos (9} 6
—Cos6f Sen6

3 58. (44)~! =[

59.A=[

Tan6

B [Sec 6
Sec 6

Tan 0}

Deflexion de vigas En los ejercicios 61 y 62, las fuerzas
wy, wp ¥y ws (en libras) actdan en una eldstica soportada de
manera simple, lo que resulta en las deflexiones d;, d, y d3
(en pulgadas) en la viga (véase la figura).

Utilice la ecuacion matricial d = Fw donde

d, Wy
d=|d, |,w=|w,
d, W3

y F es la matriz de flexibilidad 3 X 3 para la viga, para encon-
trar la matriz de rigidez F~' y la matriz de fuerza w. Las uni-
dades de las entradas de F' se presentan en pulgadas por libra.

[0.008 0.004 0.003 ] [0.585
61. F=1[0.004 0.006 0.004| d =0.640
10.003  0.004 0.008 | 0.835
[0.017 0.010 0.008] 0
62. F=1[0.010 0012 0010|,d=]0.15
10.008 0.010 0.017 |0

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 63 y 64, determine
cudl de las expresiones es verdadera o falsa. Si la expresion es
cierta, proporcione una razén o cite una expresion adecuada a
partir del texto. Si la expresion es falsa, proporcione un ejem-
plo que muestre que la expresién no es cierta en todos los
casos o cite una expresion apropiada a partir del texto.

63. a) Si las matrices A, By C satisfacen BA = CAy A es
invertible, entonces B = C.

b) La inversa del producto de dos matrices es el producto
de sus inversas, esto es (AB)' = A”'B~!.

¢) Si A puede ser reducida por la matriz identidad,
entonces A es no singular.
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64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Unidad 3 Matrices y determinantes

a) La inversa de la inversa de una matriz no singular A,
A Hes igual a A misma.

b) La matriz [a

b} es invertible si ab — dc # 0.
c d

¢) Si A es una matriz cuadrada, entonces el sistema de
ecuaciones lineales Ax = b tiene una solucién unica.

Prueba Demuestre la propiedad 2 del teorema 3.8: si A
es una matriz invertible y k un entero positivo, entonces

(Ak)fl :AflAfl .. ,Afl — (Afl)k
-
k factor
Prueba Demuestre la propiedad 4 del teorema 3.8: si
A es una matriz invertible, entonces (A7) = (A7),
Demostracion guiada Demuestre que la inversa de
una matriz simétrica no singular es simétrica.
Inicio: para demostrar que la inversa de A es simétrica,
necesita probar que (A7 = A™!
i) Sea A una matriz simétrica no singular.
ii) Esto significa que AT = A y A™! existen.
iii) Utilice las propiedades de la transpuesta para
demostrar que (A™")7 es igual a A%,

Prueba Demuestre la propiedad 2 del teorema 3.10: si
C es una matriz invertible tal que CA = CB, entonces
A =B.
Prueba Demuestre que si A% = A, entonces
1-2A = (I-2A)".
Prueba Demuestre que si A, B'y C son matrices cua-
dradas y ABC = I, entonces B es invertible y B! = CA.

Oa

Prueba Demuestre que si A es invertible y AB
entonces B = O.

Demostracion guiada Demuestre que si A> = A,
entonces una de dos cosas: A = [ 0 A es singular.
Inicio: usted debe demostrar que A es singular o que A es
igual a la matriz
i) Comience su demostracién observando que A es
singular o no singular.

ii) Si A es singular, la demostracion esta hecha.

iii) Si A es no singular, entonces utilice la matriz
inversa A™' y la hipétesis de que A2 = A para
demostrar que A = I.

Escriba ;Lasuma de dos matrices invertibles es inver-

tible? Explique por qué si o por qué no. Ilustre su con-

clusién con un ejemplo apropiado.

Escriba ;Bajo qué condiciones la matriz diagonal

a, 0 0 - 0
0 a, 0 --- 0
A= 22 .
0 0 0 - a

nn

es invertible? Si A es invertible, encuentre la inversa.
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75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

Use el resultado del ejercicio 74 para determinar A™!
para cada matriz.

-1 0 0
a)A= 0 3 0
L0 0 2
L0 0
b)A=|0 1 0
KU

S A_[l 2}
ea _» L

a) Demuestre que A* - 2A + 51 = O, donde 1 es la
matriz identidad de orden 2.

b) Demuestre que A~ = % 2I-A).

¢) Demuestre que, en general, para cualquier matriz
cuadrada que satisfaga la ecuacién A% — 24 + 51 = 0,
la inversa de A estd dada por A™! = % 2I-A).

Prueba Sea u la matriz columna n X 1 que satisface
uu = 1. La matriz de n X n, H = I, — 2uu’ se llama
matriz de Householder.

a) Demuestre que H es simétrica y no singular.
V2/2
b) Seau = | /2/2 |. Demuestre que u'u = 1y calcule
0
la matriz de Householder H.

Prueba Sean Ay B matrices n x n. Demuestre que si la
matriz I — AB es no singular, entonces también lo es I — BA.

Sean A, D y P matrices de n X n que satisfacen AP =
PD. Si P es no singular, resuelva esta ecuacion para A.
(Debe cumplirse que A = D?

Encuentre un ejemplo de una matriz singular de 2 X 2
que satisfaga A2 = A.

Escriba Explique como determinar si la inversa de una
matriz existe. Si es asi, explique cémo encontrar la
inversa.

82. Como se mencioné en la
pégina 73, si A es una matriz de 2 X 2 dada por

a b
A =
[c d}
entonces A es invertible si y solo si ad — ¢b # 0.
Verifique que la inversa de A esté dada por

1 d —b
N
A ad—bc[—c a}

. Escriba Explique en sus propias palabras como escri-

bir un sistema de tres ecuaciones lineales en tres varia-
bles como una ecuacién matricial, AX = B, asi como la
manera de resolver el sistema usando una matriz inversa.
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3.4 Matrices elementales

COMENTARIO

De acuerdo con esta definicion,
la matriz identidad /, es
elemental, ya que puede
obtenerse a partir de si misma
al multiplicar cualquiera de sus

renglones por 1. D

B Factorizar una matriz en un producto de matrices elementales.

Encontrar y utilizar una factorizaciéon LU de una matriz para resolver
un sistema de ecuaciones lineales.

MATRICES ELEMENTALES Y OPERACIONES
ELEMENTALES POR RENGLONES

En la seccién 2.2 se presentaron las tres operaciones elementales sobre renglones aplicadas
a las matrices; estas son:

1. Intercambio de dos renglones.
2. Multiplicar un renglén por una constante diferente de cero.
3. Sumar el multiplo de un renglén a otro renglén.

En esta seccidn, usted podrd ver cémo la multiplicacion matricial puede emplearse para
ejecutar estas operaciones.

Definicion de matriz elemental

Una matriz de n X n se denomina matriz elemental si puede ser obtenida a partir de
la matriz identidad I, por una sola operacién elemental de rengldon.

EJEMPLO 1 Matrices elementales y no elementales

(Cudles de las siguientes matrices son elementales? Para aquéllas que lo sean, describa la
operacion elemental de renglén.

1 0 0 o o
alo 3 0 b) o 1 o
o o0 1] - -
1 0 0] 1 0 0]
olo 1 0 o o0 1
0 0 0] 0 1 0]
_ 1
e) ! O] )]0 g 8
2 1
0o 0 -1
SOLUCION

a) Esta matriz es elemental. Puede obtenerse multiplicando el segundo renglén de /5 por 3.
b) Esta matriz no es elemental, ya que no es cuadrada.

¢) Esta matriz no es elemental, ya que fue obtenida al multiplicar el tercer renglén de /3
por O (la multiplicacién de renglones debe ser por una constante diferente de cero).

d) Esta matriz es elemental. Puede obtenerse intercambiando el segundo y el tercer ren-
glén de Is.

e) Esta matriz es elemental. Puede obtenerse al multiplicar el primer renglén de I, por 2
y sumar el resultado al segundo renglén.

f) Esta matriz no es elemental, ya que se requieren dos operaciones por renglones para
obtenerla a partir de I5. .
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Las matrices elementales resultan ttiles porque permiten usar la multiplicacion matri-
cial para realizar operaciones elementales por renglones, como se muestra en el ejemplo 2.

Matrices elementales y operaciones
EJEMPLO 2 L
elementales por renglones
a) En el siguiente producto de matrices, E es una matriz elemental en la cual los dos pri-

meros renglones de /5 se han intercambiado.

E A

0 1 0ff0 2 1 1 -3 6
1 0 offr -3 6|=10 2 1
0 0 1113 2 -1 3 2 -1

Observe que los dos primeros renglones de A se han intercambiado en la multiplicacién
por la izquierda por E.

b) En el siguiente producto de matrices, £ es la matriz elemental en la cual el segundo
renglén de I3 se ha multiplicado por %

E A
10 Oolft o0 -4 1 10 —4 1
0 3 o0ll0 2 6 —4f{=l0 1 3 -2
0o o 1Jlo 1 3 1 0o 1 3 1

Aqui el tamafio de A es 3 X 4. A puede, sin embargo, ser cualquier matrizde 3 X ny
multiplicarse por la izquierda por £ y mantener el resultado de multiplicar el segundo
renglén de A por %

¢) En el siguiente producto, E es la matriz elemental en la que se ha sumado dos veces el
primer renglén de 75 al segundo renglén.

COMENTARIO E A

Asegurese de tener en mente 1 0 0 1 0 —1 1 0 —1

que en el teorema 3.12 Aes _ _ _ _

multiplicada por la izquierda por 2 1 0 2 2 31=10 2 1

la matriz elemental E. La multi- 0 0 1 0 4 5 0 4 5

plicacion por la derecha por

matrices elementales, la cual Note que en el producto EA se ha sumado dos veces el primer renglén al segundo.

implica operaciones por colum- .

nas, no se considera en este

texto. > En cada uno de los tres productos del ejemplo 2, usted fue capaz de ejecutar operacio-
nes elementales por renglones para multiplicar por la izquierda por una matriz elemental.

Esta propiedad de las matrices elementales se generaliza en el siguiente teorema, el cual
se enuncia sin demostrar.

TEOREMA 3.12 Representacion de operaciones elementales
por renglones

Sea E la matriz elemental obtenida al ejecutar una operacién elemental por renglo-
nes en /,,. Si esta misma operacion es realizada en una matriz A de m X n, entonces
el resultado estd dado por el producto EA.

Muchas aplicaciones de las operaciones elementales por reglones requieren de una
secuencia de operaciones. Por ejemplo, la eliminacién gaussiana a menudo precisa de
varias operaciones elementales por renglones para reducir una matriz. Para matrices ele-
mentales, esta secuencia se traduce en la multiplicacién (por la izquierda) por varias
matrices elementales. El orden de la multiplicacién es importante; la matriz elemental
inmediata para la izquierda de A corresponde a la operacion con renglones ejecutada pri-
mero. Este proceso se demuestra en el ejemplo 3.
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COMENTARIO

El procedimiento demostrado
en el ejemplo 3 es primordial-
mente de interés tedrico. En
otras palabras, este procedi-
miento no se recomienda
como un método préactico
para realizar la eliminacion
gaussiana.

>

3.4 Matrices elementales 83

EJEMPLO 3 Aplicaciéon de matrices elementales

Encuentre una sucesién de matrices elementales que puedan utilizarse para escribir la
matriz A en forma escalonada por renglones.

0 1 3 5
A=|1 -3 0 2
2 -6 2 0

SOLUCION
Operacién elemental Matriz
Matriz por renglones elemental

(1 -3 0 27 R, <R, K 1 0

0 1 3 5 E =11 0 0
12 —6 2 0] 10 0 1
(1 -3 0 27 ! 0 0

0 1 3 5 E,=| 0 1 0
K 0 2 —4] Ry + (—=2)R, >R, | —2 0 1
(1 -3 0 21 1 0 0

0 1 3 5 E,=|0 1 0
o o 1 -2 ()R, >R, o o 2

Las tres matrices elementales E;, E, y E3 pueden utilizarse para ejecutar la misma elimi-
nacion.

1 o o]f 1 o o]fo 1 o]fo 1 3 5
B=EJEEA=|0 1 0| 0 1 olf1 0o of1 -3 0 2
0o 0 i[-2 o 1]lo 0o 1]|]2 -6 2 0
1 0 Ol 1 0 O0][1 -3 0 2
=lo 1 of o 1 offlo 1 3 5
0o 0 3ll-2 o0 1][2 -6 2 o0
10 o][t -3 0 2 1 -3
=lo 1 oflo 1 3 5[=[0 1 3 5
o 0o 3J]lo o 2 -4 0 0 - [

Las dos matrices en el ejemplo 3

0 1 3 5 1
A=|1 -3 0 2| yB=|0 1 3 5
2 -6 2 0 0 0 1 -2

son equivalentes por renglones, ya que usted puede obtener B al ejecutar una secuencia de
operaciones por renglones en A. Es decir, B = E;E,EA.

La definicién de matrices equivalentes por reglones puede ser reexpresada usando
matrices elementales de la siguiente manera.

Definicion de equivalencia por renglones

Sean A y B matrices de m X n. La matriz B es equivalente por renglones con A si
existe un nimero finito de matrices elementales E;, E,, . . . , E tal que

B=EE,_, - EEA.
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COMENTARIO

E,”" estd como se muestra
porque al convertir E, a I, en E,
se tendria que sumar dos veces
el primer renglén al tercero.

>

Usted sabe, de la seccion 3.3, que no todas las matrices cuadradas son invertibles. Sin
embargo, toda matriz elemental es invertible. Ademads, la inversa de una matriz elemental
es en si misma una matriz elemental.

TEOREMA 3.13 Las matrices elementales son invertibles

Si E es una matriz elemental, entonces E~' existe y es una matriz elemental.

La inversa de una matriz elemental E es la matriz elemental que convierte E de nuevo
en I,. Por ejemplo, puede encontrar la inversa de cada una de la tres matrices elementales
mostradas en el ejemplo 3 de la siguiente manera.

Matriz elemental Matriz inversa
[0 1 0 R, <>R, [0 1 0] R,<>R,
E =|1 0 0 E7' =11 0 0
10 0 1 10 0 1]
(1 0 0 1 0 0]
E, = 0 1 0 E;'=10 1 0
| —2 0 1] Ry + (=2)R, >R, 12 0 1] R, + (2R, >R,
(1 0 0 1 0 0]
E,=10 1 0 E;' =10 1 0
0 0 3| (JrR,—R, 0 0 2] (QR-R,

Intente utilizar la multiplicacién de matrices para verificar estos resultados.
El siguiente teorema establece que toda matriz invertible puede ser escrita como el
producto de dos matrices elementales.

TEOREMA 3.14 Propiedad de las matrices invertibles

Una matriz cuadrada es invertible si y solo si puede ser escrita como el producto de
matrices elementales.

DEMOSTRACION

La frase “si y solo si” significa que el teorema tiene dos partes. En una, usted debe demos-
trar que si A es invertible, entonces puede escribirse como el producto de matrices elemen-
tales. Luego debe demostrar que si A puede ser escrita como el producto de matrices ele-
mentales, entonces es invertible.

Para demostrar el teorema en la otra direccion, suponga que A es invertible. Del teo-
rema 3.11 sabe que el sistema de ecuaciones lineales representado por Ax = 0 tiene solo
la solucién trivial. Pero esto implica que la matriz aumentada [A 0] puede reescribirse
enlaforma [/ 0] (usando operaciones elementales por renglones correspondientes E, E,
...y Ep). Ahora tenemos E; . . . E3E,E,A = Iy esto seguidode A = E, ' E, P E7L L
E,”!. A puede escribirse como el producto de dos matrices elementales y la demostracién
estd completa.

Para demostrar el teorema en la otra direccién, asuma que A es el producto de matri-
ces elementales. Entonces, debido a que cada matriz elemental es invertible y el producto
de matrices invertibles es invertible, se sigue que A es invertible. Esto completa la demos-

tracion. B

La primera parte de esta demostracion se ilustra en el ejemplo 4.
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¢ Sabias qué? Los fractales son representaciones geométricas de la teoria del
caos, cambiantes e impredecibles, que nos invitan a pensar en dimensiones
y teorfas maravillosas que solo el estudio analitico, cualitativo y cuantitativo
del célculo y del dlgebra lineal nos permitiria entender. Es por esta razén que
en esta ediciéon de matemadticas los fractales son parte fundamental de la
imagen que representa esta nueva coleccion.

Matematicas IV, Algebra lineal forma parte de una serie de libros
elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de los
cursos de matematicas a nivel superior: calculo diferencial, célculo integral,
calculo vectorial, dlgebra lineal y ecuaciones diferenciales.

En esta nueva edicién de Mateméticas IV, Algebra lineal podrés
estudiar:

* Numeros complejos

e Sistemas de ecuaciones lineales

® Matrices y determinantes

* Espacios vectoriales

® Transformaciones lineales

* Eigenvalores, eigenvectores y formas cuadréaticas

Estos temas establecen una manera singular de abordar el dlgebra lineal
mediante ejemplos, explicaciones, recursos didacticos, definiciones, teoremas
y demostraciones, las cuales se presentan de manera clara, accesible y con
un estilo directo y legible, lo que hace de esta obra un clasico instantaneo.

Acompafianos a conocer el dlgebra lineal desde una perspectiva clara y
eficaz.
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